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1.1. EL CUERPO MAS FAMOSO
Ley de composicion interna

Se llama ley de composicion interna definida sobre un conjunto "K" a
toda ley o criterio "®" que a cada par ordenado de elementos de "K" le aso-
cia un unico elemento de "K" (un par (o;pB) es ordenado si (o;B) = (B;c)

siempre que o = B).

Siendo o,p €K, escribiremos o @3 =y para indicar que el criterio o ley "®"
asocia el elemento y eK al par ordenado (a;B). Por ejemplo: si "K" es el con-

junto {1, 2, 3, ...} de los numeros naturales y en el definimos la ley de compo-
sicion interna "®" como o @ = 2.a + 5.3, entonces:

3®7=23+57=41; T®3=2.7+5.3=29

Observa: la ley anterior es de composicion interna en el conjunto de los nime-
ros naturales, pues si oy B son nimeros naturales entonces o @ =2.a +5.3
siempre es un nimero natural. No es de composicion interna en el conjunto de los
naturales la ley "®" tal que oo ® B = o/, pues siendo naturales o y B no siempre

sucede que o ® 3 =o/P es natural; por ejemplo, 3® 7 =3/7, que no es un nu-
mero natural.

Definicion de "cuerpo"

Si "K" es un conjunto en el que se han definido dos leyes de composicion interna
"@" (llamada suma) y "®" (llamada producto), se dice que "®" y "®" confie-

ren al conjunto "K" la estructura de cuerpo (para abreviar también se dice
que laterna (K;®;®) es un "cuerpo") si se verifica que:

1) Laley "®@" es conmutativa: Vo,3 eK sucede que a ®B=p® a
2) Laley "®@" es asociativa: Va,p,y eK sucede que (o @B)@y=a@(BDy)

3) La ley "®" admite elemento neutro, es decir, en el conjunto "K" hay un ele-
mento o tal que Vo eK sucede que a @6 =@ a=a..

4) Cada elemento del conjunto "K" tiene simétrico respecto de la ley "®":
Vo eK,Ih eKtalquea @A =A@ a =0
5) Laley "®" es distributiva respecto de la ley "®":

0@PDy)=(a®B)D(a®y)

Va,B,y eK sucede que §(B@Y)®“:(B®a)®(y Q)

6) La ley "®" es asociativa:
Va,B,y eKsucede que (0 ®B)®y=a®@ (P®y)
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7) Laley "®" admite elemento neutro en el conjunto K* = K — ksp; es decir:
Jo eK*tal que Va eK*sucede que a ® o =0 ® o =
8) Cada elemento del conjunto K* tiene simétrico respecto de la ley "®":
Va eK*, dJe eK*talque o ®e=ec®a =

e Se dice que el cuerpo (K;®;®) es conmutativo o abeliano silaley "®"
es conmutativa; es decir, si Vo, eKsucede que a ® B=p® a.

El "cuerpo" mas famoso

Como sabes, el conjunto R de los nameros reales es la union
del conjunto de los nuameros racionales (son los que tienen un nu-
mero finito de cifras decimales o son periddicos) y del conjunto de los
Nnumeros irracionales (tienen un ndmero infinito de cifras decimales y no
son periddicos, como sucede con los niimeros que se denotan ~/2 y 7).

El cuerpo conmutativo mas famoso es (R;+;.), 0 sea, es el que
resulta al considerar que las leyes "suma" y "producto” defi-
nidas en R son respectivamente la suma "+" y el producto "."
de ndmeros reales gque todos conocemos desde nuestra mas
tierna infancia. En efecto, como sabemos:

1) La suma es "conmutativa": Va,B €R sucede que o + B =p + o
2) La suma es "asociativa':
Va,B,y eRsucede que (a +B)+y=a+(B+7v)

3) La suma admite "elemento neutro”, que es el numero real que
Ilamamos "cero" y denotamos "0":

VaeRsucedequea+0=0+a=a

4) Cada numero real tiene "simétrico" respecto de la suma:
Vo eR,IL eRtalquea+A=A+a=0

5) El producto es distributivo respecto de la suma:

o.(B+v)=(a.p)+(oy)
Va,B,y € R sucede que §(B+y).o¢ — (B.a)+(y.0)

6) El producto es "asociativo": Va,B,y €R sucede que (o.).y = a.(B.y)

7) El producto admite "elemento neutro" en el conjunto R—{O} que
forman los numeros reales distintos de cero; dicho elemento neu-
tro es el nUmero "uno™: Ya eR - kop sucede que a.l=1l.a=a
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8) Cada elemento del(conjunto NR—{O} tiene simétrico respecto del
producto: Vo € R — Op, Jde eR - Op talquea.e =c.a=1.

9) El producto es "conmutativo": Vo,p eResa.p=p.a

A los elementos de un cuerpo conmutativo se les
Ilama "escalares". Como (%R;+;.) es un cuerpo conmutativo, por
comodidad, es habitual decir qgue un nimero real es un escalar.

Como en su momento los conjuntos que se denotan
N2, R3, R4, ... RN, .... tendrén protagonismo estelar,
a continuacion hablamos un poco de ellos.

El conjunto R2 es el producto cartesiano de R por si mismo 2 veces:
MZ=RxR= |(X1;X2)/Xi eR, Vi =1,2q
0 sea, cada elemento del conjunto 912 es un par ordenado de nlmeros reales.
El conjunto R3 es el producto cartesiano de R por si mismo 3 veces:
RI=RxRxR= |(X1;X2;X3)/Xi eR, Vi :1,2,3q
0 sea, cada elemento del conjunto 9’3 es una terna ordenada de nimeros reales.

El conjunto RN es el producto cartesiano de R por si mismo "n" ve-

Ces:
RN = ?ﬁiﬁffﬁfﬂ'@m = I(xl;xz; X)X eR,VI=12, ,nq

"n" veces
De cada elemento (X1;X2;....;Xp) € RN se dice que es una n-upla.

Hay quien gusta de la verticalidad y escribe apilados los "n" nameros reales que
forman cada elemento del conjunto RN o sea, escribe:

X1
m”=?‘ﬁ<f§4xz%4<-4--ﬁ§ﬁ=l X:2 /XieR,Vi=12,...,n q
"n" veces Xn

pero nosotros no lo haremos, porgque ocupa mucho espacio y es poco practico.

O sea, si voy a comprar pe- ‘_ g {Chic@ list@ ’

ras y malocotones usaré R2,
pero si ademas quiero serve-

sita entonces usaré R3
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1.2. MATRICES

e Llamamos matriz de orden m xn a toda disposicién rectangular

de m x n numeros reales ordenados en "m" filas y "n" columnas.
El conjunto que forman todas las matrices de orden m x n se denota My xn.

e Las matrices suelen nombrarse con letras mayusculas; asi, siendo
5 4 8
2 57
B=H eMoy3 ; C=|/ 6 38 M3.3
5 4 38 X MO 9 7 X
la matriz "B" es de orden 2 x 3 (jojo!, de orden 2 x 3, no de orden 6), y "C" es
de orden 3 x 3 (jojo!, de orden 3 x 3, no de orden 9).
e Para identificar los elementos que forman una matriz "A" usamos
subindices: al hablar del elemento aj de "A" hablamos del elemento de "A"

que esta en la i-ésima fila de "A" y en la j-ésima columna de "A". Para referirnos
genéricamente a los elementos de una matriz "A" escribimos A ={ajj}.

4 7 8
Por ejemplo, siendo A ={ajj}= ? g g eMyx3, €S
10 0 =

81124;6112 :7;a13:8;a21:9;a22 =5;823=6
a31:1;a32:3;a33:2;a41=10;a42 :O;a43:n

e Se dice que una matriz es cuadrada de orden "n" si tiene "n"
filas y "n" columnas. En tal caso, los elementos que tienen los
dos subindices iguales forman la diagonal principal de la ma-
triz. Por ejemplo, la siguiente matriz es cuadrada de orden 3:

34 4

A=i5 0 68 esM3y3
8 8 7 .

Su diagonal principal la forman los elementos ajq =3,a9p =0y azz ="7.

e Si "A" es una matriz cuadrada, su traza es la suma de los ele-
mentos de su diagonal principal; se denota Tr(A). Por ejemplo, para
la anterior matriz "A",es Tr(A)=3+0+7=10.

e Si una matriz es de orden 1xn se dice que es una matriz fila; tal
eselcasode A=[2 5 8]eMy,3yB=[2 7 6 4]eMy.y4.

forman las matrices de 1 filay "n" co-
lumnas es el mismo que hace un

momento hemos llamado QRN

<!
-\‘ﬁ /Anda cofo!, el conjunto My que
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e Si una matriz es de orden mx1 se dice que es una matriz co-
lumna; tal es el caso de las siguientes:

2 7
6

C=|3h eM341 ; D= 5 eMgyy
! 0

1.3. LAS MATRICES
ALMACENAN "INFORMACION"

Es bueno que tengas la percepcion de que las historias que estudiaremos sobre las
matrices sirven para algo mas que dar de comer a profesores de Matematicas y tor-
turar a estudiantes de "Ciencias". Utilizando brocha gorda y no pincel, diremos que
las matrices se han "inventado" porque son capaces de al-
macenar "informacién" de manera ordenada ...y es sabido que la
informacion y el orden son fundamentales para la buena marcha de todo.

La siguiente historieta ilustra la idea

El Tio Pencho tiene una empresa de comercializacion de ferritos hipovaligerables y
para controlar mejor el negocio ha decidido que se anoten los ingresos y los gastos
trimestrales. A tal fin se usan matrices "fila" de orden 1x 2, pues cada matriz de
este tipo esta formada por 2 numeros reales. Pencho establece el criterio segun el
cual el primer nimero expresa los ingresos y el segundo expresa los gastos, ambos
en millones.

Asi las cosas, al final de cada trimestre Pencho pide a su gerente la misma informa-
cion, siempre la misma pregunta: ;cOmo han ido las cosas este trimestre? El
gerente consulta sus datos y por toda respuesta entrega a su jefe la matriz de orden
1x 2 que expresa los ingresos y los gastos del trimestre en cuestion. Asi, cuando

ayer recibié la matriz [7 4] correspondiente al Gltimo trimestre, Pencho supo los
ingresos fueron de 7 millones y los gastos 4 millones.

Naturalmente, como haria cualquiera en su caso, cada afio Pencho "agrupa™ los
resultados trimestrales y "construye™ una matriz de 4 filas y 2 columnas que expre-

sa lo sucedido en los cuatro trimestres del afio en lo que se refiere a los ingresos y
gastos de su empresa. Por ejemplo, si la matriz correspondiente al Gltimo afio es

8 5
A= g g eMyx2
8 4

entonces, el que a3» =6 indica que los gastos del tercer trimestre fueron de 6 mi-
llones, y el que az1 =8 indica que los ingresos de cuarto trimestre fueron de 8
millones.

Como ves, las matrices sirven para almacenar "informacién".
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1.4. MATRICES EQUIDIMENSIONALES

Diremos que dos matrices son equidimensionales si tienen el
mismo orden, es decir, si las dos tienen el mismo nimero de filas y las dos tie-
nen el mismo namero de columnas. Por ejemplo, Si:
2 1 . 10 : 765
A=h3 58 €Max2 | B=M5 88 eMax2 | C=M4 9 98 €Max3
entonces "A" y "B" son equidimensionales; no asi "A"y "C" o0 "B"y "C".

1.5. MATRIZ OPUESTA

La matriz opuesta de la matriz "A" se denota -A, y es la matriz
obtenida al cambiar el signo de los elementos que "A".

Por ejemplo, siendo A = H% g 88 €My 3, SU matriz opuesta es:

A=fE 5 Yeman

1.6. MATRIZ NULA

Se llama nula a toda matriz cuyos elementos sean nulos; se deno-
ta "0" tenga el orden que tenga:

Mg 88—O€M2x2 ; ’“8 8 88—0€M2><3

1.7. IGUALDAD DE MATRICES

Las matrices equidimensionales A ={ajj}y B ={bjj} son iguales si aj; = bj;.

1.8. SUMA DE MATRICES

Si A ={ajj}y B={Dbjj} son matrices de orden m x n, su suma se denota A+B, y
es la matriz de orden m x n que definimos como A + B ={ajj + bjj}-

Por ejemplo:
2 3 1 7 95 6 2+7 345 1+6 9 8 7
5 4 R+l 2 -AR=y5+1 4+2 9-4R=J6 6 5
1 8 0 0 0 2 1+0 8+0 0+2 1 9 2
121+426_1+42+21+6 547
540 1 2 40 f5+1 4+2 0+4() 664

e Si "A" y "B" son cuadradas de igual orden, es Tr(A +B)=Tr(A)+ Tr(B).
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PROPIEDADES

La suma de matrices definida en el conjunto My« tiene idénticas propiedades
que la suma de nameros reales:

1) Es conmutativa: A+B=B+ A

2) Es asociativa: A+(B+C)=(A+B)+C

3) Admite elemento neutro: A+0=0+ A=A

4) Cada matriz tiene simétrica respecto de la suma:

A+(-A)=(-A)+A=0

1.9. PRODUCTO DE ESCALAR POR MATRIZ

El producto del escalar "o (recuerda: un "escalar" es un elemento de un
cuerpo conmutativo) por la matriz "A" se denota o ¢ A, y es la matriz
obtenida al multiplicar por "o" todos los elementos de "A".

Por ejemplo:
Gek2 3 4y _|62 6.3 6.4y 112 18 24
5 7 80 [l6.5 6.7 6.8[ N30 42 48

3¢[9 5 7 3]=[3.9 3.5 3.7 3.3]=[27 15 21 9]

PROPIEDADES

1) Siendo "o un escalar y "A" y "B" matrices equidimensionales, es:
oae(A+B)=aeA+aeB

2) Siendo "o y "B" escalares y "A" una matriz,es: (a +pP)e A=aeA+eA

3) Siendo "o y "B" escalares y "A" una matriz,es o e (e A)=(a.p)e A

4) Siendo "o un escalar y "A" una matriz cuadrada, es: Tr(c.e A)=0o..Tr(A)

La "proporcionalidad" entre matrices

Al definir la operacién "producto de un escalar por una
matriz" estamos introduciendo la nocién de "proporcio-
nalidad" entre matrices, pues si la matriz C={cjj} se obtiene al
multiplicar la matriz A ={ajj} por el escalar "a" (0 sea, C=ca e A), cabe

decir que la matriz "C" es "proporcional” a la matriz "A", pues cada elemento
de "C" se obtiene multiplicando por "o su correspondiente elemento de
"A" (recuerda que cjj = o.ajj).

También cabe decir que la matriz "A" es "proporcional” a la matriz "C", pues
cada elemento de "A" se obtiene multiplicando por "1/a" su correspondiente

elemento de "C":
Cjj = aL.ajj = ajj =%.Cij = A =%0 C
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Combinacion lineal de matrices

Al jugar a la vez con las operaciones llamadas "suma de matrices" y "producto
de un escalar por una matriz" resulta lo siguiente: siendo oq,09, ... ,aq €sca-

lares (numeros reales) y A1,Ao,...,An matrices equidimensionales, si la
matriz "W" es tal que W=oa1 A1 +a e Ay +...+0op ® Ay entonces "W
es suma de una matriz a1 e Aq proporcional a Aq, y de una matriz oo Ao
proporcional a Ay .... y de una matriz a., ® A, proporcionala Ap; por ello
podemos decir que la matriz "W" es suma de matrices proporcionales a
A1,Az, ..., Ap.

En el lenguaje del Algebra de "lo Lineal", para decir de modo réapido que la
matriz "W" es suma de matrices proporcionales a A1,A», ... ,Ap, se dice que
"W" es combinacioén lineal de Aj,A2,...,Ap; también se podria de-
cir que "W" es "combinacion proporcional” de A1,A2, ... ,Ap.

Lo mismo sucede cuando vas al supermercado: si y1,Y2,...,Yn Son los

precios unitarios de los "n" bienes (tomates, cerveza, etc.) que compras y
K1,K2,...,Kph son las correspondientes cantidades compradas de cada

uno de ellos, entonces la cantidad "T" que deberas pagar es:
T=y1.Ki+72.Ko+...+vn.Ky

O sea, "T" es suma de un nimero y1.K1 proporcional a K1, y de un

namero yo.Ko proporcional a K, .... y de un numero y,.K,, propor-

cional a Kp; por ello podemos decir que la cantidad "T" que deberéas

pagar es suma de numeros proporcionales a las cantidades compradas

Ki1,Ko, ... ,Kp.

El problema de averiguar si una matriz dada "W" es o no combinacion lineal
de las matrices A1,A2, ... ,Ap (también dadas) no lo podremos abordar has-
ta que no seamos unos artistas resolviendo sistemas de ecuaciones
lineales, lo que sucedera en el Tema 2.

1.10. PRODUCTO DE MATRICES

Siendo A ={ajj} una matriz de orden mxn y B={bj} una matriz de orden

nxp, el producto de la matriz "A" por la matriz "B" se denota
A B,y es lamatriz C={cjj} de orden mxp tal que cjj es la suma de los pro-

ductos obtenidos al multiplicar cada elemento de la i-ésima fila de "A" por su

correspondiente de la j-ésima columna de "B"; es decir:
Cij = aj1. byj +aj2.bgj + ... +ajn.bp;
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Carece de sentido hablar del producto A e B si el nimero de columnas de la pri-
mera matriz "A" no coincide con el nimero de filas de la segunda matriz "B". Por
ejemplo, si "A" es una matriz de orden 2 x 3 y "B" es de orden 3 x 7, el produc-
to A eB tiene sentido matematico, ya que el nimero columnas de la primera
matriz ("A") coincide con el nimero de filas de la segunda ("B"), y dicho producto
A B es una matriz de orden 2 x 7. Sin embargo, el producto Be A carece de
sentido matematico, pues el nimero de columnas de la primera matriz "B" no co-
incide con el nimero de filas de la segunda "A".

Ejemplos de productos de matrices:

1 20 |5 68 _[15+27 16+28§ |19 22
hs 48 h7 88—M3.5+4.7 3.6+4.88_M36 508

12 3 0 25 10+28+34 12+26+37 15+23+31

4 5 6pefl8 6 3p=140+58+64 42+56+67 45+53+6.1

789 4 71 70+88+94 72+86+97 75+83+9.1
2 5 21+58 24+59 26+5.2 42 53 22
7 3 - 7143 76+32K={31 55 48
5 0 51+0 56+0.2 5 20 30

2
[3 5 6]e Mg [3.2+5.7+6.8]=[89]

hga hg gg_carece de sentido ; [4 8 3]e[2 1]= carece de sentido

PROPIEDADES

1) Asociativa;: Ae(BeC)=(AeB)eC

2) Distributiva respecto de lasuma: Ae(B+C)=(AeB)+(AeC)

3) Ya hemos dicho que puede suceder que el producto A e B tenga sentido mate-
matico y no lo tenga el Be A; por tanto, resulta evidente que, en general, el
producto de matrices no es conmutativo.

Observa: aunque AeB y Be A tengan sentido matematico (lo que sucede
solo si "A" es de orden m x n y "B" es de orden nx m, en cuyo caso A eB es
de orden mxm y Be A es de orden nx n) no tienen porqué ser del mismo

orden. Y aunque AeB y Be A sean del mismo orden (lo que sucede sélo si
m=n; 0 sea, s6lo si "A"y "B" son matrices cuadradas del mismo orden), en
general nosucede que AeB=BeA.

No obstante, puede suceder que AeB=DBe A en tal caso se dice que las ma-
trices "A" y "B" conmutan.

EAENENENE

4) Si los productos AeBy Be A tienen sentido, es Tr(AeB)=Tr(Be A) .

Por ejemplo:

Tema 1: Calculo Matricial 20



1.11. TRASPUESTA DE UNA MATRIZ

Si en una matriz "A" permutamos filas por columnas conservando
el orden de ellas, resulta otra matriz que se llama traspuesta de

"A" (se denota Atl). Por ejemplo, siendo:

A %ggg M BH876 M C iég M
= eM3x4 = eM2x3 ; = €VI3x3
99 2 4 § 5 4 3 * 7809 g
Sus respectivas matrices traspuestas son.
%gg 8 5 14 7
At = 8 2 2 eMyy3 ; Bt =||7 4k eM3yp ; Ct =2 5 8K eM3y3
82 2 6 3 36 9

PROPIEDADES

1) La traspuesta de la traspuesta de una matriz "A" es ella misma: (At)t = A.
2) La traspuesta de una suma es la suma de las traspuestas; o sea:
(A+B)t =At +Bt
3) Sia efR, entonces (e A)t = e At,
4) La traspuesta de un producto de matrices es el producto de sus traspuestas, pero
en orden contrario. Por ejemplo: (AeBeCeD)l =DteCleBleAl,

1.12. MATRIZ SIMETRICA

Se dice que una matriz cuadrada A ={ajj} es simétrica si coincide con su

matriz traspuesta, lo que sucede solo si aj; = ajj; 0 sea, "A" es simetrica slo si
los elementos situados simétricamente respecto de la diagonal principal son iguales.
Por ejemplo, son simétricas las siguientes matrices:

38 2 5
5 6 7 5 0 0
A=l6 9 2:8=15 9 ¢ 6;0:% %;D:W 9 0
720 n 000

5 6 © 3

e Para toda matriz "A" sucede que la matriz H = A o At es simétrica; en efecto:
Ht = (A e Al)t i(At)t e At =Ae At =H

traspuesta de un producto = producto de las traspuestas en orden contrario

e Si la matriz "A" es cuadrada entonces la matriz M = A + At es simétrica; en
efecto:

Mt=(A+At)tiAt+(At)t=At+A:A+At=M

traspuesta de una suma = suma de las traspuestas
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1.13. MATRIZ ANTISIMETRICA

Se dice que una matriz cuadrada A ={ajj} es antisimétrica si coincide con

su matriz traspuesta cambiada de signo, lo que sucede sélo si ajj = —ajj;

0 sea, "A" es antisimétrica si los elementos simétricos respecto de la diagonal prin-
cipal de la matriz son iguales en valor absoluto, pero de signo contrario.

Observa: los elementos de la diagonal principal de una matriz antisimétrica son
nulos: si ajj = —ajj = ajj = —ajj = 2.2jj=0=1a; =0.

Por ejemplo, son antisimétricas las siguientes matrices:

0 8 -2 5
0 6 -7
A=l o0 28;8_8 0 4_6;C:h0 98

2 4 0 = 9 0
-2 0 5 6 -1 0

e Toda matriz cuadrada "A" puede descomponerse en suma de una matriz simé-
trica "S" y de una matriz antisimétrica "H". En efecto, si A =S+ H, entonces
At=(8+H)t=St+Ht?S—H

por ser simétrica "S" es St = S; y por ser antisimétrica "H" es Ht = — H

Al sumar miembro a miembro A=S+Hy At =S—H, resulta:
S=(A + At)/2=[|(ajj + aji )/2S

Al restar miembro a miembro A=S+Hy At =S - H, resulta:
H=(A - At)/2 =[\(ajj — aji /S

Por ejemplo, si A = hﬁ g , entonces:

S=(A+At)/2= n(aij + aji)/ZS — Mé ?

W >

|—|=(A—At)/2=n(aij—aji)/252M—g 8
y s S+H=h§ ?B*’\H (%BZME 98:A

1.14. OTRAS MATRICES CUADRADAS

e MATRIZ UNIDAD: matriz cuadrada en la que los elementos de la
diagonal principal son iguales a 1 y los restantes elementos de
la matriz son nulos; se denota "I".

o

Por ejemplo, la matriz unidad de orden 3 es:
1 0 0
I=§0 1 O
0 0 1
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MATRIZ ESCALAR: matriz cuadrada en la que los elementos de la
diagonal principal son todos iguales, siendo nulos los restantes
elementos de la matriz. Por ejemplo:

700 50
A=|0 7 08 ;B=J0 5
007 00

U100

MATRIZ DIAGONAL: matriz cuadrada que tiene nulos todos los ele-
mentos no situados en la diagonal principal. Por ejemplo:

300 000
A=J0 9 Op;B=J0 9 0
007 000

MATRIZ TRIANGULAR: matriz cuadrada en la que todos los ele-
mentos a un lado de la diagonal principal son nulos.

Por ejemplo, son triangulares las siguientes matrices:

3 4 7 0 0O
A=J0 9 28;B=J1 9 O

0 0 7 2 0 0

De "A" se dice que es triangular inferior ( son nulos los elementos situados
debajo de la diagonal principal), y de "B" se dice que es triangular superior
(son nulos los elementos situados encima de la diagonal principal).

MATRIZ IDEMPOTENTE: matriz cuadrada cuyo cuadrado es ella
misma. Por ejemplo:
_ w3 -1
A= M6 —28

MATRIZ INVOLUTIVA: matriz cuadrada cuyo cuadrado es la matriz
unidad. Por ejemplo:
il 0
A= k]l —16

Demostremos que si "A" es idempotente (A e A=A) entonces 2e¢ A — 1| es in-
volutiva; para ello debemos demostrar que (2e A—1)e (20 A—1)=1:

(20A—I)0(20A—I):40A0A—40A+IK4OA—40A+I:I

como "A" es idempotente, entonces Ae A = A

Demostremos que si "A" es involutiva (A e A =1) entonces (A + 1)/2 es idem-
potente; para ello demostramos que ((A + 1)/2) e (A + 1)/2) = (A + 1)/2:

(A+1)/2)) e (A+1)/2)=(AeA+2eA+I1)/4=
220 A+2e/a=(A+1)2

como "A" es involutiva, entonces Ae A = |
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1.15. TRANSFORMACIONES ELEMENTALES

Se llaman transformaciones elementales a las siguientes:

1) Trasposicion de una matriz.

2) Cambio entre si de dos filas o columnas de una matriz.

3) Multiplicacion de todos los elementos de una linea (fila 0 columna) de una ma-
triz un mismo ndmero k = 0.

4) Adicion a los elementos de una fila (columna) de una matriz de los elementos
correspondientes de otra fila (columna) multiplicados por un mismo ndmero.

1.16. DETERMINANTE DE UNA
MATRIZ CUADRADA

A cada matriz cuadrada "A", por el simple hecho de ser cuadrada, le asociamos un
namero que llamamos determinante de "A" y denotamos \A \

CALCULO DE DETERMINANTES
e Si A=[ayy], es|A|=ay;. Por ejemplo, siA=[6]es|A|=

. a d .
o SiA=[711 128 o \A\:all.azz —ap2.a21. Por ejemplo:

a1 a2
A=f2 "R =|A|=2(-5)-(-3)4=2
= 5 =2 4 =
4 2
B={ ¢ 78:\8\ —4)7-2.(-5)=-18
_ aj; aip 13
e S| A= dp1 dpp do3Q, €S
az] a32 as3

P

d11.d22.d33 +d12.d23.d431 +4d13.432.d21 —
—(agy.app.a13 +ap3.43p.217 +ap1.812.433)
Por ejemplo:

1 2 3
A=fd 8:>\A\:1.5.9+2.6.7+3.8.4—7.5.3—6.8.1—4.2.9:0

Para calcular determinantes de matrices de or-
den mayor que 3 debemos definir antes los con-
ceptos de "menor complementario” y de "cofactor"
de un elemento de una matriz cuadrada
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1.17. MENOR COMPLEMENTARIO. COFACTOR

Siendo A ={ajj } una matriz cuadrada de orden "n“, el menor com-

plementario del elemento ajj es el determinante de la matriz cua-

drada de orden "n—1" obtenida al suprimir en "A" la i-ésima fila y
la j-ésima columna; se denota ajj - Por ejemplo, siendo

1 2 3
8 4 5
0O 6 8

el menor complementario a3 del elemento a3, =6 es el determinante de la ma-

A:

- :‘% §‘=1.5—3.8:—19
El cofactor o adjunto del elemento a;; es (-1)i+] .ajj , Y se denota
Ajj ; asi, en nuestro ejemplo, es Agy = (-1)3+2.a3p = (-1).(-19)=19.

Observa: el valor de (-1)i+j es 1 6 —1 segun que el ndmero "i+j" sea par 0 im-
par; por tanto, la secuencia de los signos de los adjuntos respecto de los menores
complementarios es:

I+ 1 +
-+ 0+
I+ 1 +
+ I+ |
I+ 1 +

1.18. DESARROLLO DE UN DETERMINANTE
POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA

El determinante de una matriz cuadrada es la suma de los
productos obtenidos al multiplicar cada elemento de una
cualquiera de las lineas de la matriz por su cofactor o ad-
junto. Por comodidad, la linea elegida para hacer el desarrollo
serd la que contenga mayor niumero de ceros. Por ejemplo, siendo

3 2 |7
A=l 4 |0
6 5 |8

si para calcular el determinante de "A™ efectuamos el desarrollo por los elementos
de la tercera columna, es:

|A|=ag3.A13 +a23.Ap3 +a33.Ag3 =

= 7.(-1)1+3, % g +0.(=1)2+3. g é +8.(~-1)3+3,

3 2| _
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Por ejemplo, siendo

si para calcular su determinante efectuamos
segunda fila, es:

|A|=a21.A21 +ap.Ap +a23.A23 +824. A4 =

011 2 11
=4.(-12+1[1 1 4|+2(-1)2+2.[3 1 4|+
12 3 02 3
201 201
+0.(=1)2+3.[3 1 4|+1(-1)2+4[3 1 1|=-29
013 012

Observa: el determinante de una matriz "triangular” es el producto
de los elementos de su diagonal principal, y lo mismo sucede si la
matriz es "diagonal”. Por ejemplo:

Desarrollamos por los elementos de la primera columna

9 4 5 1|]

8§ 2 3

0 8 2 3290 7 1=98/] L-0876
00 7 17%5 ¢ & 0 6
000 6

Desarrollamos por los elementos de la primera columna

Desarrollamos por los elementos de la primera fila

Desarrollamos por los elementos de la primera fila

1.19. MATRIZ REGULAR. MATRIZ SINGULAR

Se llama regular a toda matriz cuadrada cuyo determinante no
sea nulo; si el determinante es nulo la matriz se llama singular..

1.20. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

El uso de las siguientes propiedades te facilitara el calculo de determinantes.
1) ElI nimero de términos en el desarrollo del determinante de una matriz de orden

n" es nl.
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2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta; asi:

123 (147 |mn 23 |nl1li4
4 5 6/=|2 58|;|/1 0 6/=/2 0 8
789 (3609 |482 (362

3) Si todos los elementos de una linea son cero, el determinante es cero; asi:

1 0 2
5 0 8
3 0 7

4) Al cambiar el orden de dos lineas paralelas el determinante cambia de signo; asi:

1 2 9 4 5 6
4 5 6/=—|1 2 9
789T 7 8 9

Cambiamos la primera fila por la segunda

129 2 1 6
4 5 6/=—|5 4 9
789T879

=0, pues la segunda columna esta formada por ceros

Cambiamos la primera columna por la seqgunda

5) Si dos lineas paralelas son iguales o proporcionales, el determinante es cero; asi:

10 2

? % g =0, pues las filas primera y tercera son iguales
132 _ _
% 8 g =0, pues la segunda columna es el triple de la primera

6) Si todos los elementos de una linea se multiplican (dividen) por un mismo nu-
mero, el determinante correspondiente queda multiplicado (dividido) por ese
namero; asi:

como‘1 A =5, entonces‘g'l2 943‘:9.5

3 4/7
1 9/7

como i’ g = 23, entonces

‘: 23/7

De cajon: si la matriz "A" es cuadrada de orden "n" y "k™ es un nimero real,
entonces |ke A|=kn.|A|, pues para multiplicar "A" por "k" debemos multipli-
car por "k" las "n" lineas de "A".

7) Un determinante no varia si a una cualquiera de sus lineas le sumamos o resta-
mos otras lineas paralelas a ella multiplicadas por numeros cualesquiera; asi:

1 2 3 [3 5 7
1 0 2(=[1 0 2
010T010

A la 12 fila le sumamos el doble de la 22 mas el triple de la 32
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A la 32 columna le restamos el doble de la 12

8) Un determinante es cero si una de sus lineas puede obtenerse como suma de
otras lineas paralelas a ella, multiplicadas cada una de éstas por un numero; asi:

1 2 3
5 1 6
3 0 3

9) Si todos los elementos de una linea de \A\ estan formados por dos sumandos,

| A| puede descomponerse en suma de otros dos determinantes idénticos a |A |

excepto en dicha linea, que en el primero (segundo) de los "nuevos™ determi-
nantes esta formada por los primeros (segundos) sumandos. Asi:

=0, pues la tercera columna es suma de las dos primeras

1 2+7 3 (1 2 3 |1 7 3
4 5+9 6|/=|4 5 6|/+|/4 9 6
7 8+4 9 |7 8 9 |7 4 9

Para calcular determinantes "gordos"
conviene "manipular" sus lineas de modo
que aparezcan muchos ceros.

e

e Por ejemplo:

Para que en la primera fila "aparezcan™ ceros, hacemos lo siguiente:
¢ A la segunda columna le restamos el triple de la primera

e A la tercera columna le restamos el cuadruple de la primera

e A la cuarta columna le restamos el doble de la primera

1342l1000 11 4
2798_2114_1212_
1554_1212_'211_
0 211 2 11

Efectuamos el desarrollo por los elementos de la primera fila

Efectuamos el desarrollo por los elementos de la primera columna

1 1 —1i 1 4
0 -1 4:1.‘ 3 _1‘=1
0 0 -1

!

Para que en la primera columna "aparezcan™ ceros, hacemos lo siguiente:
o A la tercera fila le restamos la segunda
e A la segunda fila le restamos el doble de la primera

Tema 1: Calculo Matricial 28



e Por ejemplo:

Para que en la segunda fila "aparezcan™ ceros, hacemos lo siguiente:
¢ A la primera columna le restamos el doble de la segunda
¢ A la cuarta columna le restamos el triple de la sequnda

3147l1144 1 4 4
2 103110 1 0 0/ _4]7 1 ol=
731 9711 31 01a™7 1 2|
5 2 18 1212T

Efectuamos el desarrollo por los elementos de la segunda fila

Efectuamos el desarrollo por los elementos de la primera columna

e REE

Para que en la primera columna "aparezcan" ceros,
a las filas segunda y tercera les restamos la primera

e Por ejemplo:

a—L b b b
b a-A b b |_
b b a-A b |a
b b b a—?»T

A la primera fila le sumamos las restantes filas

a—A+3b a-A+3b a—?»b+3.b a—xb+3.b

. b a—A B
=l b b ) b |~
b b b a-1

baa b b
S@-2+3b)p fpt 2 g |
b b b a-»

Sacamos factor comdn "a — A + 3.b" en la primera fila

Para que aparezcan ceros en la primera fila, a las columnas segunda,
tercera y cuarta les restamos la primera columna

1 0 0 0
b aci-b 0 0

=@-a+3b))p TP Ly o |F
b b b a--b

?@—x+3bma-x—m3

El determinante de una matriz triangular es el producto
de los elementos de la diagonal principal
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¢ Por ejemplo: (determinante de Vandermonde)

1 1 1 1
a b c df_

a2 b2 c2 d2|a
ad b3 3 d3T

Restamos a cada fila la anterior multiplicada por "a"

1 1 1 1
|0 b-a c-a d-a | _
|0 b(b-a) c(c—a) d(d-a)|a
0 b2.(b-a) c2.(c—a) d2.(d—a)T

Desarrollamos el determinante por los elementos de la primera columna

b—a c—a d—a
b.b—a) c.(c—a) d(d-a)|=
bzw—a)czm—a)dzm—a)T
En la primera columna sacamos factor coml]n "b—a",enla

segunda sacamos factor comdn , 'y en la tercera
sacamos factor comun "d a"

1 1 1
=(b-a).(c-a)(d-a)|b c d|=
b2 c2 g2 T

Estamos ante otro determinante de Vandermonde, pero
ahora la matriz es 3 x 3 en lugar de 4 x 4. Repetimos el proceso:
a cada fila le restamos la anterior multiplicada por "b"

11 1
~(b-a).(c-a).(d-a)j0 c-b d-b
Oo@—b)dw—b)T

Desarrollamos por los elementos de la primera columna

c—b
c.(c—Db) *

En la primera columna sacamos factor comun "¢ — b"
y en la segunda sacamos factor comun "d — b"

=(b-a).(c—a).(d-a).

11
d|~

=(b-a).(c—a).(d-a).(c—b).(d-b).(d-c)

=(b-a).(c—-a).(d-a).(c-D).(d- b)‘
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