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1.21. DETERMINANTE DE UN
PRODUCTO DE MATRICES

Siendo "A"y "B" matrices cuadradas del mismo orden, es |A eB|=|A|.|B]

1.22. SUBMATRICES
Y MENORES DE UNA MATRIZ

Si en una matriz "A" seleccionamos los elementos que a la vez es-
tan en "r" cualquiera de sus filas y en "s" cualquiera de sus colum-
nas, obtenemos una matriz de orden r x s de la que se dice que es
una submatriz de "A". Por ejemplo, si en la matriz

1 2 3 4 5
A=l 3 780
¥ 5 3 7 8
4 7 0 9 =«

seleccionamos los elementos que a la vez estan en la segunda o tercera filay en la
segunda o tercera o cuarta columnas, resulta la submatriz "P"; y si en "A" seleccio-
namos los elementos que a la vez estan en la primera o segunda o cuarta filay en la
segunda o tercera 0 quinta columna, obtenemos la submatriz *M™:

2 35
P:E ! %;nn=3 70
7 0 =

Se llama menor de orden "k" de una matriz "A" al
determinante de cualquier submatriz cuadrada de "A"
gue esté formada por "k" filas y "k" columnas.

Obvio: cada elemento de "A" es un menor de orden 1

e Por ejemplo, siendo
1 2 3
A=J4 5 6
7 89
los siguientes determinantes son algunos menores de orden 2 de "A":
1 2 .14 6| _ 12 3| 11 3| .15 6]_
M 5:‘3’h J—‘G’% J—‘GW7 J_—u,k J—‘3

El determinante de "A" es el inico menor de orden 3 que tiene "A", siendo ob-
vio que "A" carece de menores de orden superior a 3, pues solo tiene 3 filas.

e Por ejemplo, siendo
- M
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los siguientes determinantes son algunos menores de orden 2 de "B":

1 0|_q.13 0/_1a.10 1/_ _«.[3 5|_n [0 1|_
‘3 JZO’ =836 9==6:1 9—ZZWO 4—0

1 6
Los siguientes determinantes son algunos menores de orden 3 de "B"":
1 0 2 1 21 0 1 6
3 0 4/ =12;|3 4 5=-26;|0 5 6/=-144
1 6 7 17 9 6 9 6

Obvio: "B" carece de menores de orden superior a 3, pues sélo tiene 3 filas.

e Por ejemplo, siendo

C=

INYFUTN Y EN
PR O
S rwNR
cocoo
owo o

enores de orden 2 de "C™:

1 0[_,.|1 0/_q.]2 6 03 1, |1 0
‘2 Azz,h J:o,g 3:‘Q’M J:_l’l ]

los siguientes determinantes son algunos

Los siguientes determinantes son algunos menores de orden 3 de "C":

1 01 1 00 2 2 6
2 2 2/=0;]2 0 6/=0;|1 3 3|=-12
3 1 3 3 0 3 1 40
Los siguientes determinantes son algunos menores de orden 4 de "C":
1 010 1 010
2.2 2 0/_g.12 2 2 6 _,
31 3 0/~7"3 1 3 3/~
4 1 4 0 4 1 4 0
Obvio: "C" carece de menores de orden superior a 4, pues solo tiene 4 filas.

1.23. RANGO DE UNA MATRIZ

El "rango" de una matriz "A" es el orden del menor
no nulo de "A" que tenga mayor orden; se denota rg(A).
Por tanto, al afirmar que rg(A) = k se afirma que en "A" hay
al menos un menor no nulo de orden "k" y son nulos todos
los menores de orden superior a "k" (si los hay).

Por ejemplo, al decir que rg(A)=3 se afirma que en "A" hay al menos un menor
no nulo de orden 3 y son nulos todos los menores de orden superior a 3 (si los

hay).

Obvio: es rg(A)=0 soélo si "A" es la matriz nula; si "A" no es la matriz nula en-
tonces rg(A)>1;si "A" es de orden m x n entonces rg(A) < min.Am; np.
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PROPIEDADES DEL RANGO

1) El rango de una matriz coincide con el de su matriz traspuesta.

2) El rango de una matriz no varia si cambiamos el orden de filas o columnas.

3) El rango de una matriz no varia si multiplicamos una linea por un numero dis-
tinto de cero.

4) El rango de una matriz no varia si a una cualquiera de sus lineas le sumamos
otras paralelas a ella multiplicadas por nimeros cualesquiera.

5) El rango de una matriz no varia si suprimimos una linea de ceros.

6) Si una linea es suma de otras paralelas a ella multiplicadas por ciertos nimeros,
podemos eliminar dicha linea sin que se altere el rango de la matriz.

Estas propiedades son muy utiles. Por ejemplo, al calcular el rango de la siguiente

matriz: .
/: iQué horror!

A =

~

OO
oCWrRNO
ahwNRF
cococoo
cowoo
R wWN
[ B N N

<

M

Siendo "A" de orden 5x 7, es rg(A)< min.k5;7p:5 ...... y al observar "A" con
detenimiento, vemos que:

e Las columnas primera, tercera y sexta son iguales; por eso podemos eliminar dos
de ellas sin que se altere el rango de "A". Eliminamos la tercera y la sexta.

e La cuarta columna esta formada por ceros; por eso podemos eliminar dicha co-
lumna sin que se altere el rango de "A".

e La quinta columna es el triple de la segunda; por eso podemos eliminar una de
ellas sin que se altere el rango de "A". Eliminamos la quinta.

e La séptima columna es suma de la primera y la segunda; por eso podemos elimi-
nar la séptima columna sin que se altere el rango de "A".

En definitiva, resulta ser:

iTres hurras por las
propiedades del rango!

=

OwWwWrLINO

=2

P e
\ A
pues el menor de orden 2
indicado es no nulo A
|\

1.24. CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ

Podemos calcular el rango de una matriz "A" calculando "ordena-
damente” menores de la matriz "A" (ejercicios 1.24.1 a 1.24.6) 0 rea-
lizando transformaciones elementales con los elementos de "A"
(ejercicios 1.24.7 'y 1.24.8).

rg(A)=rg

O~ w
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ﬂebra Lineal se reduce a poco mas que resolver sistemas
de ecuaciones lineales, lo que se reduce a poco mas que cal-
cular rangos de matrices; por ello, para sufrir poco
con el Algebra es imprescindible ser un
artista calculando rangos de matrices

FONEMATO 1.24.1

1 2 3 0 -1 3
2 0 2 4 2 2
Calculeseelrangodelamatriz A=} 3 5 8 1 -2 7
0O 1 0 -1-1 2
1 2 5 0 -1 3

LA SOLUCION DE FULANO

El rango de una matriz "A" es el orden del menor no nulo de
"A" gque tenga mayor orden.

Como "A" es de orden 5 x 6, el maximo rango que puede tener es 5.

En "A" seleccionamos, si existe, un menor no nulo de orden 2; por ejemplo, ele-
gimos el menor Hq correspondiente a la "esquina” superior izquierda de "A™:

Al haber encontrado en "A" un menor no nulo de orden 2 podemos afirmar que
rg(A)>2, y nos importa un pito margarito si en "A" hay o no otros menores no
nulos de orden 2; lo que ahora nos preocupa es saber si en "A" hay algin menor
no nulo de orden 3, pues si encontramos algun menor no nulo de orden 3 podre-
mos asegurar que rg(A) >3,y si ho encontramos ningun menor no nulo de orden

3 podremos afirmar que rg(A) = 2.

Pasemos a calcular menores de orden 3; para ello orlamos el menor no nulo Hq
con la primera fila siguiente de "A" y cada una de las restantes columnas de "A"; o
sea, a la matriz cuadrada cuyo determinante es Hj le afiadimos la primera fila si-
guiente de "A" y sucesivamente cada una de las restantes columnas de "A", asi
obtenemos los siguientes menores de orden 3:

1 2 3 1210 1 2] -1 1 2 3
2 0] 2|=0;|[2 0] 4/=0;(2 0 2|=0;|[2 0] —2[=0
3 5 8 35 1 3 5 2 3 5 7

El que sean nulos todos los menores de orden 3 obtenidos al orlar el menor no
nulo Hq con la tercera fila de "A" y cada una de las restantes columnas de "A" sig-

nifica que podemos eliminar dicha tercera fila sin que se altere el rango de "A"; o
sea, las matrices Ay A; tienen el mismo rango:
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1 2 3 0 -1 3

A, =20 2 4 2 =2
=40 1 0 -1 -1 2
1 2 5 0 -1 3

Observa: como A;j solo tiene 4 filas el méximo rango que puede tener A (y
por tanto "A") es 4; asi, sin calcular ninguno de los menores de orden 5 que hay en
"A" podemos garantizar que todos son nulos.

Seguimos con la basqueda de un menor no nulo de orden 3; para ello repetimos el
proceso, pero ahora trabajamos con la matriz A;: en A4 orlamos el menor no nu-
lo Hy con la primera fila siguiente de A; y cada una de las restantes columnas de
A1,y da la casualidad de que el menor de orden 3 que se obtiene al orlar Hq con
|la tercera fila y la tercera columna de A1 es no nulo:

1 2| 3
H2= 2 0 2#0
01 0

Como hemos encontrado un menor no nulo de orden 3 podemos afirmar que
rg(A)=rg(Aq) =3,y nos importa un pito afinadito si en A; hay o no otros me-
nores no nulos de orden 3; lo que ahora nos preocupa es saber si en A; hay algin
menor no nulo de orden 4, pues como sabemos que rg(A)=rg(A1)=3 y que
rg(A)=rg(Aq) <4, si encontramos algun menor no nulo de orden 4 podremos
afirmar que rg(A)=rg(A1)=4, y si no encontramos ningun menor no nulo de
orden 4 podremos afirmar que rg(A)=rg(A1)=3.

Pasemos a calcular menores de orden 4 en la matriz Aq; para ello orlamos el me-
nor no nulo H, con la primera fila siguiente de Aq y cada una de las restantes
columnas de Ay, asi obtenemos los siguientes menores de orden 4:

1 2 3] 0 1 2 3] -1 1 2 3] 3

2 0 21 4_4.112 0 20 2/_5./l2 0 2 —2_0
c 1 o1~ 01 Oof-1~*|jo0o _1 0 2~
1 2 5 0 1 2 5 -1 1 2 5 3

El que sean nulos todos los menores de orden 4 obtenidos al orlar el menor no
nulo H, con la cuarta fila de Aq y cada una de las restantes columnas de A; sig-

nifica que podemos eliminar dicha cuarta fila sin que se altere el rango de Aq; 0
sea, las matrices A1 y A, tienen el mismo rango:
1 2 3 0 -1 3

A,=fl2 0 2| 4 2 =2
0 1 0 -1 -1 2

Como A, es de orden 3x6, el rango maximo que puede tener es 3, y como el
menor de orden 3 indicado es no nulo, entonces rg(A)=rg(Aq)=rg(Ao)=3
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LA SOLUCION DE MENGANO

El rango de una matriz "A" es el orden del menor no nulo de
"A" que tenga mayor orden.

Como "A" es de orden 5 x 6, el maximo rango que puede tener es 5.

En la matriz "A" seleccionamos, si existe, un menor no nulo de orden 2; por ejem-
plo, elegimos el menor H3 que se indica a continuacion:
2 3 0 -1 3

g % 13 3 H ‘02‘0
% 3|5 8

0 -1 -1 2
5 0 -1 3
Observa que Mengano es masoca, pues en vez de elegir el pre-

cioso menor no nulo de orden 2 que hay en la "esquina”
superior izquierda de "A", elige otro menor no nulo de orden 2

A:

= O WIN

Al haber encontrado en "A" un menor no nulo de orden 2 podemos afirmar
querg(A)> 2,y nos importa un pito si en "A" hay o0 no otros menores no nulos de

orden 2; lo que ahora nos preocupa es saber si en "A™ hay algin menor no nulo de
orden 3, pues si encontramos algin menor no nulo de orden 3 podremos asegurar
que rg(A)= 3,y si no encontramos ningln menor no nulo de orden 3 podremos

afirmar que rg(A)=2. Pasemos a calcular menores de orden 3; para ello orlamos
el menor no nulo Hgy con la primera fila de "A™" y cada una de las restantes colum-
nas de "A", asi obtenemos los siguientes menores de orden 3:

1 2 3 2 30 2 3 -1 2 33
210 2{|=0;(/0 2/ 4|=0;|[0 2] 2|{=0;({0 2| -2|=0
35 8 5 8|1 5 8] -2 D Q=g

El que sean nulos todos los menores de orden 3 obtenidos al orlar el menor no
nulo Hg con la primera fila de "A" y cada una de las restantes columnas de "A"
significa que podemos eliminar dicha primera fila sin que se altere el rango de "A";
0 sea, las matrices A y A tienen el mismo rango.

2 10 20 4 2 =2
A, 3 b8 1 -2 7
3=§yo0o 1 0 -1 -1 2
1 2 5 0 -1 3
Observa: como Agj solo tiene 4 filas, el maximo rango que puede tener Ag (y

por tanto "A") es 4; asi, sin calcular ninguno de los menores de orden 5 que hay en
"A" podemos garantizar que todos son nulos. Seguimos con la busqueda de un
menor no nulo de orden 3; para ello repetimos el proceso, pero trabajando con la
matriz A3: en Az orlamos el menor no nulo Hjz con la primera fila siguiente de

A3 y cada una de las restantes columnas de Az, y da la casualidad de que el me-
nor de orden 3 que se obtiene al orlar Hg con la tercera fila y la primera columna
de Aj es no nulo:
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2 10 2
3 5 8
010

Como hemos encontrado un menor no nulo de orden 3 podemos afirmar que
rg(A)=rg(Ag)=3, e importa un pito si en A3 hay o no otros menores no nulos
de orden 3; lo que ahora importa es saber si en A3 hay algin menor no nulo de
orden 4, pues como rg(A)=rg(A3)>3 y rg(A)=rg(A3)<4, si encontramos
algin menor no nulo de orden 4 entonces rg(A)=rg(A3)=4, y si no encontra-
mos ningun menor no nulo de orden 4 entonces rg(A)=rg(A3)=3.

Pasemos a calcular menores de orden 4 en la matriz Ag; para ello orlamos el me-
nor no nulo Hy4 con la primera fila siguiente de A5 y cada una de las restantes
columnas de Ag, asi obtenemos los siguientes menores de orden 4:

H4= #0

2 0 2| 4 2 0 2 2 2 0 2 -2

3 5 8 li_g.||3 5 8 2/_5.][|3 9 8 T1_,
o 1 0o -1f~*{io_1 0o -1y~ |01 0 2|~
1 2 5 0 1 2 5 -1 1 2 5 3

El que sean nulos todos los menores de orden 4 obtenidos al orlar el menor no
nulo H, con la cuarta fila de A3 y cada una de las restantes columnas de Aj sig-

nifica que podemos eliminar dicha cuarta fila sin que se altere el rango de Ag; 0
sea, las matrices A3 y A4 tienen el mismo rango:

2 0 2| 4 2 -2
Ag=fl3 5 8 1 -2 7
0 1 0] -1 -1 2

Como A, es de orden 3 x 6, el rango maximo que puede tener es 3, y como el
menor de orden 3 indicado es no nulo, entonces rg(A)=rg(A3z)=rg(A4)=3.

LA SOLUCION DE ZUTANO

El rango de una matriz "A" es el orden del menor no nulo de
"A" gue tenga mayor orden.

Como "A" es de orden 5 x 6, el maximo rango que puede tener es 5.

En la matriz "A", Zutano selecciona, si existe, un menor no nulo de orden 2; por
ejemplo, elige el menor Hg que se indica a continuacion:

172 3 0 -1 3

2.0 2 4 2 -2 g 1

A=l 375 81 -2 7 :>H5:‘0 _1‘7&0
0 1 [0 -1 -1 2 T

1 2 5 0 -1 3

Zutano es masoca, pues en vez de elegir el precioso menor no
nulo de orden 2 que hay en la "esquina" superior izquierda de
"A", elige otro menor no nulo de orden 2
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Al haber encontrado en "A" un menor no nulo de orden 2 podemos afirmar
querg(A) =2,y nos importa un pito si en "A" hay o no otros menores no nulos de

orden 2; lo que ahora nos preocupa es saber si en "A" hay algin menor no nulo de
orden 3, pues si encontramos algiin menor no nulo de orden 3 podremos asegurar
que rg(A)=> 3, y si no encontramos ningln menor no nulo de orden 3 podremos

afirmar que rg(A)=2. Pasemos a calcular menores de orden 3; para ello orlamos
el menor no nulo Hg con la primera fila de "A" y cada una de las restantes colum-

nas de "A", y da la casualidad de que el menor de orden 3 que se obtiene al orlar
Hg con la primera fila y la primera columna de "A™ es no nulo:

1] 2 -1 3

2 0 2 4 2 2 1 3 0
A= 5 8 1 -2 T7TR=Hg=3 |8 1=0

o0 1 |0 -1 -1 2 0 [0 -1

1 2 5 0 -1 3

Como hemos encontrado un menor no nulo de orden 3 podemos afirmar que
rg(A)>3, y nos importa un pito si en "A" hay o no otros menores no nulos de

orden 3; lo que ahora nos preocupa es saber si en "A™ hay algin menor no nulo de
orden 4, pues como sabemos que rg(A) >3 y que rg(A) <5, si encontramos algin
menor no nulo de orden 4 podremos afirmar que rg(A)>4, y si no encontramos
ningun menor no nulo de orden 4 diremos que rg(A)=3. Para facilitar el

calculo de menores de orden 4, efectuamos operaciones "elementa-
les" que no alteran el rango de "A": la segunda fila de "A" la ponemos en
altimo lugar y lo mismo hacemos con la segunda columna de "A"; asi obtenemos
la matriz Ag:

T 3 0 -1 3 2
3 8 1 -2 7 5
As=Jll0 0 -1 -1 2 1
1 5 0 -1 3 2
2 2 4 2 2 0

que en la "esquina™ superior izquierda tiene el menor no nulo Hg (de orden 3).

Pasemos a calcular menores de orden 4 en la matriz Ag; para ello orlamos el me-
nor no nulo Hg con la primera fila siguiente de Ag y cada una de las restantes
columnas de Asg, asi obtenemos los siguientes menores de orden 4:

1 3 0] -1 1 3 0] 3 1 3 0] 2

3 8 L-2/_45.013 8 LI 7\_o-[|13 8 1 5 _,
o o0 -1 -1~ (o0 -1 2(7¥{0_0 -1 1™
1 5 0 -1 1 5 0 3 1 5 0 2

El que sean nulos todos los menores de orden 4 obtenidos al orlar el menor no
nulo Hg con la cuarta fila de Ag y cada una de las restantes columnas de Ag sig-

nifica que podemos eliminar dicha cuarta fila sin que se altere el rango de Ag; 0
sea, las matrices Ag y Ag tienen el mismo rango:
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1 3 0] -1 3 2
A.=llI3 8 1} -2 7 5
6-10 0 -1/ -1 2 1

2 2 4 2 -2 0

Observa: como Ag solo tiene 4 filas el maximo rango que puede tener Ag (y
por tanto "A") es 4; asi, sin calcular ninguno de los menores de orden 5 que hay en
"A" podemos garantizar que todos son nulos.

Sigamos buscando un menor no nulo de orden 4; para ello, en la matriz Ag, or-
lamos el menor no nulo Hg con la primera fila siguiente de Ag y cada una de las
restantes columnas de Ag, asi obtenemos los siguientes menores de orden 4:

1 3 0|-1 1 3 0| 3 1 3 0] 2
3 8 11-2/_45.1|3 8 1| 7/_o-(|3 8 11 5 _,
o 0 A1~ o0 A 2|77 {0_0 1| 1,7
ommiim 4 2 2 2 4 22 2 2 4 0

El que sean nulos todos los menores de orden 4 obtenidos al orlar el menor no
nulo Hg con la cuarta fila de Ag y cada una de las restantes columnas de Ag Sig-

nifica que podemos eliminar dicha cuarta fila sin que se altere el rango de Ag; 0
sea, las matrices Ag y A7 tienen el mismo rango:
1 3 0/ -1 3 2

A7=Hl3 8 1 -2 7 5
0O 0 -1 -1 2 1

Como A7 es de orden 3x6, el rango méximo que puede tener es 3, y como el
menor de orden 3 es no nulo, entonces rg(A)=rg(As)=rg(Ag)=rg(A7)=3.

LA SOLUCION DE MARCIANO

El rango de una matriz "A" es el orden del menor no nulo de
"A" gue tenga mayor orden.

Como "A" es de orden 5 x 6, el maximo rango que puede tener es 5.

Marciano observa un instante la matriz "A" y como es especialista en seleccionar
menores no nulos de orden 3, en apenas una fraccion de segundo localiza uno de
estos menores:

1 2 3 0 -1 3

2 0 2 4 2 2 5 8 1
A=} 3 |5 8 1 -2 T7g=H;=|1 0 -1|#0

o |1 0 -1 -1 2 2 5 0

1 |2 5 0 -1 3

Como hemos encontrado un menor no nulo de orden 3 podemos afirmar que
rg(A)>3, y nos importa un pito si en "A" hay o no otros menores no nulos de

orden 3; lo que ahora nos preocupa es saber si en "A™ hay algin menor no nulo de
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orden 4, pues como sabemos que rg(A)>3 y que rg(A) <5, si encontramos alguin
menor no nulo de orden 4 podremos afirmar que rg(A) >4, y si no encontramos
ningun menor no nulo de orden 4 diremos que rg(A)=3.

Para no volvernos locos y facilitar el calculo de menores de orden
4, efectuamos operaciones "elementales” que no alteran el rango
de "A": la primera y segunda filas de "A" las ponemos en los ultimos lugares, y lo
mismo hacemos con la primera columna de "A" (esto no seria necesario hacerlo si
hubiéramos elegido el precioso menor no nulo de orden 3 que hay en la "esquina”
superior izquierda de "A"); asi obtenemos la matriz Ag:

5 8 1|-2 7 3
1 0 -1|-1 2 0
Ag=lll2 5 0]-1 3 1
2 3 0 -1 3 1
0 2 4 2 -2 2

que en la "esquina" superior izquierda tiene el menor no nulo H; (de orden 3).
Pasemos a calcular menores de orden 4 en la matriz Ag; para ello orlamos el me-
nor no nulo Hy con la primera fila siguiente de Ag y cada una de las restantes
columnas de Ag, asi obtenemos los siguientes menores de orden 4:

5 8 1| 2 5 8 1| 7 5 8 1] 3
10 -1 -1 _g. 011 0 -1 2/_45.112 0 -1} 0/_,
2 5 0l-1)7 25 0f 37" |25 0 1|
2 3 0 -1 2 3 0 3 2 3 0 1

El que sean nulos todos los menores de orden 4 obtenidos al orlar el menor no
nulo H7 con la cuarta fila de Ag y cada una de las restantes columnas de Ag sig-

nifica que podemos eliminar dicha cuarta fila sin que se altere el rango de Ag; 0
sea, las matrices Ag y Ag tienen el mismo rango:

5 8 1 -2 7 3
Ao=lll1 0 -1 -1 2 0
9-1ll2_ 5 0] -1 3 1

o 2 4 2 -2 2

Observa: como Ag solo tiene 4 filas el maximo rango que puede tener Ag (y

por tanto "A") es 4; asi, sin calcular ninguno de los menores de orden 5 que hay en
"A" podemos garantizar que todos son nulos. Sigamos con la busqueda de un me-
nor no nulo de orden 4; para ello, en la matriz Ag, orlamos el menor no nulo Hy

con la primera fila siguiente de Ag y cada una de las restantes columnas de Ag, asi

obtenemos los siguientes menores de orden 4.

5 8 1
1 0 -1
2 5 0
0 2 4

2
1|
1=

2
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El que sean nulos todos los menores de orden 4 obtenidos al orlar el menor no
nulo Hy con la cuarta fila de Ag y cada una de las restantes columnas de Ag sig-

nifica que podemos eliminar dicha cuarta fila sin que se altere el rango de Ag; 0
sea, las matrices Ag y Ajp tienen el mismo rango:

5 8 1 -2 7 3
Ap=yl1 0 -1 -1 2 O
2 5 0 -1 3 1

Como Ajg es de orden 3 x 6, el rango maximo que puede tener es 3, y como el
menor de orden 3 indicado es no nulo, es rg(A)=rg(Ag)=rg(Ag)=rg(A19)=3.
NOTA

Ademaés de las soluciones de Fulano, Mengano, Zutano y Marciano, también po-

driamos dar las de Atilano, Emerenciano, Armenturio y algunos mas como Wamba
y D. Rodrigo; y si no hay error en los célculos, todos llegan al resultado rg(A) =3,

lo que significa que en la matriz "A" hay al menos un menor no nulo de orden 3y
son nulos todos los menores de orden superior a 3.

Cada vez que calcules el rango de
una matriz te juegas la vida: si te
equivocas en el calculo del rango
destrozaras el ejercicio que estés
- haciendo, todo estara mal.

%)

FONEMATO 1.24.2

Calculese el rango de las siguientes matrices:

1 2 1 1 2 1 2 34 5
DA=]1 -1 2f:2B=J1 2 -2Kk:3)Cc=03 4 5 &
> 1 -1 1 0 -1 111 1
5017 1 i1 75
4)D=W5 1 1 2P:9E=F7 1 1 1
> 1 2 -2 > 1 2 5
SOLUCION

El rango de una matriz "P" es el orden del menor no nulo de
"P" que tenga mayor orden.

1) Como "A" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, y como el
menor de orden 2 que se indica a continuacion es no nulo, entonces rg(A) > 2:
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1 2] 1 1 2

A —

Al orlar el menor no nulo H;y con la tercera fila y la tercera columna de "A" re-
sulta el determinante de "A", que es nulo:

T 2 1
A=l =1 -2 |=0
2 1 -1

Asi, podemos eliminar la tercera fila de "A" sin que se altere su rango; o sea:

rg(A):rgM% _21 _%8:2

2) Como "B" es de orden 3 x 3, el madximo rango que puede tener es 3, y como el
menor de orden 2 gque se indica a continuacion es no nulo, entonces rg(B) > 2:

a_[lrT 5] 20 = H ‘1 2‘ 0 = rg(B)>2
= 2k = = #0 = rg(B)>
1 0| 1 R

Al orlar el menor no nulo H, con la primera fila y la tercera columna de "B" re-
sulta el determinante de "B"; y como:

1 2 1
IB|=[[1T 2| -2|=-6=0
1 0 -1

entonces rg(B) =3, pues en "B" hay un menor no nulo de orden 3.

3) Como "C" es de orden 3 x 4, el maximo rango que puede tener es 3, y como el
menor de orden 2 que se indica a continuacion es no nulo, entonces rg(C) > 2:

c-5 4 & 8 H‘23‘0 (C)>2
= = Hs = #0 = rg(C)>
1111 3718 4 )

Al orlar el menor no nulo H3 con la tercera fila de "C" y cada una de las restan-
tes columnas de "C" resultan los siguientes menores de orden 3:

2 3| 4 2 3|5
3 4] 1|=0;|3 4] 6|=0
111 1 11

El que sean nulos todos los menores de orden 3 obtenidos al orlar H3 con la

tercera fila de "C" y cada una de las restantes columnas de "C" significa que po-
demos eliminar dicha tercera fila sin que se altere el rango de "C"; o sea:

wo-rfff § ¢ 8->
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4) Como "D" es de orden 4 x 4, el maximo rango que puede tener es 4, y como el
menor de orden 2 que se indica a continuacion es no nulo, entonces rg(D) > 2:

51091 2 -1

2 1] 2 2

Al orlar el menor no nulo Hy con la segunda fila y la tercera columna de "D
obtenemos un menor no nulo de orden 3, lo que garantiza que rg(D) > 3:

He = | T5—T] 1| =0 (D)>3
= — — * = rg >
T2 1| 2

Al orlar el menor no nulo Hsg con la primera fila y la cuarta columna de "D" ob-
tenemos \ D\, que resulta ser no nulo, por lo que rg(D) = 4:

-2 1 1 -1 800—3

‘D‘:— 1 2 1|_ 0 1 -1/_
2 -1 -1 -2 2 -1 -1 -2
2 1 2 —ZT 2 1 1 -2
a las filas primera y segunda les sumamos la tercera
0 0 1
=(-1)*+4.(-3)| 2 -1 -1{=12=0
2 1 2

desarrollamos por los elementos de la primera fila

1) Como "E" es de orden 4 x 4, el maximo rango que puede tener es 4, y como el
menor de orden 2 que se indica a continuacion es no nulo, entonces rg(E) > 2

0 9 7 3 0
2 1 2 5

Al orlar el menor no nuloHg con la tercera fila y la tercera columna de "E" ob-
tenemos un menor no nulo de orden 3, lo que garantiza que rg(E) >3

1 0] 1
H;=/10__1 2|#0 = rg(E)=3
1 -1 1

Al orlar el menor no nulo Hy con la cuarta fila y la cuarta columna de "E" ob-
tenemos el determinante de "E", que resulta ser nulo:

5175
[El=17 1 1 1/=0
5 1 2 5

por tanto, podemos eliminar la cuarta fila de "E" sin que se altere el rango de la
matriz; asi, es rg(E)=3.
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¢.QUE ES UNA
ECUACION?

LA PREGUNTA DEL MILLON DE
DOLARES

Todo el mundo es capaz de explicar qué es una casa sin usar la "jerga” de los
albafiiles; sin embargo, las neuronas de muchos estudiantes de Facultades de Cien-
cias o de Escuelas de Ingenieros se congelan al preguntarles por lo que dirian a su
anciana abuelita si tuvieran que explicarle qué es una ecuacion, advirtiendoles
que en su respuesta no deben usar la "jerga” matematica, pues de lo contrario la
abuelita no entendera un pimiento.

iUfl, ... ;como voy a expli-
car "qué es" un burro sin
usar “jerga" de veterinario?
. no es facil

El congelamiento neuronal en cuestion es sintoma de notable candidez matemati-
ca, pues evidencia que a pesar de llevar muchos afios trabajando con ecuaciones,
estos estudiantes no han aprehendido lo "esencial” del asunto de las ecuaciones; y
ya se sabe, cuando la "esencia” de algo no se comprende es imposible comprender
los "detalles” (;,quién podria comprender "qué es" una ventana sin comprender
previamente "qué es" una casa o0 habitaculo?).

Una ecuacion es la expresion matematica
de una "condicion" de igualdad

Hay "condiciones" que son inexpresables en términos matematicos; como la que
"condicion" que impone la ratoncita al ratoncito cuando este le pregunta:

¢ Te quieres casar conmigo?
y ella contesta:

Me casaré contigo si te embelesa el aroma de los
narcisos en las noches de plenilunio
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Pero a veces la historia es menos poética y la "condicion™ puede expresarse en
términos matematicos, como cuando la ratoncita contesta:

Me casaré contigo si al sumar seis al cuadrado de tu
peso resulta el quintuplo del mismo

En este caso, rapidamente, el ratoncito "pone nombre™ a su peso (por ejemplo, lo
llama "x"), y al "traducir" a lenguaje matematico la "condicién™ que impone su
amada obtiene una ecuacion:

6+ x2 =5.X
Si por comodidad nos apetece que el numero cero aparezca en el segundo miem-
bro de la ecuacion, entonces escribimos x2 —5.x + 6 = 0; ademas, también por co-
modidad, si denotamos f(x) al "pedrusco” x2 —5.x +6 que queda en el primer
miembro de la ecuacion, la podemos escribir como f(x)=0.

Cuando te encuentres con una ecuacion tu trabajo consistira en
"resolverla”’; o sea, en hallar, si existen, los valores de "X" que la
satisfacen; de dichos valores de "x" se dice que son las soluciones
o0 raices de la ecuacién. Por ejemplo, el nUmero 4 no es solucién de la

ecuacion x2 —5.x+6=0, pues 42 -54+6=2=0. El nlmero 7 tampoco es so-
lucion, pues 72 —57+6=13=0. Sin embargo el nimero 2 si es solucion, pues
22552%6=0.

Observa: la condicién impuesta por la ratita se refiere a una Unica caracteristica
de los ratones (el peso), pero podria referirse a varias; asi sucederia si dijera:

Me casare contigo si el producto de tu peso por
tu altura coincide con tu edad

En tal caso, denotando "x" el peso, "y" la altura y "z" la edad, al traducir a lenguaje
matematico la nueva "condicion™ obtenemos otra ecuacion:

X.y=2
Naturalmente, si nos apetece que el nimero cero aparezca en el segundo miembro
de la ecuacion, escribimos Xx.y —z=0; ademas, denotando f(x;y;z) al "pedrusco™

X.y —Z que queda en el primer miembro de la ecuacion, la podemos escribir como
f(x;y;2)=0.

Muchisimas veces te verds ante el problema de
LA REGLA resolver una ecuacién f(x)=0, siendo f(x) un
DE polinomio; o sea, deberas determinar los valores
RUFFINI de "x" que cumplen la condicion f(x)=0 (de
VERY dichos valores de "x" se dice que son las solu-
IMPORTANT ciones o raices de la ecuacion f(x)=0).
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1) Si el polinomio es de grado 1 (o sea, f(x)=a.x + b, donde "a" y "b" son cons-

tantes, y a # 0), la ecuacion f(x)=0 tiene una Unica solucién, y su calculo es

asunto facil:
aX+b=0=ax=-b=x=-b/a

2) Si el polinomio es de grado 2, (0 sea, f(x)=a.x2 + b.x + ¢, donde "a", "b" y "c"
son constantes, y a # 0), la ecuacion f(x)=0 tiene 2 soluciones, y las calculare-
mos usando la "formulita™ hiperfamosa que todos conocemos:

—b++/b2 -4.a.c

ax2+bx+c=0=x=
2.4

Por ejemplo:

2.X2 -5x+3=0=x=

~(-5)+(-5)2-423 54+1 #3/2
22 471

e Debes estar atent@ al caso en que el coeficiente de "x" (0 sea, "b")
sea un numero par (por ejemplo, b=2.k), pues en tal caso podras usar otra

"formulita" mas comoda:
—(2.K)+ /(2K —4.a.c  _|+JKk2 _
ax2+2kx+c=0= x= (2.k) \/( ) _—kx+kZ-ac

2.2 a
Por ejemplo:
1x2 +6.X+5=0= x= 9% sz —15 :—3i2:{:%

El coeficiente de "x" es par = "formulita” comoda (2.k =6 = k=23)

Por ejemplo:

1x2 —4.x+13=0 ? g 2)E /(2)2 - 113 =2+/-9=2+,/(-1)9=

1
El coeficiente de "x" es par = "formulita" comoda (2.k = -4 = k=-2)

:Zi\/—_l.\/§=2i3.\/—_1;2i3.i

~v=1noes "real", se llama "unidad imaginaria" y se denota "i"

e También debes estar atent@ al caso en que el "téermino independien-
te" de la ecuacion sea el numero cero (0 sea, ¢=0), pues en tal caso no
necesitaremos usar ninguna formulita, y nos podremos apostar la vida a que una
de las soluciones de la ecuacion es x = 0. En efecto:

x=0

ax2+bx=0= x.(ax+b)=0= {a.x+b=0 — x—Bp/3

Para que el producto de dos nimeros sea 0 basta que alguno sea 0
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3) En general, si f(x) es un polinomio de grado "n™y n>3, el problema de de-
terminar las "n" soluciones de la ecuacion f(x)=0 es un grandisimo petardo,
pues no hay ninguna "formulita” que nos permita calcularlas. No obstante, en
todos los casos que encontremos (normalmente serd n=3 6 n=4), el
polinomio f(x) estara "preparado” para que las soluciones sean
ndameros enteros (1, -1, 2, -2, ....), y Ruffini nos permitira determinarlas.

FONEMATO 1.24.3 (TODAS LAS RAICES ENTERAS)

Resuélvase la ecuacion f(x) =0, siendo f(x)=2.x5 —10.x3 +8.x
SOLUCION

Debemos determinar los valores de "x" que satisfacen la ecuacioén (condicion)
f(x)=0. Como f(x) es un polinomio de grado 5, la ecuacién f(x)=0 tiene 5 so-

luciones (alguna de ellas puede estar “repetida™).

iQué suerte!, como el término independiente de la ecuacion dada es 0, podemos
garantizar que x =0 es una de las soluciones:

Xx=0

5_10.x3 = 4 —10.x2 =
2.x9-10.x3 +8.x=0 = x.(2.x* -10.x +8)_0:>{2.x4—10.x2+8=0

Ahora nuestro trabajo consiste en resolver la ecuacion 2.x4 —10.x2 +8=0, y de
nuevo tenemos la suerte de cara, pues como la suma (2-10+8) de los

coeficientes de la ecuacion es 0, podemos apostar tranqui-
lamente la vida a que X =1 es una de sus soluciones; es decir,
podemos garantizar que el polinomio de grado cuatro g(x)=2.x4 —10.x2 +8 es
divisible por x —1 La Regla de Ruffini nos permite calcular los coeficientes del
polinomio h(x) que se obtiene como cociente de dicha division:

coeficientes de g(x)

v
‘|2 0 -10 0 8]
2 2 -8 -8
| 22 8 g [0

A A
Coeficientes de h(x) = g(x)/(x —1) | | Resto

Asi, es h(x)=g(x)/(x —=1)=2.x3 +2.x2 —8.x — 8 0 sea:
g(x)=(x=1).h(x)=(x —1).(2.x3 +2.x2 —8.x — 8)
En consecuencia:

9(x)=0 = (x—1).(2x3+2.x2 -8.x-8)=0 = %X—1=0 = x=1

2.x3+2.x2-8x-8=0
Ahora debemos resolver la ecuacién h(x) =2.x3 +2.x2 -8.x -8 =0; y como la
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suma 2+2—8-8 de los coeficientes de ésta no es 0, podemos apostar la vida a
que x=1 no es una de sus soluciones. No obstante, si la ecuacién tiene
raices enteras deben ser divisores del termino independien-
te -8, quesonlosnimeros 1,-1,2,—-2,4,-4,8y —8.

Asi, debemos armarnos de paciencia e ir probando con todos (excepto el 1, pues
ya sabemos que no es solucion de h(x)=2.x3 +2.x2 —8.x —8=0) rezando para
que haya suerte y alguno de ellos es solucién. Es h(2)=2.23 +2.22 -82-8=0,
lo que garantiza que x =2 es solucion de h(x)=2.x3 +2.x2 -8.x-8=0 y que el
polinomio (de grado 3) h(x)=2.x3 +2.x2 —8.x — 8 es divisible por x —2; la Re-

gla de Ruffini nos permitira calcular los coeficientes del polinomio t(x) que se
obtiene como cociente de dicha division:

coeficientes de h(x)

v
12 2 -8 -8
26 4] [0
_ A A
Coeficientes de t(x)= h(x)/(x —2) | | Resto

Por tanto:

t(x)=h(X)/(x—2)=2.Xx2 +6.x + 4
0 sea:

h(x)=(x —2).t(x)=(x — 2).(2.Xx2 + 6.Xx + 4)
En consecuencia:

h(x)=0 = (x-2).(2x2 +6.x+4)=0 = §X2:0 = x=2

2.X2 +6.X+4=0

y las soluciones de la ecuacion 2.x2 +6.x +4 =0 son:

_—3++32-24 _ —Silz{—l
2 2 —2

En definitiva, siendo f(x)=2.x5-10.x3 +8.x, las soluciones de la ecuacion

f(x)=0 son:

X

X=0:x=1:x=2:x=-1:x=-2

El que asi sean las cosas nos permite escribir la descomposicion factorial
del polinomio:

f(x)=2.x> -10.x3 +8.x = %(x —0).(x =1).(x = 2).(x +1).(x + 2)

El "2" es el coeficiente del término de mayor grado de f(x)

NOTA
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Si un polinomio f(x) es tal que f(x)=(x —a)k.p(x), siendo el polinomio p(x) tal
que p(a)=0, se dice que x=a es una raiz multiple de orden "k" de la
ecuacion f(x)=0. Por ejemplo:

x4 =0= x =0 (cuadruple)

—v6 _ 4 v4 — 4 (x2 -4)=
f(X)=x6-4.x4 =0= x4.(x2 —-4) O:$x2_4_0:>x—i2

Por tanto, las 6 raices de la ecuacion f(x) = x6 —4.x4 =0 son:

X =0 (cuddruple) ; x=2; x=-2

FONEMATO 1.24.4 (TODAS LAS RAICES FRACCIONARIAS)

Resuélvase la ecuacion f(x)=0, siendo f(x)=12.x3 —4.x2 —=3.x +1

SOLUCION

La ecuacion 12.x3 —4.x2 —3.x +1=0 carece de raices enteras, pues ninguno de
los divisores del término independiente "1™ es solucion.

Si la ecuacion admite raices fraccionarias de la forma

"m/n" (siendo "m" y "n" nimeros enteros y "n" distinto de 0 y de 1), enton-
ces "m" es divisor del término independiente (el nUmero 1 en

nuestro caso) y "n" es divisor del coeficiente del término de
mayor grado (el numero 12 en nuestro caso).

Por tanto, las Unicas raices fraccionarias que puede tener la ecuacion dada son:
1. 1.1. 1.1. 1.1. 1.1 1

2'72'3'73'4' 746 68’12 12
Ahora hay que armarse de paciencia e ir probando una por una a ver si hay suerte y

alguna ellas es solucion de 12.x3 —4.x2 —-3.x+1=0 ...... y tenemos suerte, pues
x =1/2 es solucion:

12.(1/2)3 - 4.(1/2)2 -3.(1/2) +1=0
Mediante Ruffini obtenemos:

3 2
72

Las soluciones de 12.x2 +2.x —2=0 son x=1/3y x =-1/2: asi, la "descompo-

sicién factorial” del polinomio f(x)=12.x3 —4.x2 —3.x +1 es:

12.x3 —4.x2 =3 x+1=12.(x —%).(x —%).(x +%)
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iQué miedo! .....
elementos locos

/ Los siguientes

ejercicios son muy
importantes; en ellos
seguiremos calcu-
lando rangos de
matrices, pero ahora
ocurrira que algunos
elementos de las ma-
trices estaran
"locos", es decir,
podran tomar

\\ cualquier valor /

FONEMATO 1.24.5
Estldiese el rango de las siguientes matrices segun los valores del namero real "k":
6 k 0 0 k O

; 2)B=

¢

k 0 2 -1 Kk

DA=] 2
0 -2 2 k -2 2

SOLUCION
El rango de una matriz "P" es el orden del menor no nulo de
"P" que tenga mayor orden.

1) Como "A" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que su-
cedera si su determinante es no nulo. Determinemos para qué valores de "k" se

anula dicho determinante: [A|=4.k=0 = k=0
o Si k#0=|A|%0=rg(A)=3.
e Si k=0, la matriz "A" es:

6 0 O
A=j12 0 O
0 2 2

Como ahora es | A|=0 y el menor de orden 2 indicado es 0 = rg(A) =2.

2) Como "B" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que su-
cedera si su determinante es no nulo. Determinemos para qué valores de "k" se
anula dicho determinante:

B|=k(k2 +4)=0 7 k=0

La ecuacion k.(k2 +4) =0 tiene dos raices imaginarias a las
que no hacemos caso, pues se nos dice que k R
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e Si el valor de "k" es distinto de 0 entonces rg(B) =3, pues |B|#0
e Si k=0, la matriz "B" es:
a- M

Como ahora |B|=0 y el menor de orden 2 indicado es =0 = rg(B) =2.

o

= N
I
H

0
0
2

o

FONEMATO 1.24.6

Estudiese el rango de las siguientes matrices segun los valores del niamero real "k

2.k+2 k 2 k-1 1 1
)€ = 2 2-k 0 c2)D=| 1 k-1 1
k+1 0 k+1 1 1 k-1
SOLUCION

El rango de una matriz "P" es el orden del menor no nulo de
"P" que tenga mayor orden.

1) Como "C" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que su-
cedera si su determinante es no nulo. Determinemos para qué valores de "k" se
anula dicho determinante:

A la primera columna le restamos la tercera

l

2k+2 K 2 2k K 2
IC|=| 2 2k 0 |=| 2 2-k 0 |=
k+1 0 k+1 0 0 k+1T

Desarrollamos el determinante por los elementos de la tercera fila

k=0
:(k+1).b2.k.(2—k)—2.kg:2.k.(k+1).(1—k):O = $ k=1

e Si"k" esdistinto de 0, de 1y de -1, entonces rg(C) =3, pues|C|#0.
e Si k=0, lamatriz"C" es:

2
C=§2 2|0
1 0f1

Como ahora es \C\ =0 y el menor de orden 2 indicado es # 0 = rg(C)=2.

e Si k=1, la matriz "C" es:
4 1| 2
C=y2 1] 0
2 0 2

Como ahora es \C\ =0 y el menor de orden 2 indicado es # 0 = rg(C) = 2.
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e Si k=-1, la matriz "C" es:

0 2
C=y2_31 0
0 0 O

Como ahora \C \ =0 y el menor de orden 2 indicado es # 0 = rg(C)=2.

2) Como "D" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que su-
cederd si su determinante es no nulo. Determinemos para qué valores de "k" se
anula dicho determinante:

k-1 1 1 k-1 1 1

1 k=1 1 |=| 1 k-1 1
1 1 k-1 T k+1 k+1 k+1

D|=
A la tercera fila le sumamos las dos primeras I

Muy astutamente, sacamos factor comin "k +1" en la tercera fila

k-1 1 1 k-2 0 1
=(k+1).] 1 k-1 1 [=(k+D| 0 k-2 1 |=
1 1 1 T 0 0 1

A las columnas primera y segunda les restamos la tercera columna

:(k+n(k—2ﬁzﬂ)?>{ti£hmma

Se dice que la solucion k = 2 es "doble™ para poner de manifiesto
que el factor "k — 2" aparece elevado al cuadrado

e Siel valor de "k" es distinto de —1 y de 2, entonces rg(D) =3, pues|D|=0
e Si k=-1, lamatriz "D" es:

-2 1 1
D=y 1 (-2 1
111 -2

Como ahora \ D\ =0 y el menor de orden 2 indicado es # 0 = rg(D) = 2.
111
e Si k=2="D"se convierte en: D=M% % % =rg(D)=rg[1 1 1]=1
FONEMATO 1.24.7

Estudiese el rango de las siguientes matrices segun los valores del nimero real "k

B T
2 -1 0F. -

DE=Wy 5 20 2F=l1 1 3
1 30 1 2 k+2 kZ2-2

Tema 1: Calculo Matricial 52



SOLUCION

El rango de una matriz "P" es el orden del menor no nulo de
"P" que tenga mayor orden.

1) Como "E" es de orden 4 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que su-
cedera si en "E" hay algin menor no nulo de orden 3.

3 X
E=lr0 =21 2
1 3 o0

Como el menor de orden 2 indicado en "E" es no nulo para cualquier valor de
k", entonces es rg(E) > 2 con independencia del valor que tome "k". Al orlar el
citado menor no nulo de orden 2 con la tercera fila y la tercera columna de "E"
se obtiene un menor de orden 3 que es = 0 para cualquier valor de "k":

2 -1 0
0 -2 2|=#0
1 3 0

Por tanto, Vk e®R, es rg(E)=3.

2) Como "F" es de orden 4 x 4, el maximo rango que puede tener es 4, lo que Su-
cedera si su determinante es no nulo. Determinemos para qué valores de "k" se
anula dicho determinante:

644444M444443

1 1 1 3 1 1 1 3
F| 3 4 -1 5 | | o 1 2 4 |
=1 1 k 3 |3l 0 0 k+1 0 |7
1 2 k+2 k2—2T 0 1  k+3 k2-5

A la segunda fila le restamos el triple de la primera
A la tercera fila le restamos la primera
A la cuarta fila le restamos la primera

Desarrollamos el determinante por los elementos de la primera columna

i 0 ka1 0 (k+1).(k2 —1)=0 {k=1
= + = =+ . — = - _
R, k= —1(doble)

Desarrollamos por los elementos de la segunda fila

e Si"k"esdistinto de 1y de —1, es rg(F)=4, pues|F|=0.

e Si k=1, la matriz "F" es:

1 1 -1 3
E-lll3 4 -1} 5
a1 1) 3
1 2 3 -1
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Como ahora \ F\ =0 y el menor de orden 3 indicado es #0 = rg(F)=3

e Si k=-1, la matriz "F" es:

1 1 -1 3
F=ll 3 4 1 3 = rg(F)=r % ij g
=01 1 -1 3 gir) =19 — 1

1 2 1 -1 T
Eliminamos la tercera fila de "F", pues es igual a la primera

Resulta ser rg(F)=2, pues el menor de orden 2 indicado es no nulo, y son nu-

los todos los menores de orden 3 que se obtienen al orlar el citado menor de
orden 2:

1 1 -1 1 1 3
3 4] -1/=0;(3__4] 5|=0
1 2 1 1 2 -1

NOTA

Hemaos hecho el pardillo al analizar el rango cuando k=106 k=—1, pues las matri-
ces "F"y "M" tienen el mismo rango:

1 1 -1 3

vl 0 1 2 4

- 0 0 k+1 0
0 1 k+3 kZ2-5

Pero "M" es mas comoda a efectos del calculo del rango cuando k=16 k=-1

FONEMATO 1.24.8

Estldiese el rango de las siguientes matrices segun los valores de los pardmetros
reales "a"y "b":

3 -1 1 a b 1 ]

1)M: 2 b 1 ,Z)N: 1 a.b 1 ,3)82 a _2 _5

1 -a -1 1 b d 3 1 1
SOLUCION

El rango de una matriz "A" es el orden del menor no nulo de
"A" gque tenga mayor orden.

1) Como "M" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que
sucedera si su determinante es no nulo. Determinemos para qué valores de "a" y
"b" se anula dicho determinante:

3 -1 1 3 -1 1
IM|=] 2 b 1|= -1 b+l 0 |=za—-4.b-3=0=a=3+4.b
1 -a -1 4 -a—-1 0
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e Asi,sia#3+4.b=|M|=0=rg(M)=3.
e Sia=3+4.b, lamatriz"M" se convierte en

3 -1 1
M = |2 b 1
1 -3-4b -1
Como ahora [M|=0 y es:
“z’ %‘;ﬁO,Vb

entonces, si a=3+4.besrg(M) =2 independientemente del valor de "b".

2) Como "N" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que su-
cedera si su determinante es no nulo. Determinemos para qué valores de "a" y
"b" se anula dicho determinante:

a b 1 all
IN[=|1 ab 1|=b|l a 1|=b(ad3-3a+2)=0=
1 b 11a

b=0
:>§a3—3.a+2:0 = a=-20a=1(doble)

Si b=0y"a"esdistinto de 1y de —2 es rg(N)=3, pues|N |0
Si b=0, la matriz "N" es:

a 0 1 a 1 P
N—Ml 0 1 :rg(N)—rgM% 1 :%15”’“1
d

1 0 a 2sia=l

Por tanto, si b=0ya=1esrg(N)=1 yrg(N)=2sib=0ya=1
Si a=1, lamatriz "N" se convierte en:

vt b 1= woo-aff -1
= =T =r =1V
1 b1 ) g1

Eliminamos la tercera columna, pues es igual a la primera
Eliminamos la segunda columna, pues es proporcional a la primera

Si a=-2, lamatriz "N" se convierte en:
-2 b 1
N=J 1 -2b 1

Como ahora [N|=0 yes:

entonces, si a=—2 es rg(N) = 2 independientemente del valor de "b".
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3) Como "S" es de orden 4 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que su-
cedera si en "S" hay algun menor no nulo de ordgn 3.

19 4
S=l 3 [ =5
31 1

Como el menor de orden 2 indicado en "S" es no nulo para cualesquiera valores
de "a"y "b", es rg(S) > 2 con independencia de los valores de "a" y "b". Al orlar

el citado menor no nulo de orden 2 respectivamente con las filas primera y se-
gunda de "S" se obtienen los siguientes menores de orden 3:

1 -b 1 1 1 -1
Hi=|a -2 -5|=9+a+15b+ab;Hy=|a -2 -5|=2a+18
3 1 1 3 1 1

Si ambos son nulos sera rg(S) =2, y si alguno es no nulo sera rg(S) = 3.

e Siax-9es Hy =0, porloque rg(S)=3

e Sia=-9esHy=0yH;=9-9+15b-9.b=6.b; asi
Sia=-9yb=#0esHy=0yH, =0, por lo que rg(S)=3
Sia=-9yb=0es H =0y Hy =0, por lo que rg(S)=2

CALCULO DEL RANGO MEDIANTE
TRANSFORMACIONES ELEMENTALES

El método utilizado en los ejercicios anteriores no es recomendable si tenemos que
calcular el rango de una matriz "A" que, por ejemplo, tiene 20 filas y 69 columnas.
En tan dramatica situacion es mejor hacer transformaciones elementales con los
elementos de "A" para asi obtener otras matrices que tienen igual rango que "A"
pero que, por contener gran cantidad de ceros, son mas comodas a la hora de cal-
cular de su rango. La secuencia de trabajo es asi:

1) Haciendo los cambios de filas y columnas que sean menester, colocamos en la
posicion aq; de "A" un elemento no nulo. Mejor que mejor si tal elemento no
nulo es el nimero 1, pues asi no hara falta el siguiente paso.

2) Si la matriz "A" es tan perversa que ningun elemento de ella es el nimero 1, di-
vidimos la primera fila por a1, y asi conseguimos que el numero 1 sea el
elemento que esta en la primera fila y en la primera columna.

3) Reducimos a cero los elementos de la primera columna (salvo el numero 1 que
ocupa la posicion ajpq) restando a las filas segunda, tercera ..... n-ésima, los ele-
mentos de la primera fila multiplicados respectivamente por los ndmeros

a1, 831, -, dnl-
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4) Repetimos las operaciones anteriores para las restantes columnas.

5) El proceso acaba cuando sea facil calcular del rango de alguna de las matrices
"intermedias” que van apareciendo.

FONEMATO 1.24.7

Determinese el rango de las siguientes matrices

1 2 3 325 : ﬁ g g
38 9 7 1 8 68 7 5
SOLUCION
1) Es:

iQué suerte!, el elemento a;q es el nimero 1; para conseguir "ceros” en la
primera columna, a la segunda fila le restamos el doble de la primera,
y ala tercera fila le restamos el triple de la primera

1 2 34y k1 2 3 1 2 3

g2 5 7R=rgyo0 1 1R=rgy 0 1 1 3
3 89 0 20 0 0 -2

(tercera fila) — (doble de la segunda)

—» Il

La Gltima matriz tiene determinante no nulo (observa que es "triangular")

2) Es:

Cambiamos la primera fila por la tercera

32 50y k7 18 17 8
rgy3 3 6R=rgy3 3 6R=1rgy3 3 6f=
7 1 8 3 25 ? 2 35
Cambiamos la primera columna por la segunda

Para conseguir "ceros™ en la primera columna, a la segunda fila le restamos
el triple de la primera, y a la tercera fila le restamos el doble de la primera

1 7 8
1 7 8
=rgl0 -18 -18 :rgh _ _ 8_2

Eliminamos la tercera fila, pues es proporcional a la sequnda

3) Es:

Para que en la primera columna "aparezcan" ceros, a la segunfa fila le
restamos el doble de la primera, a la tercera fila le restamos el triple
de la primera, y a la cuarta fila le restamos el séxtuplo de la primera

Tema 1: Calculo Matricial l 57



SR TR RN T
3 2 1 3k=llo 4 -8 3¢="lo -4 -8 3¢~
6 8 7 5 2

0—4—1157 0 0 -3
| A la cuarta fila le restamos la tercera |
Eliminamos la cuarta fila, pues es igual a la segunda

v T 2 3]0
=rgj0 0 -3|2K=3
0 -4 -8|3(4
| Pues el menor de orden 3 indicado es no nulo |

FONEMATO 1.24.8
Determinese el rango de las siguientes matrices

IR
2 3 -1 2 0
1)A: 1 3 9 _1 _2 ,Z)B: 2 —1 O 1 3 —4
3 1 4 5 4 2 3 =2 1 1 =2
2 6 0 0 3 -1

SOLUCION

El rango de una matriz "P" es el orden del menor no nulo de
"P" que tenga mayor orden.

1) Es:

Para que en la primera columna "aparezcan" ceros, a la segunda fila le
restamos el doble de la primera, a la tercera fila le restamos la primera,
y a la cuarta fila le restamos el triple de la primera

12 3 -4 1l12 3 4 1
2 3 -1 2 ogY¥Y flo -1 -7 -10 -2 _
9d1 3 9 -1 —2¢¥~"¥o0 1 6 3 -3¢3

3 4 -4 5 4 0—2—1371T

Para que en la segunda columna "aparezcan™ ceros, a la tercera fila le
sumamos la segunda, vy a la cuarta fila le restamos el doble de la segunda

Eliminamos la cuarta fila, pues es proporcional a la tercera

1 2 3 -4 1
2 3 1 2 3] -4 1
—rgfl S 3 7 Zhingfo -1 7|-10 2f=3

501 B2 00—113—5T
| Pues el menor de orden 3 indicado es no nulo

Cambiamos la primera columna por la cuarta

l

Tema 1: Calculo Matricial 58




0 1 -1 1 2 -3 1 1 -1 0 2 -3
0 4 1 0 -2 0 0 4 1 0 -2 0
gl 2 -1 0 1 3 —4P=rg 1 -1 0 2 3 -4
2 3 -2 1 1 =2 1 3 2 -2 1 -2
2 6 0 0 3 -1 0 6 0 2 3 -1

A las filas tercera y cuarta les restamos la primera

Eliminamos la cuarta fila, pues es proporcional a la tercera

1 1 -1 0 2 -3
0 4 1 0 -2 0 A
0 2 -1 =2 -1 1 0 & o0 5 3

o 6 0 2 3 -1

Cambiamos las filas segunda y tercera

l 1 1 -1 0 2 -3

Yl 0 -2 1 2 1 -1§_

=fllo 4 1 0 2 0f;%
0o 6 0 2 3 -1

-3
0

-1
-1

A la tercera fila le sumamos el doble de la segunda, y a la
cuarta fila le restamos el triple de la segunda

-2 1 2 1 -1

OO

0O 3 4 0 2

1 -1 0 2 -3 MlllOZB

-1

0 0 3] 4 0 -2

Eliminamos la cuarta fila, pues es proporcional a la tercera

| Pues el menor de orden 3 indicado es no nulo
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