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1.25. ADJUNTA DE UNA MATRIZ CUADRADA

La adjunta de una matriz cuadrada "A" se denota Adj.(A), y es la
matriz cuadrada que resulta al sustituir cada elemento de la ma-
triz traspuesta de "A" por su adjunto o cofactor. Por gjemplo, i

1 2 3

2 8 5 -9
A:H ;B:h a;C: 4 5 6
7 6@ 2 -3 M7 8 9

al sustituir en sus traspuestas cada elemento por su cofactor o.adjunto, resulta:
: 6 -8 , -39
AdJ.(A)=M_7 zg;AdJ-(B)=M2 58
58 |28 2 5
6 9 39 3 6 3 6 ]
: 4 7 17 1 4 P P
Adj.(C) = —‘ - = 6 -12 6
6 9 39 3 6 3 6 3
4 70 |17 1 4
5 8 2 8 2 5
PROPIEDADES

1) A e Adj(A)=(Adj(A))e A=|A|el, siendo "I" la matriz unidad del mismo
orden que "A".
2) Siendo A"y "B" matrices cuadradas del mismo orden, es:
Adj.(A « B)=((Ad}.(A)) » ((Adj.(B))
3) Siendo " A" cuadrada de orden "n", es|A|.|Adj.(A)|=(| A|)"; por tanto:
| Adj(A)|=(|A|)n-1
4) Si "A" es singular, Adj.(A) también lo es, y rg(Adj.(A)) <1; ademas:
AeAdj(A)=(Adj(A)eA=0

1.26. INVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA

Si "A" es una matriz cuadrada de orden "n" e "I" es la matriz unidad del mismo
orden que "A", se llama inversa de "A" y se denota A-1 a la matriz cuadrada
de orden "n" tal que Ae A—1=A-1e A =1.Se demuestra que:

A-1=1 o Adi(A)

Al
iOjo!, como en Matematicas estd prohibido dividir por cero, la expresion anterior
no tiene sentido si \A =0 (= las matrices "singulares™ carecen de matriz inversa).

1ot 132 N
Por ejemplo, si A={|3 1 5§es|A|=-1yAt=J0 1 Of; asi,al sustituir en la
2 01 151
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matriz At cada elemento por su adjunto, resulta:

10 |00 01
51 11 15 e
: 3 2 1 2 13 B
Adj.(A)=1{— ‘ —‘ =l 7 -1 -2
51 11 15 5 0 1
3 2] |12 1 3
10 00 01
1 -1 0 1
Por tanto, la matriz inversa de "A" es A-1 = W s Adj(A)=|-7 1 2
2 0 -1

PROPIEDADES

1) (A)T=Ay(Al)L=(A-1)

2) Si "A" es simétrica, entonces A~ también es simétrica (si existe A1),

1) Si \A\;to es valida la ley de simplificacion; o sea: si "B" y "C" son matrices
cuadradas del mismo orden que "A"y AeB=AeC, entonces B=C

2) La inversa de un producto de matrices regulares del mismo orden es el producto

de las inversas en orden contrario. Por ejemplo, si "A", "B", "C" y "D" son
matrices regulares del mismo orden, es:

(AeBeCeD)l=D1leCleB-leA-l
3) Si "A" tiene inversa, entonces | A=1|=1/]A|; en efecto:

AeA-l=l= |AeA-l|=|l|=1= |A[|A-l|=1= |A-L|=1/]A]
FONEMATO 1.26.1

Sean:

M:

1 1 1 1 k
a b c R: N=jk 3
b+c a+c a+b 1 k

WX N

1) Compruébese que la matriz "M" carece de inversa.

2) Calcllese "k" para que la matriz "N" tenga inversa y, en su caso, calcular N—1,
3) Calcllense "X" e "Y" tales que 2e X +3eY =A y —3e X+ Y =B, siendo:

A s ghie-fd 3

4) Calculense "X" e "Y" tales que X + AeY =1y X —-3eY =0, siendo:
1 Of.,_yl Of.H_{0 O
A:ho 28"—"40 18’°—M0 08
SOLUCION

1) Para comprobar que "M" carece de inversa debemos comprobar que su deter-
minante es nulo:
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A la tercera fila le sumamos la segunda

11 1|y 1 1 1
a b c |= a b c
b+c a+c a+b

a+b+c a+b+c a+b+c T
Pues las filas primera y tercera son proporcionales

= =0

M=

2) Para que "N" tenga inversa ha de ser "regular" (o sea, \ N \ #0):

k |=3—k2 %0 siempre que k = ++/3
3

. . H-K2  —k Kk2-6
o Sik#%3, e N-L= 2 e Adj(N)z -~~~ el -2k 1 k

IN| 43-K2 fke-3 0 3-k2
3 k| |k k| |k 3
— k 3 723 |2 k
Nt=fk 3 kg = Adi(N)= - 3 ‘%% e
2 k 3
k1| (1 1] |1k
3 k| Tk k| |k 3

En la matriz Nt sustituimos cada elemento por su adjunto

—2.k 1 k

k2 -3 0 3-k?

3) Se Trata de calcular ~ X~ € Y Je Modo (Uue Se sausrtagan fas condiciones”
(ecuaciones) 2e X +3eY=A y —3e X+ Y =B.

Como todas las matrices que intervienen en la historia "aparecen™” Unicamente
multiplicadas por constantes, podremos resolver la papeleta multiplicando las
ecuaciones por numeros adecuados para que tras sumarlas (o restarlas) "desapa-
rezca" alguna de las "incognitas” ("X" 0 "Y"):

Mg—kz k  k2-6

Multiplicamos por — 3 la segunda ecuacion

20X 130y =AY L [2eX 3y A }? 11eX=A-3eB =

-3eX+Y=B QeX-3eY =-3eB
| Sumamos las dos ecuaciones miembro a miembro |

8 13 -1 -3 11 22 |
jll'xth 68_3°M5 28:M—22 083X:H—2 08
De la segunda ecuacion dada se deduce que:
-1 -3 1 2 2 3
vesaax=|d 3heaed 3843 g
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4) Se trata de calcular "X" e "Y" de modo que se satisfagan las “condiciones"
(ecuaciones) X+ AeY =1y X—-3eY =0. No hace falta ser un lince para
darse cuenta de que como "X" aparece sola en ambas ecuaciones, si restamos las
ecuaciones miembro a miembro "desaparece” la incognita " X"

>§(+_A3:¥26} = AeY +3eY =| ? (A+3eleY=| =

En este trance, al sacar factor comdn "Y" por la derecha, siempre hay
algun pardillete que escribe AeY +3eY =(A +3)e Y, con lo que ob-
tiene una suma absurda: la suma de la matriz "A" (cuadrada de orden 2)

y el nimero 3. Lo correcto es escribir:

AeY +3eY=AeY +3e|leY=(A+3el)eY
? (A+3el)le(A+3el)eY=(A+3el)1l =

Para despejar "Y" premultiplicamos (multiplicamos por la izquierda)
los dos miembros de la ecuacion por (A +3e 1)1,
pues (A+3el)le(A+3el)=1

3/4 0
0 3/5

74 0

0 1/58:>X—30Y—M

= Y:(A+30I)—1:M
A

- 40 . /4 0
S|H=A+3o|=h0 58 = H—l:L.AdJ.(H)=M0 1,58

A[H|

|H|=20 ; Adj(H)= Mg SH

FONEMATO 1.26.2

Si "A" es una matriz invertible tal que |A+1|#0 y |A—1|#0, demuéstrese que
la matriz "B" es singular si se verificaque AeB=A-1leB.

SOLUCION
AeB=A"1leB = AeAeB=AeA1leB = A2eB=B =
— A2eB-B=0 = (AZ—I)OB=O ? (A+De(A-1)eB=0 =

AZ—1=(A+De(A-1)

=|A+I1[|A-1]|B|=0 ? IB|=0

Es|A+1|=0y |A-1|#0
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FONEMATO 1.26.3

Demuéstrese que si a2 + b2 +¢2 =1, entonces, siendo "k™ es un nimero natural,
es Mk =M, donde:

a2 ab ac
M=\la.b b2 b.c
a.c bc c2

SOLUCION

Nuestra proverbial astucia nos hace ver que:

M_M% e[a b c]

C
Es:
a
[a b c]efbg=a2 +b2 +c2
C
Por tanto:
a d d d
MKk =Jlbke[a b clejlbke[a b c]eflbge..e[a b clefibfe[a b c]=
N 14424 1 442 4 1 442 4
a2 +b2 +c2 a2+b2+c2 a2 +b2 +c2

a
:(a2+b2+02)k—1oMb e[a b c]=(2+b2+c2)k-leM=M

%42 4 43
M

Sia2 + b2 +¢2 =1=(a? + b2 +c2)k-1=1

FONEMATO 1.26.4

Sea "A" una matriz idempotente.

1) Demuéstrese que si B =1— A entonces B2=B y AeB=BeA=0.
2) Demuéstrese que si C=2e A — | entonces C2 =C.

SOLUCION

1) SiB=1-A, es:
BZ:(I—A)o(I—A)zlz—2-A+A2il—20A+A:I—A=B

"A" idempotente = A2 =A
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e Es: AOB:AOUmM:A—AZiA—A:O

"A" idempotente = A2 =A

v
BeA=(I-A)e A=A-A2=A-A=0

2) Si C=2e A —1, entonces:
C2=CeC=(2eA-Ne(2e A—1)=4eA2 _4eA+]=I

"A" idempotente = A2 =A —T

1.27. MATRIZ ORTOGONAL

Si "A" es una matriz cuadrada con determinante no nulo e "I es la matriz unidad
del mismo orden que "A", se dice que "A" es ortogonal si Ae At =1, o lo que
esigual: At =A-1,

Por ejemplo, las siguientes matrices son ortogonales:

A:MCOSX SeNX p . g_ N2 U2
—senx cosx [’ U2 —12

PROPIEDADES

1) El determinante de una matriz ortogonal es 16 —1 En efecto, si Ae At =1,
es|A||At|=[1]=1,ycomo |A|=|At] resulta: |[A||A|=1= |A|=+1.

2) Si"A" es ortogonal entonces A~ también lo es. En efecto:

"A" ortogonal = A-1=At

v

A-1 .(A—l)t = A-1 .(At)t iA—l o A=

Siempre es (At)t = A

3) Si"A" es ortogonal entonces At también lo es. En efecto:
Ale(A)Y = Ate A=A-le A=]
(S

Es sabido que (At)t = A [|"A" ortogonal = At=A-1

4) Si "A"y "B" son ortogonales del mismo orden entonces A e B también es orto-
gonal. En efecto,si AeAt=]1yBeBt =], es:

(AOB)O(AOB)ti(A-B)OBtOAt:AO(BOBt)OAt:AOAt:I

(AeB)t =BlteAl BeBt =1
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1.28. MATRICES CONGRUENTES

Se dice que las matrices "A" y "B" (cuadradas de orden "n") son congruentes
si existe una matriz "H" (cuadrada de orden "n") tal que A=HteBeH.

NOTA

En la Universidad te esperan los entes llamados formas cuadraticas; cada
forma cuadratica lleva pegadas a su chepa infinidad de matrices (simétricas), y éstas
son congruentes.

1.29. MATRICES SEMEJANTES

Si "A"y "B" son matrices cuadradas de orden "n", se dice que son semejantes
si existe una matriz regular "P" (cuadrada de orden "n") tal que:

B=P-leAeP

1) Dos matrices semejantes tienen el mismo determinante. En efecto,
si "A"y "B" son semejantes,es B=P-1e A e P,y asi:

Bl=[P-teAeP|=[P-L||Al[P|2|A]
P-t|P|=1

2) Dos matrices semejantes tienen la misma traza. En efecto, si las ma-
trices "A" y "B" son semejantes, es B=P-1e AeP, yasi:

tr(B)=tr(P-Le AeP)=tr(P-1l e (A eP)) ; tr(AeP)eP-1)=

Tr(Pepa e Juana) = Tr(Juana e Pepa)
?tr(A oPe P—l) =1tr(A)

PeP-1=] = AePeP-1=A

NOTA

En la Universidad trabajaras con los entes llamados endomorfismos; cada en-
domorfismo lleva pegadas a su chepa infinidad de matrices, y éstas son semejantes.

FONEMATO 1.29.1

Sea "B" una matriz de orden nx1 tal que Bt eB=1 e "I" la matriz unidad de or-
den "n". Sea A =1—2eBe Bt Demuéstrese que "A" es simétrica y ortogonal.
SOLUCION

Para demostrar que "A" es simétrica debemos demostrar que At = A:

La traspuesta de una suma es la suma de las traspuestas; es 1t =1

At=(I—ZOBOBt)tiI—20(BOBt)tiI—20(Bt)tOBt:I—ZOBOBtzA

Traspuesta de un producto = Producto de las traspuestas en orden contrario
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Para demostrar que "A" es ortogonal debemos demostrar que A e At =
AeAl=(1-2eBeBl)e(|-2eBeBl)=1-4eBeBl +4eBeBleBeBl =
:I—4OBOBt+4OBO(BtOB)OBtiI—4OBOBt+4OBOBt:I

Segun se nos dice, esBt e B=1

FONEMATO 1.29.2

1) Sea "C" una matriz regular tal que C-1e AeC=D y C-leBeC=H, siendo
"D"y "H" matrices diagonales. Demuéstrese que AeB=Be A.
2) Demuéstrese que una matriz cuadrada "A" es simétrica si existe una matriz or-

togonal "P" tal que Pt ¢ A e P =D, siendo "D" una matriz diagonal.
SOLUCION
1) Despejemos "A"y "B":

C-leAeC=D ? CeCleAeCeC1=CeDeC-1 = A=CeDeC-1

Premultiplicamos por "C" y postmultiplicamos por C—1

C-leBeC=H ; CeC-leBeCoeCl=CoeHeCl = B=CoeHeC-1

Es:
AeB=(CeDeC1l)e(CoeHeC1l)=CeDeHeC"1
B.A:(C.H.C_l).(COD.C_l):C.H.D.C_l

Como las matrices "D" y "H" son diagonales, entonces De H=H e D

w? AeB=BeA

2) Para demostrar que "A" es simétrica debemos demostrar que A = At;

Para despejar " A" premultiplicamos (multiplicamos por la izquierda) por
"P" y postmultiplicamos (multiplicamos por la derecha) por Pt

PtOAOP:DL PePle AePePt=PeDePt ? A=PeDePt =

Como "P" es ortogonal, entonces P e Pt =Pt e P = |
= At:(PODOPt)ti(Pt)tODtOPt:PODOPt:A
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