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Me casaré conti-
go si la suma de 
tu peso "u", tu 
altura "v" y tu 

edad "w" es 45, y 
el cociente entre 
tu peso y tu altu-
ra coincide con 

tu edad 

Se casa conmigo si
u v w+ + = 45  y 

u v w/ =  
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2.10. EL MÉTODO DE GAUSS  
Consideremos un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes es "A" y 
ampliada "B". Por comodidad, escribiremos estas matrices "superpuestas" y deno-
taremos A/B dicha superposición. Por ejemplo, para el sistema lineal  

x y z
x y z
x y z

I
+ + = −
+ + = −
+ + = −

U
V|
W|

2 3 1
2 5 7 2
3 8 9 1

. .
. . .
. . .

( )  

escribiremos: 

A B/ =
−
−
−

L
NMM

O
QPP

1 2 3 1
2 5 7 2
3 8 9 1

 

donde la columna de los términos independientes está separada de las demás por 
una línea vertical.  
Antes de meternos en harina conviene recordar que el Teorema de Equivalencia de 
sistemas de ecuaciones lineales garantiza que si, por ejemplo, en el sistema (I),  sus-
tituimos la primera ecuación por la que resulta al sumarle miembro a miembro la 
segunda y restarle miembro a miembro la tercera, obtenemos un "nuevo" sistema, 
el (II), que es equivalente a (I): 

− + = −
+ + = −
+ + = −

U
V|
W|

y z
x y z
x y z

II
2

2 5 7 2
3 8 9 1
. . .
. . .

( ) 

Como requetesabemos, el que los sistemas (I) y (II) sean equivalentes significa que 
ambos tienen las mismas soluciones.  

Observa: para el sistema lineal (II), es: 

A B1 1
0 1 1 2
2 5 7 2
3 8 9 1

/ =
− −

−
−

L
NMM

O
QPP

 

Para expresar que A B1 1/  se obtiene a partir de A/B sin más que sumar a la pri-
mera fila de A/B la segunda fila y restarle la tercera fila, escribimos: 

A B A B/ /=
−
−
−

L
NMM

O
QPP
≈

− −
−
−

L
NMM

O
QPP
=

1 2 3 1
2 5 7 2
3 8 9 1

0 1 1 2
2 5 7 2
3 8 9 1

1 1 

Si, por ejemplo, ahora hacemos: 

A B A B1 1 2 2
0 1 1 2
2 5 7 2
3 8 9 1

0 1 1 2
2 5 7 2
1 3 2 1

/ /=
− −

−
−

L
NMM

O
QPP
≈

− −
−

L
NMM

O
QPP
=  

a la tercera fila le restamos la segunda  

entonces, a la vista de A B2 2/ ,  tranquilamente nos apostamos la vida a que el 
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siguiente sistema lineal 
− + = −

+ + = −
+ + =

U
V|
W|

y z
x y z
x y z

2
2 5 7 2

3 2 1
. . .

. .
 

es equivalente al (II), por lo que es equivalente al (I). 
 
 
 
 
 
 
 
 

FONEMATO 2.10.1 
Resuélvanse los siguientes sistemas lineales mediante el método de Gauss: 

1
2 3 1

2 5 7 2
3 8 9 1

2
2 3 4 5 1
3 4 5 6 2

3
)

. .
. . .
. . .

; )
. . . .
. . . .

x y z
x y z
x y z

x y z t
x y z t

x y z t

+ + = −
+ + = −
+ + = −

R
S|
T|

+ + + =
+ + + =

+ + + =

R
S|
T|

 

SOLUCIÓN 
1) Para nuestro sistema lineal, es: 

A B/ =
−
−
−

L
NMM

O
QPP

1 2 3 1
2 5 7 2
3 8 9 1

 

y es: 
Para conseguir "ceros"  en la primera columna,  a la segunda

fila le restamos el doble de la primera,  y a la tercera
fila le restamos el triple de la primera

 

A B A B/ /=
−
−
−

L
NMM

O
QPP
≈

−L
NMM

O
QPP
≈

−

−

L
NMM

O
QPP
=

1 2 3 1
2 5 7 2
3 8 9 1

1 2 3 1
0 1 1 0
0 2 0 2

1 2 3 1
0 1 1 0
0 0 2 2

1 1 

(tercera fila) doble de la segunda)− (  

Por tanto, el sistema dado tiene las mismas soluciones (es equivalente) que el si-
guiente nuevo sistema (cuya matriz de coeficientes A1 es "triangular"): 

x y z
y z

z

+ + = −
+ =
− =

2 3 1
0

2 2

. .

.
 

La idea de Gauss consiste en "manipular" las filas de A/B buscando con-
seguir una matriz con la siguiente "estructura chollo": 

c c c c k
c c c k

c c k
c k

c k

n
n
n
n

mn m

11 12 13 1 1
22 23 2 2

33 3 3
4 4

0
0 0
0 0 0

0 0 0

..

..

..

..
: : : :: : :

::

L

N

MMMMM

O

Q

PPPPP
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Como A rg A rg B1 1 10 3≠ ⇒ = = =( ) ( ) número de incógnitas,  el sistema tiene 
solución única, y su obtención está chupada: de la tercera ecuación del nuevo 
sistema se deduce que z = −1,  al hacer z = −1 en la segunda ecuación se obtiene  
y = 1, y haciendo y y z= = −1 1 en la primera ecuación resulta x = 0.  

2) El sistema es el del ejercicio 2.6.1; es: 

Cambiamos la primera fila por la tercera  

A B/ =
L
NMM

O
QPP
≈
L
NMM

O
QPP
≈ −

−

L
NMM

O
QPP
≈

2 3 4 5 1
3 4 5 6 2
1 1 1 1 3

1 1 1 1 3
3 4 5 6 2
2 3 4 5 1

1 1 1 1 3
0 1 2 3 7
0 1 2 3 5

 

A la segunda fila le restamos el triple de la primera
A la tercera fila le restamos el doble de la primera  

≈ −
L
NMM

O
QPP

1 1 1 1 3
0 1 2 3 7
0 0 0 0 2

 

A la tercera fila le restamos la segunda  

Por tanto, el sistema dado tiene las mismas soluciones (es equivalente) que el si-
guiente nuevo sistema: 

x y z t
y z t
+ + + =
+ + = −

=

3
2 3 7

0 2
. .  

Y éste es incompatible, pues exigir que 0 sea igual a 2 es exigir algo muy imposible. 

NOTA 
No hay que obsesionarse con la obtención de una triangula-
ción "inferior"; podríamos haber trabajado así: 

A la primera fila le restamos el doble de la tercera
A la segunda fila le restamos el triple de la tercera  

A B/ =
L
NMM

O
QPP
≈

−
−

L
NMM

O
QPP
≈ −
L
NMM

O
QPP

2 3 4 5 1
3 4 5 6 2
1 1 1 1 3

0 1 2 3 5
0 1 2 3 7
1 1 1 1 3

0 0 0 0 2
0 1 2 3 7
1 1 1 1 3

 

A la primera fila le restamos la segunda  

y habríamos tardado menos. 

FONEMATO 2.10.2 
Resuélvanse los siguientes sistemas lineales por el método de Gauss: 

1

2 3
2 6
3 9

4 3

2

6
2 2 9

3 8
4 9

3
2 3

2 0
2 3

1 2 3
1 2 3

1 2 3
)

.
.
.

.

; ) . .
.

.

; )
.

.
.

x y
x y
x y

x y

x y z
x y z

x y z
x y

x x x
x x x

x x x

+ =
+ =
+ =

+ =

R
S|

T|

+ + =
+ + =
+ + =
+ =

R
S|

T|
+ + =
− − =
+ − =

R
S|
T|

 

Propietario
verde
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SOLUCIÓN 
1) Es el sistema del ejercicio 2.6.2; para él es: 

A la segunda fila le restamos el doble de la primera
A la tercera fila le restamos el triple de la primera

A la cuarta fila le restamos la primera
 

A B/ =
L

N
MM

O

Q
PP ≈

−
−

L

N
MM

O

Q
PP ≈

−
L

N
MM

O

Q
PP

1 2 3
2 1 6
3 1 9
1 4 3

1 2 3
0 3 0
0 5 0
0 2 0

1 2 3
0 3 0
0 0 0
0 0 0

 

 
 
 
 
 

Por tanto, el sistema dado tiene las mismas soluciones (es equivalente) que el si-
guiente nuevo sistema: 

x y
y

x
y

+ =
− =

UVW ⇒ =
=

2 3
3 0

3
0

.

. {  

2) Es el sistema del ejercicio 2.6.3; para él es: 

A la segunda fila le restamos el doble de la primera
A la tercera fila le restamos el triple de la primera

A la cuarta fila le restamos la primera
 

A B/ =
L

N
MM

O

Q
PP ≈

− −
− − −

−

L

N
MM

O

Q
PP ≈

− − −
− −
−

L

N
MM

O

Q
PP ≈

1 1 1 6
2 2 1 9
3 1 1 8
1 4 0 9

1 1 1 6
0 0 1 3
0 2 2 10
0 3 1 3

1 1 1 6
0 2 2 10
0 0 1 3
0 3 1 3

 

Cambiamos la segunda fila por la tercera  

A la cuarta fila le sumamos la segunda multiplicada por "3/2"  

≈ − − −
− −
− −

L

N
MM

O

Q
PP ≈

− − −
− −

L

N
MM

O

Q
PP ≈

1 1 1 6
0 2 2 10
0 0 1 3
0 0 4 12

1 1 1 6
0 2 2 10
0 0 1 3
0 0 0 0

1 1A B/  

A la cuarta fila le restamos el cuádruple de la tercera  

Por tanto, el sistema dado tiene las mismas soluciones (es equivalente) que el si-
guiente nuevo sistema: 

x y z
y z

z

+ + =
− − = −

− = −

6
2 2 10

3
. .  

Pues las filas tercera y cuarta son proporcionales a la segunda, y con 
eso basta: no merece la pena perder el tiempo pensando en los coefi-

cientes de proporcionalidad; o sea, no merece la pena perder el tiempo 
pensando en que la tercera fila se convierte en una de ceros al sumarle 
la segunda multiplicada por −5 3/ ,  y que la cuarta fila se convierte en 

una de ceros al sumarle la segunda multiplicada por 2 3/ .  



Tema 2: Sistemas de Ecuaciones Lineales 110

que tiene solución única: de la tercera ecuación se deduce que z = 3,  sustituyen-
do este valor de "z" el segunda ecuación se obtiene y = 2,  y haciendo y = 2  y 
z = 3 en la primera ecuación se obtiene x = 1.  

3) Es el sistema del ejercicio 2.6.4; para él es: 

A la segunda ecuación le restamos la primera
A la tercera fila le restamos el doble de la primera  

A B A B/ /= − −
−

L
NMM

O
QPP
≈ − − −

− − −

L
NMM

O
QPP
≈ − − −
L
NMM

O
QPP
=

1 2 1 3
1 1 2 0
2 1 1 3

1 2 1 3
0 3 3 3
0 3 3 3

1 2 1 3
0 3 3 3
0 0 0 0

1 1 

A la tercera fila le restamos la segunda  

Como rg A rg B( ) ( )1 1 2= = <  número de incógnitas, el sistema es compatible e 
indeterminado; o sea, tiene infinitas soluciones. Parametrizando x3 , resulta: 

x x x
x x

x x
x x

1 2 3
2 3

1 3
2 3

2 3
3 3 3

1
1

+ = −
− = − +

UVW⇒ ⇒ = +
= −

RST
.
. . .....  

FONEMATO 2.10.3 
Resuélvase el siguiente sistema lineal por el método de Gauss: 

2 4 5
2 4 1

2 1
3 2 2 7 7

1 2 3 4 5
2 3 4 5

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

. .
. .

.
. . . .

x x x x x
x x x x

x x x x x
x x x x x

+ + − − =
+ + − =

− − − + =
+ + − − =

 

SOLUCIÓN 
Es el sistema del ejercicio 2.6.6; para él es: 

 A la primera fila le restamos el doble de la tercera
A la cuarta fila le restamos el triple de la tercera  

A B/ =
− −

−
− − −

− −

L

N
MM

O

Q
PP ≈

−
−

− − −
−

L

N
MM

O

Q
PP ≈

2 1 1 1 4 5
0 1 2 1 4 1
1 1 1 2 1 1
3 1 2 2 7 7

0 3 3 3 6 3
0 1 2 1 4 1
1 1 1 2 1 1
0 4 5 4 10 4

 

A al primera fila le restamos el triple de la segunda
A la cuarta fila le restamos el cuádruple de la segunda  

≈
−

−
− − −

−

L

N
MM

O

Q
PP ≈

−
−

− −

L

N
MM

O

Q
PP ≈

0 0 3 0 6 0
0 1 2 1 4 1
1 1 1 2 1 1
0 0 3 0 6 0

0 0 3 0 6 0
0 1 2 1 4 1
1 0 1 1 3 2
0 0 0 0 0 0

 

A la cuarta fila le restamos la primera
A la tercera fila le sumamos la segunda  

Propietario
verde claro
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≈
−

− −

L

N
MM

O

Q
PP =

0 0 3 0 6 0
0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 2
0 0 0 0 0 0

1 1A B/  

A la segunda fila le sumamos la primera multiplicada por "2 / 3"
A la tercera fila le sumamos la primera multiplicada por "1/ 3"  

Como rg A rg B( ) ( )1 1 3= = <  número de incógnitas, el sistema es compatible e in-
determinado; o sea, tiene infinitas soluciones. Para calcularlas, a las vista del menor 
no nulo de orden 3 indicado, parametrizamos x y x4 5 : 

− = −
= −
= + +

3 6
1
2

3 5
2 4
1 4 5

. .x x
x x
x x x

 

De la primera ecuación se deduce que x x3 52= . ,  de la segunda x x2 41= − ,  y de 
la tercera x x x1 4 52= + + . Por tanto, siendo "S" el subconjunto de ℜ5 que for-
man las infinitas soluciones del sistema, es: 

S x x x x x x x x= + + − ∀ ∈ℜ ⊂ℜ( ; ; . ; ; ), ,2 1 24 5 4 5 4 5 4 5 5l q  

FONEMATO 2.10.4 
Discútase y resuélvase el siguiente sistema lineal según los valores de "k" 

k x z
k y z k

x y z

. .
.
.

+ =
− =

+ + =

2 0

3 5
 

SOLUCIÓN  

A B
k

k k
k k k

k k/
. .

= −
L
NMM

O
QPP
≈

− − −
−

L
NMM

O
QPP
≈

0 2 0
0 1
1 3 1 5

0 3 2 5
0 1
1 3 1 5

 

A la 1ª  fila le restamos la 3ª  multiplicada por "k"  

≈
− − −
−

L
NMM

O
QPP
=

0 0 1 2
0 1
1 3 1 5

1 1
k k

k k A B
.

/  

A la 1ª  fila le sumamos la 2ª  multiplicada por "3"   
Siendo: 

A
k

k k k1
0 0 1
0 1
1 3 1

1=
− −
− = +.( )  

como A  se anula sólo si k k1 = = −0 1ó ,  se tiene que: 

• Si k y k A≠ ≠ − ⇒ ≠ ⇒ = = =0 1 1 0 rg(A ) 3 rg(B )1 1 número de incógnitas 
⇒  el sistema es compatible y determinado (tiene solución única), que es: 
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x

k k
k k

A
y

k k
k

A
z

k
k k

A
=

− − −
−

=

− − −
−

=

−2 0 1
1

5 3 1

0 2 1
0 1
1 5 1

0 0 2
0
1 3 5

1 1 1

.

;

.

;

.

 

•  Si k = −1,  la primera ecuación del nuevo sistema se convierte en 0 2. ,z =  lo que 
es absurdo; por tanto, el sistema es incompatible. 

•  Si k = 0, el nuevo sistema se convierte en: 
− =
− =

+ + =

UV|W|
⇒ =

+ + = ⇒ =
+ =

z
z

x y z
z

x y z
z

x y
0
0

3 5
0

3 5
0

3 5. . .{ } { }  

que tiene infinitas soluciones; parametrizando "y", resulta: 
z x y= = −0 5 3; .  

FONEMATO 2.10.5 
Discútase el siguiente sistema lineal según los valores del parámetro "a": 

( ).
( . ). .

.

a x y z
x a y a z

x a y z

− − + =
+ − − =

+ − =

2 0
2 1 0

0
 

SOLUCIÓN 

A B
a

a a
a

a a a
a a

a
/ .

.( ) ( )
=

− −
− −

−

L
NMM

O
QPP
≈

− − − + −
− −

−

L
N
MM

O
Q
PP =

2 1 1 0
1 2 1 0
1 1 0

0 1 2 1 2 0
0 1 1 0
1 1 0

 

 A la primera fila le restamos la tercera multiplicada por 
A la seguna fila le restamos la tercera

" "a − 2  

=
− − −

− −
−

L

N
MM

O

Q
PP =

0 1 1 0
0 1 1 0
1 1 0

2

1 1

( )
/

a a
a a

a
A B  

Simplificamos lo que buenamente se pueda  
Es: 

A
a a
a a

a
a a1

2
3 2

0 1 1
0 1 1
1 1

1 1=
− − −

− −
−

= − − − =
( )

( ) ( )  

= − − − = − −( ) . ( ) ( ) .( )a a a a1 1 1 1 22 2b g  
Como A  se anula sólo si a1 = =1 2ó a ,  se tiene que: 

•  Si a y a A≠ ≠ ⇒ ≠ ⇒ = = = ⇒1 2 1 0 rg(A ) 3 rg(B ) número de incógnitas1 1  
el sistema de ecuaciones es compatible y determinado, sólo tiene la solución tri-
vial x y z= = = 0 . 

•  Siendo a = 1 , es: 

Propietario
verde claro
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A B1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 0

/ =
−

L
NMM

O
QPP

 

El nuevo sistema queda reducido a la ecuación x y z+ − = 0,  que tiene infinitas 
soluciones. Parametrizando "x" e "y", resulta z x y= + ; por tanto, el conjunto 
de dichas infinitas soluciones es Sa= = + ∀λ ∈ℜ1 ( ; ; ), ,λ θ λ θ θl q . 

•  Siendo a = 2 , es: 

A B1 1
0 1 1 0
0 1 1 0
1 2 1 0

/ =
−

−
−

L
NMM

O
QPP

 

Como podemos eliminar la segunda ecuación (por ser proporcional a la prime-
ra), el sistema se reduce a: 

y z
x y z

x z
y z

− =
+ − =

UVW⇒
= −
=

0
2 0. {  

Tiene infinitas soluciones;  parametrizamos "z"  

El conjunto Sa=2  de sus infinitas soluciones es: 

Sa= = − ∀α ∈ℜ = • − ∀α ∈ℜ2 1 1 1( ; ; ), ( ; ; ),α α α αl q l q  

FONEMATO 2.10.6 
Clasifíquese el siguiente sistema de ecuaciones según los valores de "a" y "b": 

a x y b z
x a y b z
x y a b z b

. .
. .

. .

+ + =
+ + =
+ + =

1
1  

SOLUCIÓN 

A B
a b

a b
a b b

a b a b a b
a b a b b

a b b
A B/

.

. .
.

.
/=

L
NMM

O
QPP
≈

− − −
− − −

L
N
MM

O
Q
PP =

1 1
1 1
1 1

0 1 1
0 1 1
1 1

2
1 1 

A la primera ecuación le restamos la tercera multiplicada por "a"
A la segunda ecuación le restamos la tercera  

Es: 

A
a b a b

a b a b
a b

a b a b
a b a b b a a

a1

2
2 20 1

0 1
1 1

1
1 1 1 1

1 1=
− −
− − = − −

− − = − −
− − =

.
.

.
.

. .( ).  

= − +
− = − +b a a b a a.( ) . .( ) .( )1 1 1

1 1 1 22 2  

Como A  se anula sólo si a1 = = − =1 2 0ó a ó b ,  se tiene que: 

• Si b a y a A≠ ≠ ≠ − ⇒ ≠ ⇒0 1 2 01, rg A rg B( ) ( )1 1 3= = = número de incógni-
tas; por tanto, el sistema es compatible y determinado. 
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•  Siendo b = 0 , es: 

A B
a

a a1 1
0 1 0 1
0 1 0 1
1 1 0 0

0 0 0 2
0 1 0 1
1 1 0 0

/ =
−
−

L
NMM

O
QPP
≈ −
L
NMM

O
QPP

 

A la primera fila le sumamos la segunda  

El sistema es incompatible para todo valor de "a", pues la primera ecuación es: 
0 0 0 2. . .x y z+ + =  

lo que es bastante imposible. 

•  Siendo a = 1 , es: 

A B
b
b

b b
1 1

0 0 0 1
0 0 0 1
1 1

/ =
−
−

L
NMM

O
QPP

 

El sistema es incompatible si b b≠ ⇒ − ≠1 1 0( ),  pues en tal caso la primera 
ecuación es 0 0 0 1 0. . .x y z b+ + = − ≠ , que es imposible. Siendo b = 1,  es: 

A B1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 1

/ =
L
NMM

O
QPP

 

y el sistema se reduce a la ecuación x y z+ + = 1, que tiene infinitas soluciones. 

•  Siendo a = −2 , es: 

A B
b b

b b
b b

b
b b
b b

A B1 1 2 2
0 3 3 1 2
0 3 3 1
1 1 2

0 0 0 2
0 3 3 1
1 1 2

/
. .

.
.

.
.

/=
− +

− −
−

L
NMM

O
QPP
≈

+
− −

−

L
NMM

O
QPP
=  

A la primera fila le sumamos la segunda  

El sistema es incompatible si b b≠ − ⇒ + ≠2 2 0( ),  pues en tal caso la primera 
ecuación es 0 0 0 2 0. . .x y z b+ + = + ≠ , que es imposible. Siendo b = −2, es: 

A B2 2
0 0 0 0
0 3 6 3
1 1 4 2

/ = − −
−

L
NMM

O
QPP

 

Como rg A rg B( ) ( )2 2 2= = < número de incógnitas, el sistema el sistema es 
compatible e indeterminado (tiene infinitas soluciones). 

FONEMATO 2.10.7 
Discútase el siguiente sistema lineal según los valores del parámetro "a": 

x y a z a
a x a y z

x a y z a

+ + =
+ + =
+ + =

.
. .

.
1  

SOLUCIÓN 

Propietario
verde claro
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A B
a a

a a
a a

a a
a a

a a
A B/ /=

L
NMM

O
QPP
≈ − −

− −

L
N
MM

O
Q
PP =

1 1
1 1

1 1

1 1
0 0 1 1
0 1 1 0

2 2 1 1  

A la segunda fila le restamos la primera multiplicada por "a"
A la tercera fila le restamos la primera  

Es:           A
a
a

a a
a a a a1 2 2 2

1 1
0 0 1
0 1 1

1 1 1 1= −
− −

= − − − = − − +( ).( ) ( ) .( )  

Como A  sólo si a1 = = = −0 1 1ó a ,  entonces: si a y a≠ ≠ − ⇒1 1  A1 0≠ ⇒  
rg A rg B( ) ( )1 1 3= = = ⇒número de incógnitas sistema compatible y determinado.  

•  Siendo a = 1 , es: 

A B1 1
1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

/ =
L
NMM

O
QPP

 

El sistema se reduce a la ecuación x y z+ + = 1, que tiene infinitas soluciones. 
•  Siendo a = −1, es: 

A B1 1
1 1 1 1
0 0 0 0
0 2 2 0

1 0 0 1
0 0 0 0
0 2 2 0

/ =
− −

−

L
NMM

O
QPP
≈

−

−

L
NMM

O
QPP

 

A la primera le sumamos la segunda dividida por "2"  

El sistema es indeterminado, pues rg A rg B( ) ( )1 1 2= = < número de incógnitas.  

FONEMATO 2.10.8 
Discútanse los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 

1
1

2
0

2 3
2 3 4

3

1
2
3
4 2

)
.
.

.
; ) . .

. . .
; ) .

.

. .

x y a z
x y b z a
x a y z a

x y z
x y z a
x y z a

x y
x y a
x y b
x y a

+ + =
+ + =
+ + =

R
S|
T|

+ + =
+ + =
+ + =

R
S|
T|

+ =
+ =
+ =
+ =

R
S|

T|
 

SOLUCIÓN 

1)              A B
a
b a

a a

a
b a a

a a a
A B/ /=

L
NMM

O
QPP
≈ − −

− − −

L
NMM

O
QPP
=

1 1 1
1 1
1 1

1 1 1
0 0 1
0 1 1 1

1 1  

A las filas segunda y tercera les restamos la primera  

Es:                             A
a

b a
a a

b a a1
1 1
0 0
0 1 1

1= −
− −

= − −( ).( )  

Como A  se anula sólo si a1 = =1 ó b a, se tiene que: 
•  Si b a y a A rg A rg B≠ ≠ ⇒ ≠ ⇒ = = =1 0 31 1 1( ) ( ) ;número de incógnitas  por 

tanto, el sistema es compatible y determinado. 
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•  Si a b=  es A B
a

a
a a a

1 1
1 1 1
0 0 0 1
0 1 1 1

/ = −
− − −

L
NMM

O
QPP

 

El sistema es incompatible si a a≠ ⇒ − ≠1 1 0( ),  pues en tal caso la segunda 
ecuación del sistema es 0 0 0 1 0. . . ,x y z a+ + = − ≠  que es un poco imposible. 
Por el contrario, siendo a = 1 , es: 

A B1 1
1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

/ =
L
NMM

O
QPP

 

Y el sistema se reduce a la ecuación x y z+ + = 1, que tiene infinitas soluciones. 

•  Siendo a = 1 , es A B b1 1
1 1 1 1
0 0 1 0
0 0 0 0

/ = −
L
NMM

O
QPP

, y el sistema se reduce a: 

x y z
b z I+ + =
− =

UVW
1

1 0( ). ( )  

que tiene infinitas soluciones para cualquier valor de "b", pues si b = 1,  entonces 
(I) se transforma en: 

x y z
z x y z x y z+ + =
=

UVW⇒ + + = ⇒ = − − ⇒1
0 0 1 1.  

Parametrizamos las incógnitas "y"  y "z"  

⇒ = − − ∀λ ∈ℜ= =Sa b 1 1( ; ; ), ,λ θ λ θ θl q  

Si b b k≠ ⇒ − = ≠1 1 0( ),  entonces (I) se transforma en: 

x y z
k z

x y
z

x y
z

+ + =
=

UVW⇒
+ =

=
RST

UVW⇒
= −
=

RST
UVW⇒

1
0

1
0

1
0.  

Parametrizamos la incógnita "y"  

⇒ = − ∀α ∈ℜ= ≠Sa b1 1 1 0; ( ; ; ),α αl q  

2)                      A B a
a

a A B/ /=
L
NMM

O
QPP
≈
L
NMM

O
QPP
=

1 1 1 0
1 2 3
2 3 4

1 1 1 0
1 2 3
0 0 0 0

1 1 

A la tercera fila le restamos la suma de las dos primeras  

El sistema tiene infinitas soluciones para cualquier valor de "a", pues para cual-
quier valor de "a" ocurre que:  

rg A rg B( ) ( )1 1 2= = < número de incógnitas  

A las filas segunda,  tercera y cuarta les restamos la primera  

Propietario
verde claro
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3)     A B a
b
a

a
b
a

a
b a

a
A B/

. .
. /=

L

N
MM

O

Q
PP ≈

−
−
−

L

N
MM

O

Q
PP ≈

−
+ −

−

L

N
MM

O

Q
PP =

1 1 1
1 2
1 3
1 4 2

1 1 1
0 1 1
0 2 1
0 3 2 1

1 1 1
0 1 1
0 0 1 2
0 0 2

1 1  

A la tercera fila le restamos el doble de la segunda
A la cuarta fila le restamos el triple de la segunda  

• El sistema es incompatible si a a≠ ⇒ − ≠2 2 0( ),  pues en tal caso la cuarta ecua-
ción del sistema se convierte en 0 0 2 0. . ( ) ,x y a+ = − ≠  lo que es imposible.  

• Siendo a = 2 , es: 

A B b1 1

1 1 1
0 1 1
0 0 3
0 0 0

/ = −

L

N
MM

O

Q
PP  

El sistema es incompatible si b b≠ ⇒ − ≠3 3 0( ),  pues en tal caso la tercera 
ecuación del sistema se convierte en 0 0 3 0. . ( ) ,x y b+ = − ≠  lo que es imposible.  

Siendo b = 3 , es: 

A B1 1

1 1 1
0 1 1
0 0 0
0 0 0

/ =
L

N
MM

O

Q
PP  

El sistema es compatible y determinado, pues:  

rg(A ) número de incógnitas1 = = =rg B( )1 2  

 
2.11. COMBINACIÓN LINEAL DE MATRICES  

Recuerda: siendo α α α1 2, , ... , n  escalares y A A A n1 2, , ... ,  matrices equidi-
mensionales, si la matriz "W" es tal que W A A An n= • + • + + •α α α1 1 2 2 ...  
entonces "W" es suma de una matriz α1 1• A  que es proporcional a A1 , y de una 
matriz α2 2• A  que es proporcional a A2 ,  .... , y de una matriz αn nA• que es 
proporcional a A n ;  por ello podemos decir que "W" es suma de matrices que son 
proporcionales a A A A n1 2, , ... , .  
Recuerda:  en el lenguaje del Álgebra Lineal, para expresar de modo rápido que 
"W" es suma de matrices proporcionales a A A A n1 2, , ... , , se dice que "W" es 
combinación lineal de A A A n1 2, , ... ,  ....... y también podría decirse que 
"W" es "combinación proporcional" de A A A n1 2, , ... , .  
Ahora que ya somos unos artistas resolviendo "sistemas de ecuaciones lineales",  
podemos hincarle el diente al problema de averiguar si una matriz dada "W" es o 
no combinación lineal (proporcional) de unas matrices A A A n1 2, , ... ,  también 
dadas, pues dicho problema se reduce a averiguar si un cierto un sistema lineal con 
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"n" incógnitas tiene solución o no.  

•  Por ejemplo, siendo A A y W1 2
2 3
1 2

1 2
5 2

5 8
7 6= L

NM
O
QP = L

NM
O
QP = L

NM
O
QP, , el problema de 

averiguar si "W" es combinación lineal (combinación proporcional) de A y A1 2  
es el problema de averiguar si es posible encontrar dos números reales α α1 2y  
tales que W A A= • + •α α1 1 2 2 : 

5 8
7 6

2 3
1 2

1 2
5 2

5 2
8 3 2
7 5
6 2 2

1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

L
NM

O
QP = • LNM

O
QP + • LNM

O
QP⇒

= +
= +
= +
= +

R
S|
T|

U
V|
W|

α α

α α
α α

α α
α α

.

. .
.

. .

( )I  

Por tanto, el problema de averiguar si "W" es combinación lineal de A y A1 2  se 
reduce a averiguar si el sistema lineal (I) tiene solución. Si te molestas podrás 
comprobar que (I) tiene solución única, que es α α1 22 1= =, ; por ello, la ma-
triz "W" es combinación lineal de A y A1 2  ( )es W A A= • + •2 11 2 . 

•  Por ejemplo, si A A y W1 2
2 3
1 2

1 2
5 7

5 8
7 6= L

NM
O
QP = L

NM
O
QP = L

NM
O
QP, , entonces "W" no es 

combinación lineal (combinación proporcional) de A y A1 2 , pues la ecuación 
matricial W A A= • + •α α1 1 2 2  nos conduce a un sistema lineal que carece de 
solución: 

5 8
7 6

2 3
1 2

1 2
5 7

5 2
8 3 2
7 5
6 2 7

1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

L
NM

O
QP = • LNM

O
QP + • LNM

O
QP⇒

= +
= +
= +
= +

R
S|
T|

U
V|
W|
⇒α α

α α
α α

α α
α α

.

. .
.

. .

carece de
solución{  

pues las matricxes de coeficientes y  ampliada tienen distinto rango  

•  Por ejemplo, siendo 

A A A W1 2 3
1 0
1 0

0 1
0 1

1 1
1 1

4 5
4 5= LNM

O
QP = LNM

O
QP = LNM

O
QP = LNM

O
QP; ; ;  

la matriz "W" es combinación lineal (proporcional) de A A y A1 2 3, , pues la 
ecuación matricial W A A A= • + • + •α α α1 1 2 2 3 3  nos conduce a un siste-
ma lineal que tiene solución:  

4 5
4 5

1 0
1 0

0 1
0 1

1 1
1 11 2 3

L
NM

O
QP = • LNM

O
QP + • LNM

O
QP + • LNM

O
QP⇒α α α  

⇒

= +
= +
= +
= +

R
S|
T|

U
V|
W|
⇒ = +

= +
RST

UVW⇒
= −
= −

RST
4
5
4
5

4
5

4
5

1 3
2 3
1 3
2 3

1 3
2 3

1 3
2 3

α α
α α
α α
α α

α α
α α

α α
α α  

parametrizamos la incógnita 3α  

Por tanto, para todo α3  es W A A A= − • + − • + •( ) ( )4 53 1 3 2 3 3α α α ; 

Propietario
verde claro
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puedes comprobar que, por ejemplo, si α3 3= , resulta: 

W A A A W A A A= − • + − • + • ⇒ = • + • + •( ) ( )4 3 5 3 3 1 2 31 2 3 1 2 3  

Si, por ejemplo, α3 0= ,  resulta: 

W A A A W A A A= − • + − • + • ⇒ = • + • + •( ) ( )4 0 5 0 0 4 5 01 2 3 1 2 3  

Combinación lineal de líneas de una matriz 
Siendo "A" una matriz de orden m n× , cabe decir que "A" está formada por "m" 
matrices "fila" de orden 1× n  o por "n" matrices "columna" de orden m × 1 . 
Por ejemplo, cabe decir que la matriz 

A =
L

N
MM

O

Q
PP

2 1 5
0 1 1
1 2 4
0 1 7

 

está formada por las siguientes 4 matrices "fila" (matrices de orden 1 3× ) : 

F F F F1 2 3 42 1 5 0 1 1 1 2 4 0 1 7= = = =; ; ;  

o por las siguientes 3 matrices "columna" (matrices de orden 4 1× ): 

C C C1 2 3

2
0
1
0

1
1
2
1

5
1
4
7

=
L

N
MM
O

Q
PP =

L

N
MM
O

Q
PP =

L

N
MM
O

Q
PP; ;  

Puesto las líneas (filas o columnas) de una matriz "A" también son matrices, cabe 
plantearse si una cierta línea de "A" (fila o columna) es o no combinación lineal de 
otras líneas paralelas a ella. El asunto se "lidia" como ya sabemos. 
Por ejemplo, para la matriz dada "A" sucede que la tercera columna no es combi-
nación lineal (proporcional) de las dos primeras columnas, pues la ecuación 
C C C3 1 1 2 2= • + •α α  nos conduce a un sistema lineal que carece de solución: 

5
1
4
7

2
0
1
0

1
1
2
1

5 2
1
4 2
7

1 2

1 2
2
1 2
2

L

N
MMM

O

Q
PPP
= •

L

N
MMM

O

Q
PPP
+ •

L

N
MMM

O

Q
PPP
⇒

= +
=
= +
=

R
S|
T|

U
V|
W|
⇒α α

α α
α
α α
α

.

. carece de solución  

Sin embargo, la tercera fila es combinación lineal (proporcional) de las dos prime-
ras filas, pues la ecuación matricial F F F3 1 1 2 2= • + •γ γ  nos conduce a un siste-
ma lineal que tiene solución: 

1 2 4 2 1 5 0 1 11 2= • + • ⇒γ γ  

⇒
=
= +
= +

R
S|
T|

U
V|
W|
⇒ =

=
RST

UVW⇒ = • + •
1 2
2
4 5

1 2
5 2

1
2

5
2

1
1 2

1 2

1
2

3 1 2
.

.

/
/

γ
γ γ
γ γ

γ
γ F F F  
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Nota bene: 
1) Sabemos que el rango de una matriz no varía si a una cualquiera de sus lí-

neas le sumamos otras paralelas a ella multiplicadas por números cuales-
quiera. Esto mismo puede enunciarse diciendo que el rango de una matriz
no varía si a una cualquiera de sus líneas le sumamos una combinación li-
neal (proporcional) de otras líneas paralelas a ella. 

2) Sabemos que si una línea de "A" es suma de otras paralelas a ella multipli-
cadas por ciertos números, podemos eliminar dicha línea sin que se altere el
rango de la matriz. Esto mismo puede enunciarse diciendo que si una línea
de "A" es combinación lineal (proporcional) de otras paralelas a ella, po-
demos eliminar dicha línea sin que se altere el rango de la matriz. 

Para que todo sea 
fácil cuando ha-

blemos de la 
combinación 
lineal de "vec-
tores" de un 

"espacio 
vectorial" 

¿Para qué me das 
tanta lata con la 
combinación 

lineal de matrices 
y la combina-
ción lineal de 

líneas de una matriz? 




