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Una ecuacion es la expresion matematica de una
“condicion" de igualdad .... y un sistema de "k"
ecuaciones es la expresion matematica de un

sistema de "k" condiciones de igualdad

Me casaré conti-
go sila suma de
n.n
tupeso 'u,tu ‘

—
Se casa conmigo st
utv+w=45y
u/v=w

altura "v'" y tu

edad "w" es 45,y
el cociente entre
tu peso y tu altu-
ra coincide con

\ tu edad

2.1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

n_n

Hablar de un sistema de "m" ecuaciones lineales o proporcionales con "n
incognitas xq, X2,..,Xp es hablar de "m" ecuaciones (condiciones) cuya "estructu-

ra" es tal que todas las incégnitas siempre aparecen elevadas a exponente unidad y
multiplicadas por constantes; o sea, de la siguiente forma:

a11.X1 +a12.X2+.....4a14.Xq = by
a21.X1 +272.Xp2+.....422,.X, = bo D)

donde los ajj y los bj (i=1,2,...,m;j=12,...,n) son nimeros reales constantes.

La "proporcionalidad" esta presente en cada ecuacion del
sistema:

proporcional a x»

67¢8

i3 ¥1 T ak2-X2 +oo +4kp %0 = Dby
) )

proporcional a X1 |......... proporcional a x

Es "lineal" el siguiente sistema de 2 ecuaciones y 3 incognitas xq,Xp,X3:
2.X1 +3.X2 —7.X3 =0
5x1 —=8.x9+0.x3=9

pero no es "lineal" ninguno de los siguientes sistemas de ecuaciones:
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pero no es "lineal™ ninguno de los siguientes sistemas de ecuaciones:
2 _ _
SXf +3X2 = 7.X3 = O 115 65 "lineal” debido a x2
5X1—8X2+0.x3=9
5.X1.X2 —7.X3 =6
5.X1 —8.X2+0.x3=9
5.X1+2.X92 —7.LnX3 =6
5X1—-8X2+0.x3=9
9.X1 +2.Xp —7.5eNnX3 =6
5.X1 —8.X2 +0.x3=9

no es "lineal" debido a x1.x2
no es "lineal" debido a Ln x3

no es "lineal" debido a sen x3

Un sistema lineal de ecuaciones siempre puede expresarse
en forma matricial, pues podemos expresar el sistema (1) en la forma:

X1 by

: T RelX2DoP2) s Aex =D

am] A | : :

P43 427430 bl Mo
A k4 X

X

aj1 a2 .. @n

De "A'" se dice que es la matriz de los coeficientes, de "X" se dice que es
la matriz de las incognitas, de "b" se dice que es la matriz de los
téerminos independientes. Si a la matriz "A" le afladimos la columna de los
términos independientes obtenemos la que llamaremos matriz ampliada u
"orlada" del sistema. Por ejemplo:

2.X1 +3.Xy +4.X3=6 :Mz 3 4y, ))((1 _MG
5.X1+7.X2+0.X3=1 5 7 0 29~ 1

X3

y las correspondientes matrices de cogficientes "A™ y ampliada "B" son:
A—f2 3 4g.g_f2 3 4 6
W5 7 005 7 0 1

Por razones de economia, también se escribe:
W2 3 416
A/B= Ms 70 ‘ 18

2.2. ;QUE ES RESOLVER UN
SISTEMA DE ECUACIONES?

Resolver un sistema de ecuaciones (lineales 0 no) con "n™ incdgnitas es encontrar
un valor particular de cada incognita de modo que al sustituir cada incégnita por su
correspondiente valor particular ocurre algo magico: todas las ecuaciones se con-
vierten en identidades (o sea, todas las ecuaciones quedan de la forma 3=3 0
7=76-3=-360=00....). Del conjunto de dichos valores particulares de las

Tema 2: Sistemas de Ecuaciones Lineales 69


Propietario
verde claro


incognitas se dice que es una solucion del sistema.
De Perogrullo: cada "solucion” del sistema es un elemento del conjunto R".

Por ejemplo, en el siguiente sistema lineal con 4 incognitas X1,X2,X3 Y X4

1X1+2.X9 —2.X3+2.X4 =6

3.X1 —2.X9 +3.x3+1x4 =5] ()

3X1 —1Xo +0.x3+1xy4 =1
puedes comprobar que si hacemos x1 =2, x2 =5, X3 =3y X4 =0 ocurre que to-
das las ecuaciones de (Il) se transforman en identidades; por ello se dice que
(2:5;3:0) e R4 es una solucion del sistema de ecuaciones (I1). También puedes
comprobar que si hacemos x1=6,X2=2,X3=7Yy X4 =8 entonces no ocurre
que todas las ecuaciones de (I1) se transforman en identidades, por lo que se dice
que (6;2;7:8) e R4 no es solucidn del sistema (11).

Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales A e X =Db es incompatible si no
tiene ninguna solucion, o sea, si es imposible encontrar valores particulares de las
Incognitas que transformen en identidades a todas las ecuaciones del sistema.

Se dice que el sistema es compatible si tiene solucién, o sea, si es posible en-
contrar valores particulares de las incognitas que transformen en identidades a to-
das las ecuaciones del sistema. En tal caso, se dice que el sistema es determina-
do si tiene una Unica solucion, y si tiene infinitas soluciones se dice que es inde-
terminado.

_'

Toma buena nota: para los sistemas "lineales™ no hay
mas opciones que las descritas: no tienen solucion, o tienen
una Unica solucién, o tienen infinitas soluciones.

Sistemas Equivalentes

Se dice que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas
soluciones.

Teorema de Equivalencia de Sistemas Lineales

Si en un sistema lineal de ecuaciones sustituimos una ecuacion cualquiera por la
ecuacion que resulta al multiplicarla por un nimero cualquiera no nulo y sumarla
miembro a miembro a otras ecuaciones del sistema (después de multiplicar estas
ultimas por un namero cualquiera), el nuevo sistema lineal que obtenemos es equi-
valente al primero. Por ejemplo, si en el sistema lineal

1X1+2.Xyp —2.X3+2.X4 =6

3.X1 - 2.X2 + 3.X3 +1.X4 =5 (“)

3X1—1x9 +0.x3+1xy =1
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sustituimos la primera ecuacién por la que resulta al sumar miembro a miembro el
doble de la primera ecuacion y el triple de la segunda, obtenemos el sistema lineal
(111), que es equivalente al (11):

11.X1 —2.X2 +5.X3 +7.X4 =27
3.X1—2.X2 +3.X3 +1.X4=5 (|||)
3X1—1x9 +0.x3+1xy =1

Observa: las matrices "ampliadas™ de los sistemas (11) y (I11) son:
1 2 -2 2 6 11 -2 5 7 27

M=J3 -2 3 1 58;N=jj3 -2 3 1 5

3 -1 0 11 3 -1 01 1

y como la primera fila de "N" es la suma del doble de la primera fila de "M" y el
triple de la segunda fila de "M" = apostamos la vida a que las matrices "M" 'y "N"
tienen el mismo rango, pues se "pasa” de una a otra haciendo transformaciones
elementales. Otro ejemplo: si en el sistema lineal (I1) sustituimos la segunda ecua-
cion por la que resulta al sumar miembro a miembro todas las ecuaciones, obte-
nemos el sistema lineal (1V), que es equivalente al (11) y al (111):

1.X1 +2.X2 —2.X3 +2.X4 =6
7.X1 —1Xo +1X3 +4.X4 =12] (IV)
3.X1 —1.X2 +0.X3 +1.X4 =1

2.3. TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

Sea un sistema lineal de "n" incognitas cuya matriz de coeficientes es "A" y cuya
matriz ampliada es "B". La condicidon necesaria y suficiente para que dicho sistema
sea compatible (tenga solucion) es que rg(A) =rg(B); en tal caso:

Sirg(A)=rg(B)=n = el sistema tiene solucion unica
Sirg(A)=rg(B) < n = el sistema tiene infinitas soluciones

Si rg(A) = rg(B) < el sistema es incompatible.

2.4. SISTEMAS LINEALES HOMOGENEQOS

Se dice que un sistema lineal es "homogéneo" si es nulo el
término independiente de cada ecuacion del sistema:

a11.X1+.....4a1n.Xn =0 di1 ... a1n X1 0
ZZZZZZIZIZIZZZZZZIIZIZIZIZZZZZZIZIZIb — . . . oll . A= = AeX=0
dmi.X1+.....+a Xnpn = d Leod
m1-X1 mn-Xn Qi\142421131 X;n

A X 0

Por ejemplo, es homogeéneo el siguiente sistema lineal:
X
2.Xx—-y+3z=0 2 -1 3 _MO
[ § 4.x+y—5.z:0w:>'914 1 58' 32’ B 08

No es ninguna tonteria que te acostumbres a escribir | 71
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En todo sistema lineal homogéneo las respectivas matrices de coeficientes y am-
pliada s6lo se diferencian en una columna de ceros, por lo que siempre tienen igual
rango. Asi, todo sistema lineal homogéneo es compatible: al menos admite la solu-
cidn X1 =X9 =...= X, =0, que es la llamada solucion trivial.

Por tanto, segun el Teorema de Rouché-Frobenius, para un sistema lineal homo-
geneo con "n™ incognitas cuya matriz de coeficientes es "A", se tiene que:

* i rg(A) = n = el sistema solo tiene la solucion trivial
* 8 rg(A) < n = el sistema tiene infinitas soluciones

Si un sistema lineal homogéneo A ¢ X =0 tiene
infinitas soluciones, el conjunto que forman és-
tas tiene dos muy magicas propiedades:

1) La suma de dos soluciones del sistema es solucion del
sistema: si U y V son soluciones del sistema (es decir, AeU=0 vy
AeV=0),es Ae(U+V)=AeU+AeV=0+0=0, lo que garantiza
que U+ V es solucidn del sistema A e X =0.

2) El producto de una solucion del sistema por un ndme-
ro real es solucion del sistema: si U es una solucion del siste-
ma (= AeU=0)y a esun ndmero real, s :

Ae(aeU)=ae(AelU)=0e0=0
lo que garantiza que o e U es solucion del sistema A e X =0.

2.5. LA REGLA DE CRAMER

Sea un sistema lineal A e« X =b de "n" ecuaciones con "n" incognitas (jel mismo
numero de ecuaciones que de incognitas!) cuya matriz de coeficientes "A" (jcua-

drada!) es regular, o sea, \A \ = 0. Sea "B" la matriz ampliada del sistema.

Si |A|#0esrg(A)=n,y como la matriz "B" tiene "n" filas y "n+1" columnas

también es rg(B) = n; 0 sea, en un sistema lineal de "n" ecuaciones con "n" incég-

nitas cuya matriz de coeficientes tiene determinante no nulo siempre ocurre que
rg(A)=rg(B) = nlmero de incdgnitas. Por tanto, segun el teorema de Rouché-
Frobenius, el sistema lineal en cuestion siempre tiene solucion Unica (es compatible
y determinado).

La regla de Cramer permite calcular dicha solucion unica: el valor de la incognita
X; es el resultado de dividir dos determinantes, el denominador es el determinante
de la matriz "A" de los coeficientes del sistema, y el numerador es determinante de
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la matriz que resulta al sustituir la i-ésima columna de "A" (formada por los coefi-
cientes de la incognita x;) por la columna "b" que forman los términos indepen-
dientes del sistema.

FONEMATO 2.5.1

Resuélvase el sistema:;

2.X1 —X2 +3.X3=4
4.X1 4+ X2 —5.x3=6Y (I)
3.X1 —2.X9 +2.X3=2

SOLUCION

e Se trata de un sistema lineal de ecuaciones (condiciones) con igual nimero de
ecuaciones que de incognitas = rezamos para que la matriz de los coeficientes
del sistema sea regular (tenga determinante no nulo), pues en tal caso el sistema
tendra solucion unica y la determinaremos mediante la regla de Cramer,

e Expresado matricialmente, el sistema dado es:

2 -1 3§ fX1 4

4 1 —5Rellxoh={l6Kk=AeX=hb
34 %4 % 3
A X

Como }A\ = —26 = 0, la matriz de coeficientes y la ampliada tienen rango 3, que

coincide con el numero de incAgnitas; asi, el sistema tiene solucion Unica. La ob-
tenemos mediante la regla de Cramer:

4 -1 3 2 4 3 2 -1 4
6 1 -5 4 6 -5 4 1 2
2 -2 2 32 2 3 -2 6
X]=—"———=2;X9=————=3;X3= =1
Al Al Al
Asf, la Unica solucion del sistema es (2;3;1) e R3.
\ s
- @ iQué portento!, entre las infinitas ternas de nimeros reales que

forman 9R3, solo la (2;3;1) cumple todas las ecuaciones o
condiciones (1) .... y Cramer la encuentra en unos segundos

NOTA

Todo sistema lineal que pueda resolverse mediante la regla de Cramer se puede
resolver también por el método llamado "de la matriz inversa™: si el sistema lineal
es A e X =D, sin méas que despejar la matriz de incognitas X resulta X=A-1eb
(observa que si la matriz cuadrada "A" tiene determinante no nulo entonces esta
garantizado que existe su matriz inversa). En nuestro caso:
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2 -1 34 kaE L4 xid L2 -1 34t lal |2
4 1 —Sellxon=l6k=lx20=fl4 1 -5k efl6K={3
3P4 2 e o I3 -2 2 2
A >
X

(e

FONEMATO 2.5.2

Calculese "k" para que el siguiente sistema tenga solucidn Unica. Determinese.

X1 +2.X2 +3.X3 =1
X1 —X2 +2.X3=0
2.X1 + Xo + k.X3 =0

SOLUCION

e Estamos ante un sistema lineal de ecuaciones (condiciones) con el mismo ndme-
ro de ecuaciones que de incAgnitas. Sea "A" su matriz de coeficientes y "B" su
matriz ampliada.

e El sistema tiene solucién unica si rg(A) = rg(B) = numero de incognitas = 3.
Es rg(A)=3si |A|=0, y sucede tal cosasi k=5: |A|=15-3.k=0= k#5

e Si k=5 la Unica solucion del sistema es:

1 23 113 1 21

0 -1 2 10 2 1-10

L_lo 1k 20k 2 10

1= A7 ' R2=" A7 R3T A
Al Al Al

Al hacer los célculos, resulta:

_ k+2 o _4-k . _ 3
15-3Kk ' "2 15-3Kk" ' "3 15-3k

Asi, por ejemplo, la Gnica solucion del sistema si k=4, es:

o A+2 _ 4-4
1771534 2715-34

X1 =

3 =
15-34

=-2; X =0; x3= 0

Por ejemplo, si k=2, la Gnica solucion del sistema es:
2+2 _ 4. 4-2 2. 3 3

X1 =

"15-32° 9 %2715-3279'"3715-32" 9
e Si k=5 (=|A|[=0=rg(A)<3) el sistema es incompatible, pues las matrices
"A"y "B" tienen distinto rango. En efecto, si k =5, es:

1 2 31
B=yl -1 2 O
2 150
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y COMO

resulta ser rg(B) = 3= rg(A).
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