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1.16 FUNCIONES UNIFORMES

Se dice que la funcion f:R o R es uniforme si cada numero real "x" del con-
junto inicial que tiene imagen en el conjunto final, tiene una Unica imagen.

Por ejemplo, la funcién f:R a R tal que f(x)=1+x2 es uniforme, pues cada

numero real "x" que tiene imagen en el conjunto final R tiene una Unica imagen.
Sin embargo, no es uniforme la funcién g:R o R tal que (g(x))2 =1+ x2, pues

(9(x))2 =1+ x2 = g(x)=++1+x2 , lo que indica que cada nimero real "x" que
tiene imagen en el conjunto final R tiene dos imagenes; asi:

9(7):im:i@ ; g(_4):im=i\/ﬁ

El99'9 % de las funciones con que trabajaremos seran uniformes.
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INVQ Y,

0 0

» X » X
Grafica de una funcion uniforme  Gréfica de una funcion no uniforme

Sila funcion f:R a R es uniforme, las rectas paralelas al eje OY 0 no
cortan o cortan en un Unico punto a la curva representativa de "f"; si "f"

no es uniforme hay rectas paralelas al eje OY que cortan a dicha curva en
dos 0 mas puntos.

1.17 FUNCIONES ALGEBRAICAS Y
TRASCENDENTES

Se dice que una funcién "f" es algebraica si las operaciones que deben realizar-
se para calcular el namero "f(x)" son las llamadas algebraicas: suma, resta, multi-
plicacion, division, potenciacion de exponente constante y radicacion de indice
constante. Se dice que "f" es trascendente si no es algebraica. Por ejemplo,
son algebraicas las funciones tales que:

32y _X2+X . _3 . _ x+4x
f(X)=x3 -3.x ; f(x) 1 f(x)=x/x/(L+x) ; f(X) L %%
pues en los cuatro casos sucede que las operaciones que deben realizarse para cal-
cular el numero "f(x)" son las algebraicas: suma, resta, multiplicacion, division,
potenciacion de exponente constante y radicacion de indice constante. Son tras-

cendentes las funciones f(x)=23x+1 f(x)=logg (x +1), f(Xx)=sen x2 .
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1.18 DOMINIO DE
DEFINICION DE UNA FUNCION

Si f:Ra R es la funcién cuya grafica se quiere dibujar y "a" es un numero real
del conjunto "inicial, puede suceder que "f" no asigne imagen en el conjunto "fi-
nal" al numero "a", lo que en términos geométricos significa que no hay curva en
la vertical del punto "a" (es decir, la recta de ecuacion x =a, que es paralela al eje
de ordenadas y pasa por el punto "a" no tiene ningn contacto con la curva repre-
sentativa de "f"). Por eso, si nuestro trabajo es representar la grafica de "f", se
entiende que la primera preocupacion siempre sea la misma: determinar cuéles son
los nimeros reales del conjunto "inicial™ a los que "f" si les asigna imagen y cuéles
son los pobrecitos desgraciados a los que "f" no les asigna imagen. Para dar res-
puesta a esta preocupacion el Calculo Diferencial inventa lo que llama dominio
de definicidén de "f" (se denota Dom.f), que es el subconjunto de Rinicial
que forman los numeros reales a los que la funcion "f" si les asigna imagen; es de-
cir. Dom.f = fx € Rinicial 7/ T(X) e‘Rﬁnaﬂq. Si f(a) eR se dice que la funcion "f"
esta definida en el punto "a", y si f(a) R se dice que "f" no esta definida en di-
cho punto.

DE PEROGRULLO

La funcion "f' no esta definida en el punto
"a" si para calcular "f(a)" hay que violar
alguna Regla Sagrada del Calculo

Por ejemplo, si T:R a R es tal que f(x)=x/(x —4), entonces "f" esta definida
en el punto "6", pues f(6)=6/(6—-4)=3€cR, lo que en términos geométricos
significa que hay curva en la vertical de dicho punto. Pero "f" no esta definida en el
punto "4", pues f(4)=4/(4-4)=4/0 ¢R (violacion de la primera Regla Sagra-
da), lo que en términos geométricos significa que no hay curva en la vertical de "4".
Por ejemplo, si f:R a R es tal que f(x) = }/x =3, entonces "f" esta definida en
el punto "9", pues f(9)= R9-3=36 e, lo que en términos geométricos signi-
fica que hay curva en Ia vertical de "9". La funcion "f" también esta definida en el
punto "3", pues (3 =3/3-3=0e%R, lo que en términos geometricos significa
que hay curva en la vertlcal de "3"; también esta definida "f" en el punto "2", pues
2):§/2f3:§/—_: -1 e, lo que en términos geométricos significa que hay
curva en la vertical de "2".
Por ejemplo, si f:R o R es tal que f(x) =/x — 3, entonces “f" esta definida en
el punto "9", pues f(9)=%9-3=%/6 R, lo que en términos geométricos signi-
fica que hay curva en la vertical de "9". La funcion "f" también esta definida en el
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punto "3", pues f(3)=%3-3=0e%R, lo que en términos geométricos significa
que hay curva en la vertical de "3". Pero "f" no esta definida en el punto "2", pues
f(2)=92-3=9-1 R (violacién de la segunda Regla Sagrada), lo que en térmi-
nos geomeétricos significa que hay curva en la vertical de "2".

Por ejemplo, si f:R o R es tal que f(x) =Ln (x — 3), entonces "f" esta definida
en el punto "9", pues f(9)=Ln (9—-3)=Ln 6 €R, lo que en términos geométricos
significa que hay curva en la vertical de "9". Pero "f" no esté definida en los puntos
"3"y"2" pueses f(3)=Ln(3-3)=Ln0gRyf(2)=Ln(2-3)=Ln—-1¢%R, lo
que significa que no hay curva en la vertical de 3" ni en la vertical de "2".

CRITERIOS PARA DETERMINAR EL DOMINIO
DE DEFINICION DE UNA FUNCION

Para no hacer el ridiculo con el asunto del "dominio de definiciéon" de una

funcion f:R o R debes saber que:
01) Si f(x)=polinomio = f(x) eR,V x eR
2) Si f(x)=u(x)x v(x) = f(x) e R solosi u(x) e Ry v(x) eR
03) Si f(x)=u(x).v(x) = f(x) e R s6losi u(x) e Ry v(x) eR
04) Si f(x)=u(x)/v(x) = f(x) e Rsolosi u(x) eR, v(x) e Ry v(x)=0.
Si f(x) =cociente de polinomios = f(x) € R solo si v(x) = 0.
05) Si f(x)=ku(x) (k>0)= f(x) eR sblosi u(x) eR
(
(x
(x
(
(x

IMPArfy(x) = f(x) e R s6losi u(x) e R

)=
)=
06) Si f(x)=
)=Pau(x) = f(x) eR sélosi u(x) eR y u(x)=0
)=
)=

)
)
07) Si f(x
08) Si f(x
)
)

09) Si f(x
10) Si f(x

logk u(x) = f(x) e R solosi u(x) eRy u(x)>0
sen u(x) 6 f(x)=cos u(x) = f(x) e R sblosi u(x) eR
)=|u(x)| = f(x) eR s6losi u(x) e R

Observa: el signo del numero real iAnda! ..... o mismo
u(x) tiene protagonismo estelar a la que ocurria en el
hora de determinar el dominio de de- catalogo de peligros

finicion de funciones de la forma

f(x)= paf/u(x) 0 f(x)=logk u(x) .— \'/ -

Si la expresion matematica de u(x) es
tontorrona sera sencillo determinar los
puntos "Xx" tales que f(x) e R, peroel

asunto se complicara si se complica la
expresion matematica de u(x).
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FONEMATO 1.18.1
Determinese el dominio de definicion de las siguientes funciones:

1) fi(x)=4/(x = 3) ; 2) f2(x) =51/% ; 3) f3(x)=ex?
4)f4(X)=3/x/(x =7) ; 5) f5(x)=logsz (x +7) ; 6) fg(x)=Ln (1+ x8)
1) f7(x) =f1(x) + f2(x) = 3(x) - f4(x) - f5(x) + fg(x)

8) fg (x) =f1(x).f2(x).f3(x).f4 (x).f5(x).fe(x)

SOLUCION
1) Como fq(x)=4/(x — 3)=cociente de polinomios, es f1(x) R en todo punto
"X" que no anule su denominador. Por tanto: Dom.f; :]kx eR/x=# Sp.

2) Como fy(x)=51/x =5h(x), es fo(x) eR sblosi h(x) eR; como h(x)=1/x=
cociente de poIinomiizs, es h(x) eM si "x" no anula el denominador de h(x).
Por tanto: Dom.fp) =Ax e R/ x = Op.

3) Como f3(x):e><2 Eeg(x), es f3(x) e R sélosi g(x) eR. Como g(x)=x2 es

un polinomio, entonces g(x) e R para todo "x". Por tanto: Dom.f3 =R.

4) Siendo f4(x)=3/x/(x — 6) = MPANy(x), es f4(x) R s6losi v(x) eR. Como
v(x) = x/(x — 6)=cociente de polinomios, es v(x) eR para todo "X" que no
anule su denominador. Por tanto: Dom.f4 = kx eR/X# 6p.

5) Como fg5(x)=1logs (x + 7)=log3 u(x) es f5(x) e R s6losi u(x) e R y u(x)> 0.

Como u(x)=x + 7 =polinomio, entonces u(x) € R para todo valor de "x", y es
u(x)=x+7>0 si x>—7. Por tanto: Dom.fg j(x eR/Xx> —7p.

6) Como fg(x)=Ln(1+x8)=logs t(x), es fg(x) MR sblosit(x) eRy t(x)>0.
Como t(x)=1+ x8 =polinomio, es t(x)eR para todo "x", y ademas es
t(x)=1+ x8 >0 para todo "x". Por tanto: Dom.fg = R.

7) Como la funcién f7 es suma de otras funciones, el dominio de definicién de f5
es la interseccidn de los dominios de definicion de los distintos sumandos; es
decir:

Dom.f7 = | eR/x#3,x#0,x#6,x> -7

8) Como la funcion fg es producto de otras funciones, el dominio de definicion de
fg es la interseccion de los dominios de definicion de los distintos factores; es
decir:

Dom.fg = Ix eﬂ%/x¢3,x¢0,x¢6,x>—7q
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FONEMATO 1.18.2
Determinese el dominio de definicion de las siguientes funciones:

1) f1(x) = x/(x2 - 9) ; 2)f2(x)=31/(6-x) ; 3)f3(x) =4/L/(7 - x)
4) f4(x)=41/(4 + x6) ; 5) f5(x)=logy (x —4) ; 6) fg(x)=sen (1— x3)
7) f7(x) =f1(x) — f2(x) + 3.f3(x) — 5.f4 (x) — f5(x) + f6(x)

8) fg(x) =f1(x).f2(x).f3(x).f4(x).f5(x).f6 (x)

SOLUCION

1) Como f1(x)=x/(x2 —9)=cociente de polinomios, es f1(x) €R para todo "x"
que no anule su denominador. Por tanto: Dom.f{ =Ax e R/ X # iSp.

2) Como fp(x)=51/(6—x) = ™P¥h(x), es fp(x) eR s6lo si h(x)eR. Como

h(x)=1/(6 — x) =cociente de pollnomlos es h(x)e®R si "x" no anula el
denominador de h(x). Por tanto: Dom.f, _kx eSR/x;t6p

3) Como f3(x)=4/1/(7—x) =P/g(x), es f3(x) e R solosi g(x) eR y g(x)=
Como g(x)=1/(7 - x)=cociente de polinomios, es g(x) eR si x=7 (punto
en que se anula el denominador). No existe ningun valor de "x" tal que
g(x)=/(7—x)=0, y es g(x)=1/(7—x)>0 siempre que 7—x>0 (0 sea,

siempre que x <7). Por tanto: Dom.f3 = kx eR/x< 7p

4) Como f4(x)=41/(4 + x6) = PA/y(x) es f4(x) e R s6losi v(x) e R y v(x)>0.
Como V(x)=1/(4 + x6)=cociente de polinomios cuyo denominador no se
anula para ningan "x", es v(x) e R para todo "x"; y como v(x)=1/(4 + x6) s6-
lo toma valores positivos, es Dom.f4 =R

5) Comofs(x)=logs (x —4)=logo u(x) es f5(x) e R solosi u(x) eRy u(x)>0.
Como u(x)=x —4 =polinomio, es u(x) eR para todo "x";y u(x)=x-4>0
si X >4. Por tanto: Dom.f5 =Ax e R / X >4p.

6) Como fg(x)=sen (1-x3)=sent(x), es fg(x) eR solo si t(x)eR, y como
t(x)=1- x3 =polinomio, es t(x) eR para todo "x". Por tanto: Dom.fg = ‘R.

7) Como la funcion f; es suma de otras funciones, su dominio de definicién es la
interseccion de los dominios de definicion de los distintos sumandos, o sea:

Dom.f7:|x eSR/x;tJ_rB,x;tG,x<7,x>4q:|x eSR/4<x<7,x¢6q

8) Como la funcion fg es producto de otras funciones, su dominio de definicién es
la interseccion de los dominios de definicidn de los distintos factores, o sea:

Dom.fgzlx eSR/x;tJ_rB,x;tG,x<7,x>4q:|x eSR/4<x<7,x¢6q
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FONEMATO 1.18.3
Determinese el dominio de definicion de las siguientes funciones:
1) fi(x)=(x =1)/(x2 +4) ; 2) Fa(x)=(x +1)5/3 ; 3) f3(x) = (x - 2)>/2

D= g ) fs(x)= 10X

SOLUCION

1) Como fy(x)=(x —1)/(x2 + 4) =cociente de polinomios cuyo denominador no
se anula en ningun punto, es Dom.f; =R.

2) Como fp(x)=3/(x +1)5 = ™PUh(x), es fo(x)eR solo si h(x)eR, y como

h(x) = (x +1)> = polinomio, es h(x) R para todo "x". Asi: Dom.f, = R.

3) Como f3(x)=(x —2)5/2 = /(x —2)5 = P&/g(x) , es f3(x) e R solo si g(x) eR
y g(x)=0. Como g(x)=(x —2)°> =polinomio, es g(x) R para todo "x", y es
g(x)=(x —2)>>0 s6losi x >2. Portanto: Dom.f3 =Ax e R/ x > 2p

4) Como 4 (x) = (;‘_ 3 r:((:(‘)) ‘es f4(x) eR s6lo si:

m(x) eR ; n(x) eR ; n(x)=0

Como m(x)=x = polinomio, es m(x) R para todo "x".
Como n(x)=Ln(x —3)=Ln p(x), es n(x) €R solosi p(x) eR y p(x)>0. Co-
mo p(x) =X —3=polinomio, es p(x) €R para todo "X"; y es p(x)=x—=3>0
solo si x > 3. Por tanto, es n(x)=Ln (x —3) eR sblosi x > 3.
Determinemos los valores de "x" que anulan a n(x)=Ln (x — 3):

Nn(xX)=Ln(x-3)=0=x-3=1=x=4
En definitiva: Dom.f, = Ix eR/X>3, X+ 4q.

5) Como f5(x) = Lnx(9_;x) = \%i; ,es f5(x) e R solo si:

u(x) eR; v(x)eR; v(x)=0

Como u(x)=Ln(9—x)=Lnt(x), es u(x) eRsodlosit(x) eR y t(x)>0. Co-
mo t(x)=9- x=polinomio, es t(x) eR para todo "x"; y es t(x)=9-x>0
solo si x < 9. Por tanto, es u(x)=Ln (9—x) eR solosi x < 9.

Como v(x)=x—5=polinomio, es v(x) eR para todo "x", y es v(x)=0 si
X # 5.

En definitiva, Dom.fs = Ix eR/X<9, x# 5q.
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FONEMATO 1.18.4
Determinese el dominio de definicion de las siguientes funciones:

Dfi(x)=(x+3)/(x2 =8) ; 2)fa(X)=(x +1)-7/5 ; 3) f3(x)=(x —2)-9/4

) fa(x)= X+ 5t = 12X ((Zx;xli

SOLUCION

1) Como f1(x)=(x + 3)/(x2 —8) =cociente de polinomios cuyo denominador sélo
se anulasi x =+./8, es: Dom.fy =[x e R/ x = ++/85.

2) Como fy(x)=(x +1)-7/5 =§/1/(x +1)7 = "MP&(x) , entonces fy(x) eR s6lo
si h(x) eR. Como h(x)=1/(x +1)7 =cociente de poIinol‘<nios, es h(x) eR pa-
ra todo "x" que no anule su denominador. Asi: Dom.f) =Ax e R/ X # —1p.

3) Como f3(x) = (x —2)-%4 = 41/(x - 2)? = P[g(x), entonces f3(x) eR sOlo si
g(x)eR y g(x)>0. Como g(x)=1/(x—2)9 =cociente de polinomios, es
g(x) eR si x=2. No existe ningin "x" tal que g(x)=1/(x-2)9=0, vy es
g(x)>0 si x—2>0 (osea, x>2). Portanto: Dom.f3 = kx eR/ x> 2p.

4) Es f4(x) = 1X—+6£>1< = r:((;)) eR solo si:

m(x) eR;n(x)eR;n(x)=0

Como m(x) =X +4 = polinomio, es m(x) € R para todo valor de "x".
Como n(x)=1-6X es suma de una constante y de una funcion exponencial cu-
yO exponente es un polinomio, es n(x) e R para todo "x"; y n(x) se anula solo
SiXx=0(nN(x)=0=1-6X=0=6X=1=x=0).
En definitiva: Dom.f4 = kx eR/ X+ Op.
_Ln(2-x) _ u(x)
sen(x+1)  v(x)

u(x) eR;v(x)eR; v(x)=0
Como u(x)=Ln(2—x)=Lnt(x), es u(x) eRsolosit(x)eR y t(x)>0. Co-
mo t(x)=2— x=polinomio, es t(x) eR para todo "Xx"; y es t(x)=2—-x>0
solo si x < 2. Por tanto, u(x)=Ln (2 —x) eR sblosi x < 2.

e R solo si:

5) Es f5(x)

Como v(x)=sen (x+1)=sen p(x), es v(x)eR solo si p(x)=(x+1)eR, lo
que sucede para todo "x", pues p(x)= polinomio. Ademas, es sen (x +1)=0
siempre que X +1#k.m (= x=km-1), siendo "k" un nimero entero cual-
quiera.

En definitiva: Dom.f5 = Ix eR/x<2,x#km —1q.
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FONEMATO 1.18.5

Determinese el dominio de definicion de las siguientes funciones:
Ln(x —4)

DR0)=5 0 1 R0 =85 1 9 fa(x) ==

4)f4(x)=4/15-3.x ; 5) f5(x) =f1(x) + 7.f2 (x) - 3.f3(x) + 9.4 (X)
SOLUCION
1) Es fy(x) = 7+X|;g3; = r:((;‘)) eR solo si:
m(x) eR ; n(x) eR ; n(x)=0

Como m(x)=x + 3= polinomio, es m(x) R para todo "x".
Como n(x)=7+logs x es suma de una constante y de una funcién logaritmi-
ca, es n(x) eR para todo "x" tal que logs x %R, lo que sucede sélo si x > 0.
Ademas, n(x) s6lo se anula si x =1/57:

n(x)=7+logs x=0= logs x=-7 = x=5-7 =1/57
En definitiva: Dom.f; =lx e R /x>0, x = /57[.

2) Como fy(x)=8/x —5=Pag(x), es fo(x) eR slosi g(x) eR y g(x)=0. Co-
mo g(x)=x —5=polinomio, es g(x) e R para todo "x";y g(x)=x—-5>0 sblo
si X >5. Por tanto: Dom.f, =Ax e R/ x 25p.

_Ln(x-4) _u(x) e

3) Es f3(x) = CosX = V(X) € R solo si:

u(x) eR; v(x)eR; v(x)=0

Como u(x)=Ln(x—4)=Lnt(x), es u(x) eRsolosit(x)eR y t(x)>0. Co-
mo t(x)=X —4 =polinomio, es t(x) eR para todo "X"; y es t(x)=x-4>0
solo si x > 4. Por tanto, u(x)=Ln (x —4) eR solosi x > 4.

Como V(x)=cos x =cos p(x), es v(x) eR sblo si p(x)=x €N, lo que sucede
para todo "x", pues p(x)= polinomio. Ademas, cos X =0 si x #(2k+1).nt/2,
siendo "k" un nimero entero cualquiera.

En definitiva; Dom.f5 :ix eR/x>4,x#(2k+1).1/2].

4) Como f4(x)=415-3.x =P&[h(x), es f4(x) eR s6lo si h(x) eR y h(x)>0.
Como h(x)=15-3.x=polinomio es h(x) e para todo "x"; y sucede que
h(x)=15-3.x >0 solo si x <5. Por tanto: Dom.f, = kx eR/x< 5p.

5) Como la funcion fg es suma de otras funciones, su dominio de definicion es la
interseccion de los dominios de definicion de los distintos sumandos; 0 sea:

Dom.fs =[x e R/ x>0, x=1/57, x 25, x >4, x # (2k + 1).7/2, x <5 =
:kx eER/x:5p
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FONEMATO 1.18.6

Determinese el dominio de definicion de la funcion f:R o R tal que

X2-35  six<-5 ;'/:

f(x)=9-8/(x2 +4.x) si—-5<x<-1
|/(x—6)] six=-1

SOLUCION

Por primera vez encontramos una funcion "f' definida a in-
tervalos; es decir, al contrario de lo sucedido con todas las funciones vistas
hasta ahora, la expresion matematica del namero real "f(x)" que la funcion "f"
asocia al namero real "x" no es la misma para todos los valores de "x", pues la
recta real ampliada se particiona en diversos intervalos dis-
juntos (en nuestro caso la particion es R =(—oo;—5]U(-5;—-1) U[-1;+ x©)) V¥
la expresion matematica de "f(x)" es una u otra dependiendo
de que "X" pertenezca a uno u otro de dichos intervalos.

f(x)=x2 -35 f(x)=—-8/(x2 + 4.x) f(x)=|1/(x - 6)|
A x A
X 5 X 1 X > X

Por ejemplo:
* cOmMo X = —6 e(—o0;—5]es f(—6)=(-6)2 —35=1
*como X = -2 e(-5;—1) es f(-2) = -8/((-2)2 + 4.(-2)) =2
*COMO X =4 e[-1;+ ) es f(4) =|1/(4 - 6)| =1/2

Para determinar el dominio de definicion de la funciéon "f"

iremos viendo gué sucede en cada uno de los intervalos en

que se ha particionado la recta real.

1) Si X (~o0;— 5] es f(x) = x2 — 35 =polinomio= f(x) eR, V x (~0;-5].

2) Si x e(-5;—1) es f(x)=-8/(x2 + 4.x) =cociente de polinomios, por lo que es
f(x) €R en los puntos "x" del intervalo (-5;—1) que no anulen el denomina-
dor x2 +4.x, y como éste se anula solo si x=-4 e(-5;-1)y x=0 ¢(-5;-1),
resulta que si x e(—5;—1) es f(x) eR si x = —4.

3) Si x e[-1;+ =) es f(x)=|1/(x — 6)| =|u(x)|, por lo que f(x) R en todos los
puntos "x" del intervalo [-1;+ o) tales que u(x) e R. Como u(x)=1/(x —6)=
cociente de polinomios, es u(x) e R siempre que X =6 (pues x =6 es el Unico
punto del intervalo [-1;+ o) que anula al denominador x — 6).

e En definitiva, el dominio de definicion de "f" es:
Dom.f = Ix e R/ f(x) equ: Ix eR/IX#-4, X+ 6q
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FONEMATO 1.18.7
Determinese el dominio de definicion de las siguientes funciones:

1) f(x)=logs (x3 -3.x2 +2.X) : 2)g(x)=8/x4 —=10.x2 +9
SOLUCION

1) Es f(x)=logs (x3 —3.x2 +2.x)=log4 u(x) eR sblo si u(x) eR y u(x)>0.
Como u(x)=polinomio, es u(x) € R para todo "x".

Pero la expresion matematica de u(x)=x3 —3.x2 +2.x es lo bastante compli-
cada como para que, con lo que sabemos, nos resulte imposible determinar
todos los puntos "x" tales que u(x)=x3—3.x2+2.x>0. Por tanto, no somos
capaces de determinar el dominio de definicion de la funcion "f".

) iPuaf! .... hasta que hasta que no aprenda a estu-
fa diar el signo de u(x) no siempre podre
P ? determinar todos los puntos "x" tales que
f(x)=logk u(x) eR

Tu fino olfato matematico sin duda ya te ha hecho tomar conciencia de la gra-
vedad y patetismo de nuestra situacion: podemos averiguar si f(x) eR para

cada valor concreto de "x", por ejemplo:

% f(0)=log4 (03 —3.02 +2.0)=logys 0 ¢R

*f(5)=logs (53 —3.52 +2.5)=log4 60 e R
pero como todavia no somos capaces de determinar todos los puntos "x" tales
que u(x)=x3-3.x2 +2.x >0, nos resultaimposible determinar el dominio de
definicion de la funcion "f" tal que f(x)=logs u(x).

2) Es g(x)=8x4 —10.x2 +9 = P/y(x) eR solo si v(x) eR y v(x) =0, y como
v(x) =polinomio, es v(x) e R para todo "x".

Pero la expresion matematica de v(x)=x4 —10.x2 +9 es lo bastante compli-

cada como para que, con lo po-

quito que sabemos, nos sea , _

imposible determinar todos los iVaya ruinal ..... hasta que
e tales que no aprenda a estudiar el

v(x)=x4-10.x2+9>0. Por lo signo de v(x) no siem-

tanto, de momento no podemos , gre ﬁ)odre dfteflfn"'nffl
determinar el dominio de defini- LOd0s 10s puntos "X tales
cion de la funcion “g" tal que que g(x)=P¥/v(x) eR

g(x) =3v(x)
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FONEMATO 1.18.8

Determinese el dominio de definicion de la funcion f:R o R tal que:
f(x)=(x2 —=3.x+2)/(x-2)

SOLUCION

Siempre hay algn pardillete que, al ver que el numerador x2 —3.x + 2 se anula si
x=1ysix=2(porloquex2 —3.x+2=(x—1).(x —2)), escribe:

2 _ X—1).(x -2
f(X):X X%)éﬁ'z:( X)_(2 ):X—l

y después dice que como f(x)=x —1=polinomio, es f(x) eR, V x eR.

Trabajar asi no es correcto, pues el resultado obtenido al dividir por el factor
"X —2" el numerador y el denominador de (x2 — 3.x + 2)/(x — 2) s6lo es valido si
X #2, yaque si x=2 el factor "x —2" toma el valor cero, y todo el mundo sabe
que la primera Regla Sagrada del Célculo prohibe dividir por cero.

Lo correcto es escribir:
f(X): X2 —3X+2 _ (X—l).(X—Z) —x—1

X —2 X —2 T
solosix#2

O sea, si x =2 el valor que toma la funcién dada "f" en el punto "x" coincide con
el valor que en dicho punto "x" toma la funcion g:%R a R definida como
g(x)=x -1, lo que en términos geométricos significa que la grafica de la funcion
"f"" coincide con la grafica de la funcidén "g" si x#2. No asi en x=2, pues

f(2)=(22 -3.2+2)/(2-2)=0/0 ¢R ysinembargo g(2)=2-1=1€e%R.

Ag(x)=x-1 Af(x)=X2=3x+2
X—2
agujerito "\
0 /1 5 X 0 /1 7 X
_1 | Dom.g=%R -1 Dom.f = 9 — K2

/] 1 g /] p
La gréafica de g(x)=x —1 (polinomio de grado uno) es una recta, y
la gréafica de f(x)=(x2 —3.x +2)/(x — 2) es la misma recta, salvo
en x =2, pues como f(2) ¢ R, la grafica de f(x) tiene un agujerito

en la vertical del punto x =2.
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1.19 SIGNO DE UNA FUNCION

Si u:Ra R es una funcidon cuya grafica queremos u
representar, aprender a estudiar el signo del nimero

real u(x) es muy importante, pues nos permitird

conocer la posicion de la grafica de "u" respecto al

eje de abcisas, porque dicha gréafica esta por encima

del eje de abcisas en todo punto "x" tal que u(x)>0,

estando por debajo de dicho eje en todo punto "x" tal que u(x)<0. Obviamente,
en los puntos "Xx" en que la curva "toca™ al eje de abcisas sucede que u(x)=0.

Y A Grafica de la funcion u:R a R

u(e)>0
a b !
/ ‘ © : ° "X
e u(a)<0
* ES u(a) <0 < la curva esta por "debajo" del eje OX enx =a
* Es u(b)=0, y la curva "atraviesa" al eje OXenx="Db
* Es u(c)=0, y la curva es "tangente" al eje OXenx=c
* Es u(d)=0, y la curva ni "atraviesa" ni es "tangente” al eje OXenx=d
* ES u(e) >0 < la curva esta por "encima” del eje OXenx=a

@?‘5 Ademas, y también esencial, cuando sepamos estudiar el
@?4; signo del nimero real u(x) desapareceran las dificultades
que a veces encontramos al determinar el dominio de defi-

nicién de funciones de la forma

2 f(x)=logk u(x) ; f(x)=P%/u(x)
pues:
logk u(x) eR sblosiu(x)eRyu(x)>0

PATu(x) e R s6lo si u(x) e Ry u(x)>0

.' iBrindemos por tan
é notable avance!
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FONEMATO 1.19.1

1) Estudiese el signo de la funcién u:R a R/ u(x)=x4 -10.x2 +9
2) Calculese el dominio de definicion de las funciones f:Ra Ry g:Ra R defi-
nidas como:
f(x)=logs (x4 —10.x2 +9) ; g(X)=~vx4 —10.x2 +9
SOLUCION

1) Determinemos los numeros reales "x™ cuya imagen segun la funcién polinGmica
"u" es el nUmero cero; o sea, resolvamos la ecuacion u(x)=0:

u(x)=0= x4 —10.x2 +9:O:>x:{j—j

La ecuacion x4 —10.x2 +9=0 es bicuadrada (de la forma
a.x4 +b.x2 +¢=0, siendo "a", "b" y "c" constantes, a = 0); ha-
ciendo x2 =z se transforma en una ecuacion de segundo grado:
9=x2 = x =+3
x4 -10.x2+9=0=22-10.2+9=0=z= =
1=x2 = x=41
Las cuatro soluciones de la ecuacion u(x)=0 dividen al eje de abcisas en cinco
intervalos, y u(x) tiene el mismo signo en todos los puntos "x" de cada uno de
ellos.

| - v & 1
X -3 x -1 x 1 x3x>><

Para averiguar el signo de u(x) en un intervalo concreto basta determinar el sig-
no de u(x) en un punto cualquiera de él:

% como U(—4)=(-4)4 —=10.(-4)2 +9>0= u(x)>0, vV x < -3

% como Uu(—2)=(-2)4 —=10.(-2)2 +9<0 = u(x)<0, V x (-3;-1)
%.como u(0)=04 —10.02 +9>0 = u(x)>0, V x e(-1;1)

% como U(2)=24 -10.22 +9<0 = u(x)<0, V x €(1;3)

% como u(4)=44 -10.42 +9>0=u(x)>0,V x>3

u(x)>0 | u(x)<0 | u(x)>0 | u(x)<0 | u(x)>0
| | | | | > X
X -3 x -1 x 1 X 3 X

A A A

u(-3)=u(-1)=u@)=u(3)=0

Si nuestro objetivo fuera dibujar la grafica de la funcion "u”, la informacion que

acabamos de obtener indica que la curva representativa de "u" esta por encima
del eje de abcisas si x < -3, si x €(-1;1) y si x> 3; dicha curva estd por debajo

del eje de abcisas si x €(—=3;-1) ysi x €(1;3).
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URa RZu(x)=x4-10.x2 +9

Tu(x)
u(x)>0 u(x)>0 u(x)>0
X! ¢_3 Xi _13 X 31 Xi 30 X » X
u(x)<0 u(x)<0

Observa: en los puntos x=-3,x=-1,x=1y x=3 no solo ocurre que
u(x)=0 (lo que indica que en dichos puntos hay "contacto” entre la grafica de
la funcion "u" y el eje de abcisas), también ocurre algo que en general no tiene
por qué suceder: como u(x) "cambia de signo” en x=-3,x=-1,x=1Yy
x =3, el "contacto” entre la grafica de "u" y el eje de abcisas es tal que la grafica
"atraviesa" dicho eje (lo corta).

o /I\\ o

2) Siendo f:R a R tal que f(x)=logs (x4 —10.x2 + 9)=log3 u(x), su dominio
de definicion es:

pom.f = lx est /(x) eRl]= |x e /7 ux) em, u(x)> 0 =
=Ix eR/x e(-20;-3) U(-1;2) U 3+ 0]

f:Ra R/T(x)=logs u(x)

Tf(x)

f(x) eR f(x) gR f(x) eR f(x)gR ~» f(x)eR

X 3L T }x (2R x T X

No hay curvasi x €[-3;-1]U|[1;3]
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o Siendo g:R a R tal que g(x)=x4 —10.x2 + 9 = P&u(x), su dominio de de-
finicion es:
Dom.g = Ix eR/g(x) eERq: Ix e R/ u(x) eR, u(x)zOq:
=Ix eR/x e(-o0;-3JU[-1;1]U[3;+ )]
g:Ra R/Q(X)=/u(x)
Tg(X)

g(x) eR g(x) gR g(x) eR g(x)gR ~ g(x)eR

X 3¢ X T }X 10 % 83 X » X

No hay curvasi x €(—3;—1) U (1;3)

Como la raiz cuadrada no lleva signo delante, consideramos que lleva el signo

"+ asi, si g(x)=4/U(x) €N, es g(x)=4/u(x) =0, por lo que la grafica de la
funcion "g" no esta por debajo del eje de abcisas. En los puntos x = -3, X = —1,

x =1y x =3 la funcion "g" toma el valor 0, lo que indica que en esos puntos
hay "contacto" entre dicha grafica y el eje de abcisas.

g:Ra R/Zg(X)=,/u(x)
Tg(X)
g(x)>0 g(x)>0 g(x)>0

x_m /{}XR /{X > X

FONEMATO 1.19.2

1) Estudiese el signo de la funcién u:R o R/ u(x)=x3 —9.x2 +24.x — 20

2) Calculese el dominio de definicion de las funciones f:R o Ry g:Ra R defi-
nidas como f(x)=1og7 u(x)y g(x)=+/u(x) .

SOLUCION

1) Determinemos los numeros reales "x™ cuya imagen segun la funcién polinGmica
"u" es el nimero cero; o sea, resolvamos la ecuacion u(x)=0:

ux)=0=>x3-9x2+24x-20=0=> X:{Fz) (doble)
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Las soluciones x =2y x =5 de la ecuacion u(x) =0 dividen al eje de abcisas en
tres intervalos, y u(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de cada uno de
ellos. Para averiguar el signo de u(x) en un intervalo concreto basta determinar
el signo de u(x) en un punto cualquiera de él:

* como u(0)=03-9.02+24.0-20<0=u(x)<0,V x<2
% como u(3)=33-9.32 +24.3-20<0= u(x)<0,V x €(2;5)
% como u(7)=73-9.72 +24.7-20>0= u(x)>0,V x>5
u(x)<0 u(x)<0 u(x)>0
X 2 X 5 X
u(2)=u(d)=0

Observa: si nuestro objetivo fuera dibujar la grafica de la funcion "u”, la in-
formacion que acabamos de obtener indica que la curva representativa de "u"
esta por encima del eje de abcisas si x >5, y esta por debajo de dicho eje si

X €(—00;2) ysi x €(2;5).

URa RZu(X)=x3-9.x2 +24.x-20

u(x)
(\i{(x)> 0

En el punto x=5 ocurre que u(5)=0 (= en x=5 hay "contacto" entre la
grafica de la funcion "u™ y el eje de abcisas) y ademas u(x) "cambia de signo” en
X =5, por tanto, la grafica "atraviesa" a dicho eje (lo corta).

En el punto x =2 ocurre que u(2)=0 (= en x=2 hay "contacto™ entre la
grafica de la funcion "u" y el eje de abcisas), pero como u(x) no “"cambia de
signo™ en x =2, dicha grafica no "atraviesa" a dicho eje (no lo corta).

URo RZu(X)=x3-9.x2 +24.x-20

u(x)
/\T/\/Z\\ 5 A
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2) Siendo f:Ra N tal que f(x)=log7 (x3 —9.x2 +24.x —20)=log7 u(x), su
dominio de definicién es:

Dom.f = Ix eR/f(x) Rl = |x eR/u(x) eR, u(x)> 0=
=k>< eiR/X>5p

f(x) F:Ra R/T(x)=log7 u(x)
I 5 No hay curva
| X1 six<5

e Siendo g(x)=~/x3 —9.x2 +24.x — 20 = P¥[u(x) , el dominio de definicién de

la funcién "g" es:
Dom.g = Ix eR/g(x) eSRq: Ix e R/ u(x) eR, u(x)zoq:
:Ix eER/x:Zéx>5q

g(x)T g:Ra R/Zg(X)=,/u(x)
: % {\j/\, .

No hay curvasi X e(—w0;2)U(2;5)

Como la raiz cuadrada no lleva signo delante, consideramos que lleva el signo

"+" asi, si g(x)=4/u(x) eR es g(x)=,/u(x) >0, por eso la gréfica de "g" no
esta por debajo del eje de abcisas.

En los puntos x =2y x =5 la funcién "g" toma el valor 0, lo que indica que en

dichos puntos hay "contacto™ entre la grafica de "g" y el eje de abcisas.

g(x) g Ra R/g(X)=4/u(x)

A‘\/\/\A/H(

En la grafica de la funcion "g" el punto de coordenadas
(2;9(2))=(2;0) esta "aislado™ de los demas puntos de dicha gréafica

[ 1))
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FONEMATO 1.19.3

(7 +x2).2%X (x — 6)
(1+x4).5%3+1

2) Calculese el dominio de definicion de las funciones f:Ra Ry g:Ra R defi-
nidas como:

1) Estudiese el signo de la funcion u:R a R/ u(x)=

f(x)=Lnu(x); g(x)=/u(x)
SOLUCION

1) El signo del nimero real u(x) depende del signo que tengan los nimeros reales

hi(X)=7+Xx2 ; hp(x)=2X ; h3(x)=x-6
ha(X)=1+x4 : hg(x)=51+x3

siendo evidente que:
hi(X)=7+x2>0, VXeR ; hg(x)=1+x4>0, VX eR

No lo olvides:sia>0 ‘-
es av(x) >0,V x/v(x) eR

Como también sucede que:

ha(X)=2X>0, V x eR Au(X) | Dom.u=%R
hs(x)=51+X3 >0, V x eR \/\/L/
I 0
entonces resulta un chollo, pues el 6 i)‘:(x)>
signo del numero real u(x) es el que 5 : > X

tiene el numero real h3(x)=x-6, y \/J

éste es positivo si x> 6, es negativo
Si X <6 yescerosi X=6.

En el punto x =6 ocurre que u(6)=0 (= en x=6 hay "contacto" entre la
grafica de "u™ y el eje de abcisas). Como u(x) "cambia de signo" en x =6, dicha
grafica "atraviesa" a dicho eje (lo corta).

2) Siendo f:R a R tal que
7+%2).2% (X -6
)= Ln T F X2 (x )

X)=Ln =Ln u(x
(1+ x4).51+x3 (x) \/i“\
su dominio de definicion es: | i /> "

X
Domf—leSR/f eSRq—
f(x) gR
=Ix e R/ u(x) eR, u(x >Oq— iEs) e
XGSR/X>6p

f(x) = Ln u(x

No hay curvasi X <6
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e Siendo g:R a ‘R tal que
1) = \/(7+x2).2x.(x—6) P

(14 x4).5x3+1

su dominio de definicion es:
Dom.g = Ix eR/g(x) equ: Ix eR/u(x)eR, u(x)> Oq:
=N eR/x> 6p
Com_o la raiz no IIeva_S|gnI(I) Elglaptez g(x) = Ju(x)
consideramos que lleva signo "+"; asi, si \/\/
g(x)=+/u(x) eR es g(x)=,/u(x)=0, /
6

por lo que la gréfica de "g" no esta por
debajo del eje de abcisas.

| € > X

En el punto x =6 la funcion "g" toma g(x) g:N
el valor 0, lo que indica que en x=6
hay "contacto” entre dicha gréfica y el

: : No hay curvasi x <6
eje de abcisas.

FONEMATO 1.19.4

1) Estadiese el signo de la funcion w:R oo R tal que w(x)=(x —2)4.(9 - x)
2) Calculese el dominio de definicion de f:Ra Ry g:R o ‘R tales que:

f(x)=Lnw(x); g(x)=w(x)

SOLUCION
1) El signo del nimero real w(x) depende del signo que tengan los numeros reales

ki(X)=(x=2)* ; ka(x)=9-x

Como ki(x)=(x —2)4 toma valores positivos si x =2 y se anula sélo si x =2,
el signo de w(x) es el de ko(x)=9-x, salvo si x=2, pues en este punto se
anula w(x) pero no se anula ko (x).

Resulta evidente que ky(x)=9—x toma

valores positivos 0 negativos segiin sea | 4 W(X) Dom. w =%
X<96x>09, yseanulasolosi x=9. w(x)>0

Como w(9)=0 y w(x) "cambia de sig- & Y

no" en x=9, la grafica de la funcion 2

"w" atraviesa al eje de abcisas en x =9.

Como w(2)=0 y w(x) no "cambia de

signo” en x=2, la grafica de "w" no V\/L/

atraviesa al eje de abcisas en x = 2.
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2) Siendof:R o R tal que

f(x)=Ln (x —2)4.(9 - x)=Ln w(x)
su dominio de definicion es:

Domf—IXeSR/f I)ean IXGYR/W()GSRW x)> 00| =
XeR/x<9, x;th

A F(X)=Ln w(x)

<2 L p X
f(x) R

No hay curvasi x>90si x=2

e Siendo g:R o R tal que
9(x) =/(x = 2)4.(9 - x) = Pfw(x)

su dominio de definicion es:

Dom.g = IXEm/g mq IXE‘.R/W(X)eiRW >0q—
T(XEER/X<9p

Como la raiz no lleva signo delante, consideramos que lleva el signo "+"; asi, si

g(x)=+/w(x) eR es g(x)=,/w(x) >0, por lo que la grafica de la funcion "g"
no esta por debajo del eje de abcisas.

En los puntos x =2y x =9 la funcién "g" toma el valor 0, lo que indica que en
dichos puntos hay "contacto" entre dicha grafica y el eje de abcisas.

A 9(Xx) = /w(

Vi /\[\),\

> X

g(x) g R

No hay curvasi x >9
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FONEMATO 1.19.5
Estudiese el signo de las siguientes funciones:

1) f1:Ra R/f(X)=2.x2 -14.x+10
2) foRa R/fr(X)=x2 -6.x+9

SOLUCION

Las seis funciones dadas son polinomios de grado 2, y todo el mundo sabe que si
f(x)=a.x2 + b.x + ¢ (siendo "a", "b" y "c" constantes y a = 0), la grafica de "f" es

) f3:Ra R/f3(X)=x2+x+1

4) fg:Ra R/If4(x)=-x2 +4.x
) f5:Ra R/f5(X)=-x2 +2.x-1
) fe:Ra R/fg(x)=-2.x2 +2.x-1

una parabola con los "cuernos" hacia arriba o hacia abajo segun sea a>0 6 a<0.

Independientemente de como tenga los "cuernos”, las soluciones de la ecuacion
a.Xx2 +b.x +¢=0 nos diran si la pardbola y el eje de abcisas se "tocan™ o no; en

concreto:

1) Si la ecuacion a.x2 +b.x+c=0 tiene dos soluciones reales y distintas
X =Xp Y X = X1, la parabola corta al eje de abcisas en esos puntos.

2) Silaecuacion a.x2 +b.x +c¢ =0 tiene una raiz real doble x = X, la pardbola

es tangente al eje de abcisas en ese punto.

3) Sila ecuacién a.x2 + b.x +¢=0 carece de raices reales, la parabola no "to-

ca" al eje de abcisas.

f(x)=a.x2+b.x+c ; casoa>0

AT(X) AT(X)

..

\/ > X

f(x)=a.x2 +b.x+c ; casoa<0

AT(X) AT(X)

AT(X)

» X

ANV N
/)

Tema 1: Funciones reales de variable real

» X

53



1) La grafica de la funcién f{:R o R tal que f1(x)=2.x2 —14.x +10 es una pa-
rabola con "cuernos™ hacia arriba (el coeficiente de Afy(X)
X2 es positivo). Como las soluciones de la ecuacion
2.X2 —14.x +10=0 son reales y distintas (x=2y
X =5), la parabola corta al eje de abcisas en esos pun-

tos, por lo que fi(x)>0 si x<2 o0 si x>5,y 5 » X
f1(x) <0 si x €(2;5). %

2) La grafica de la funcion fo:R a R tal que

fo(X)=%x2 -6.x+9

es una parabola con "cuernos” hacia arriba (pues el 120
coeficiente de x2 es positivo). Como la ecuacion
X2 —6.x +9=0 tiene una raiz real doble (x=3), la
parabola es tangente al eje de abcisas en ese punto, | > X
por lo que f5(x)>0 si x#3,y fo(x)=0si x =3 3
3) La grafica de la funcion f3:R o ‘R tal que
f3(X)=x2 +x+1
es una parabola con los "cuernos™ hacia arriba (pues el f3()
coeficiente de x2 es positivo). Como la ecuacion
X2 +Xx+1=0 carece de raices reales, la parabola no
“toca" al eje de abcisas, por lo que f3(x)>0 para todo > X
valor de "x".

4) La grafica de la funcion f4:R o R tal que
— _x2

es una parabola con los “cuernos” hacia abajo (pues el

coeficiente de x2 es negativo). Como las soluciones de

—X2 +4.x=0 son reales y distintas (x=0y x=4) la
' . : ) > X

parabola corta al eje de abcisas en esos puntos; asi, 0 4\

fa(X)>0si x €(0;4),y fz(x)<0si x<0osix>4.

5) La grafica de la funcion f5: R o R tal que

fs(X)=—x2 +2.x -1 Afs(x)
es una parabola con los "cuernos” hacia abajo (pues el

coeficiente de x2 es negativo). Como sucede que la » X
ecuacion —x2 +2.x —1=0 tiene una raiz real doble m

(x =1), la parébola es tangente al eje de abcisas en ese
punto; asi, f5(x)<0 si x=1,y f5(x)=0 si x =1
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6) La gréafica de la funcion fg: R o R tal que
fe(X)=-2.x2 +2.x -1
es una parabola con los "cuernos” hacia abajo (pues el
coeficiente de x2 es negativo). Como la ecuacion
—-2.X2 +2.x —1=0 carece de raices reales la parabola
no "toca" al eje de abcisas, por lo que fg(x) <0 para todo valor de "x".

TfG(X)

> X

Toma buena muy nota del asunto de
las parabolas, porgue seran innume-
rables las veces que estudiaras el
signo de un polinomio de grado 2.

No es de recibo que para estudiar el signo de Lo pagaras
f4(X)=-x2 +4.x (polinomio de grado dos) necesi- e
tes montar el siguiente "pollo™:

—x2 +4.x:0:>x:{2

iA mi
plim!

y después asignes a "x" un valor concreto en cada
uno de los intervalos (—0;0), (0;4) y (4,+ ):
#f4(-2)=—(-2)2 +4.(-2)<0=f4(x)<0,V x<0
#f1(1)=-12+4.1>0= f4(x)>0,V x €(0;4)

#f4(5)=-52 +4.5<0=f4(x)<0,V x>4

FONEMATO 1.19.6
Determinese el dominio de definicion de las siguientes funciones:
1) fi:Ra R/f(X)=Ln(x2 -4)

2) f:Ra R/fp(x)=4-x2+2.x+3
3) f3:Ma R/f3(x)=log7 (X2 —2.x+2)

SOLUCION
1) Como f1(x)=Ln (x2 —4)=Ln uy(x), es:
Dom.f; = |x eR/f(x) eRl]= | eR/ ug(x) R, ug(x)> 0=
=IXxeR/ X e(-0;-2)U(2;+ oo)q

La grafica de uq(x)=x2 —4 es una parabola con cuernos hacia arriba (pues el

coeficiente de x2 es positivo) que corta al eje de abcisas en los puntos
X=2yx=-2 (puesx2 —-4=0=x=2 6 x=-2). Por tanto, es uy(x)>0
solosi x<-20x>2.
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2) Como fo(X)=/-x2 +2.x + 3 =Pu,(x), es:
Dom.f, = Ix eR/fr(x) eﬂ%qz Ix eR/ur(x) eR, uz(x)zoq:
|xensx el-1;3()

La grafica de up(x)=—x2 +2.x + 3 es una parabola con cuernos hacia aba-

jo (pues el coeficiente de x2 es negativo) que corta al eje de abcisas en los
puntos x =-1y x =3, (pues —x2 +2.x+3=0=>x=-16x =3).
Por tanto, es uy(x) >0 solo si x €[-1;3]

3) Como f3(x)=1log7 (X2 —2.x +2)=Ln uz(x), es:
Dom.f3 = Ix e R/ 1f3(x) eSRq: Ix e R/ uz(x) eR, U3(X)>0q= R

La grafica de u3(x)=x2 —2.x +2 es una parabola con cuernos hacia

arriba (pues el coeficiente de x2 es positivo) que no "toca" al eje de abci-
sas (pues x2 —2.x+2=0= x ¢R). Por tanto, es u(x)>0,V x eR

FONEMATO 1.19.7
1) Estldiese el signo de u:R o R tal que u(x)=(x + 2)/(x3 — 7.x2 +10.x)
2) Calculese el dominio de definicion de f:9R o Ry g:R a R tales que:

f(x)=Lnu(x); g(x)=+/u(x)

SOLUCION
1) El signo del nimero real u(x) depende del signo que tengan los nimeros reales

ki(X)=x+2 ; ko(x)=x3-7.x2 +10.x

Determinemos los valores de "x" que anulan a kq(x) oa ko (x):

Ki(X)=x+2=0=>x=-2

0
kKo(X)=x3 -7.x2+10.x=0= x=$g

Los puntos x =-2,x=0,x=2Yy x =5 dividen al eje de abcisas en cinco inter-
valos, y u(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de cada uno de ellos.
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Para averiguar el signo de u(x) en un intervalo concreto basta determinar el sig-
no de u(x) en un punto cualquiera de él:

* como u(—3) = S 7-i3322+10-(—3) >0= u(x)>0,V x<-2

* como u(-1)= 13- 72}52210_(_1) <0=u(x)<0,V xe(-2;0)
* como u(l) = E _71I22+ 10.1>0 — u(x)>0,V x €(0:2)

* oMo u(3) = —73.3+22+1o.3 <0= u(x)<0, V x €(2:5)

* oMo u(6) = - 7?;22+10.6 >0= u(x)>0,V x>5

u(x)>0 | u(x)<|0 | u(x)>0 | u(x)<0I | u(x)>0

| | |
X -2 x 0 X 2 X 5 X >X

u(-2)=0 La funcion "u" no esta definidaen x=0,x =2y x =5,
pues el denominador de u(x) se anula en esos puntos

Au(x)=(x+2)/(x3 -7.x2 +10.x)

X| > X

2 X 0V X

Dom.u=|x eiR/X;tO,X;ﬁZ,X;tSq

5

En el punto x=-2 ocurre que u(x)=0 (= en dicho punto hay "contacto"
entre la grafica de la funcién "u" y el eje de abcisas) y u(x) "cambia de signo™ en
x =-2 (= lagréfica de "u" atraviesa dicho eje).

2) Siendo f:R o N tal que f(x)=Ln u(x), sudominio de definicion es:
Dom.f = Ix eR/1(x) equ: Ix e R/ u(x) eR, u(x)>0q=
Nxensx &(-0;-2) U (0;2) L (5;+ )]
e Siendo g:R o N tal que g(x)=PX/u(x), su dominio de definicion es:
Dom.g = Ix eR/9(x) equ: Ix e R/ u(x) eR, u(x)zoq:
_|x ensx &(~o0;-2]U (0;2) U (5;+ )]
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FONEMATO 1.19.8
Estldiese el signo de la funcion f:R o R tal que f(x)=x3/(4 — x2)
SOLUCION

Como el signo del namero real f(x) depende del signo que tengan los nimeros
reales ki(x)=x3 y kp(x)=4 — x2, determinamos los valores de "x" que anulan a
k1(x) o a ko(x):

k1(x)=x3 =0= x =0 (triple)
ko(X)=4-x2=0=x=%2

Los puntos x =-2,x =0y x =2 dividen al eje de abcisas en cuatro intervalos, y
f(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de cada uno de ellos. Para averiguar
el signo de f(x) en un intervalo concreto basta determinar el signo de f(x) en un
punto cualquiera de é€l:

* como f(-3)=27/5>0=f(x)>0,V x<-2
* como f(-1)=-1/3<0=f(x)<0,V x e(-2;0)
* como f(1)=1/3>0=1f(x)>0,V x €(0;2)
* como f(3)=-27/5<0=f(X)<0,V X €(2;+ »)

f(x)>0 If(x)<0 If(x)>0 | f(x)<0
| | | L X

X -2 x 0 X 2 X

Es f(0)=0, y "f" no estd definidaen x =-2y x=2, pues
el denominador de f(x) se anula en esos puntos

En el punto x =0 ocurre que f(0)=0 (= en dicho punto hay "contacto” entre la
gréfica de la funcion "f" y el eje de abcisas) y f(x) "cambia de signo” en x=0 (=
la grafica de "f" atraviesa dicho eje).

Con una funcién tan tontorrona como nuestra "f" debes ser capaz de estudiar
el signo de f(x) sin necesidad de montar el "pollo" precedente: como el nume-

rador x3 es positivo 0 negativo segiin que x>0 6 x <0 y el denominador
4 — x2 es negativo o positivo segiin que |x|>2 6 [x|<2, el signo de f(x) se
determina en un periquete:

X3 — (|) + » X
4 — x2 _2| hl 2| — » X
N
fx) 2 0 2 > X

Tema 1: Funciones reales de variable real 58



FONEMATO 1.19.9
Estadiese el signo de la funcion f:9R a R en los siguientes casos:

X —x2
L R EILO R e

SOLUCION

1) Si f(x)=(x —2)/(x2 —16), como el numerador x —2 es positivo 0 negativo
segiin que x>2 6 x <2 y el denominador x2 —16 es positivo o negativo se-
gln que [x|>4 6 |x|<4, el signo de f(x) se determina en un periquete:

X—-2 — | T > X
- 2
+ | - |+
2 _
Xz —16 " A > X
f - | + | - +
) 4 2 4 > X

Asi, la grafica de "f" esta por debajo del eje de abcisas si x <—4 o0si x €(2;4), y
esta por encima de dicho eje si X e(—4;-2) osi x > 4.

En el punto x =2 ocurre que f(2)=0 (= en dicho punto hay "contacto" entre
la gréfica de la funcion "f" y el eje de abcisas) y f(x) "cambia de signo™ en
x =2 (= lagrafica de "f" atraviesa a dicho eje). La funcion "f" no esta definida
en los puntos x =4 y x =—4, pues en ellos se anula el denominador.

2) Si f(x)=eX.(16 — x2)/(x2 —4), sucede que el factor eX siempre toma valores
positivos, el factor 16— x2 es positivo o negativo segln que |x|<4 6 |x|>4,
y el factor x2 — 4 es positivo o negativo segtin que |x|>2 6 |x|<2. Por tanto,
el signo de f(x) se determina en un periquete:

| + | -

16 — x2 2 4 > X
2 L I B > X
X —4 5 2
f(x) S I I I > X
4 2 4

Asi, la grafica de "f" estd por encima del eje de abcisas si x €(—4;-2) y si
X €(2;4), y estd por debajo de dicho eje si X <—4,si X €(-2;2) y si X > 2.

La gréfica de "f" corta al eje de abcisas en los puntos x=—-4y x =4, pues
f(—4)=1(4)=0 y f(x) "cambia de signo™ en dichos puntos. La funcion "f" no
esta definida en los puntos x =2y x =—2, pues en ellos se anula el denomina-
dor.

Tema 1: Funciones reales de variable real 59



FONEMATO 1.19.10
Estudiese el signo de la funcion f:R a. R en los siguientes casos:

— — X2 2 _
D00~ s D00 e 0= 2 s

SOLUCION
1) Si f(x)=(1-x)/(x2 +2.x —3), como el numerador 1- X es negativo o positi-
vo seglin que x>1 6 x <1,y el denominador u(x)=x2 + 2.x — 3 es negativo si
e(~1;3) y positivo si x<—-1 6 x>3 (pues u(x)=x2 +2.x — 3 es una para-

bola con "cuernos" hacia arriba que corta al eje de abcisas en los puntos
x=-1y x=3), el signo de f(x) se determina en un periquete:

+ | -
1-x 1 > X
X2 +2.x-3 - - | > X
: -1 3
f +] - | + |
*) — 1 3 "X

Asi, la grafica de "f" esta por encima del eje de abcisas si x < -1 0si X €(1;3), ¥
esta por debajo de dicho eje si x €(-1;1) osi x> 3.

En el punto x =1 ocurre que f(1)=0 (= en dicho punto hay "contacto" entre
la grafica de la funcidn "f" y el eje de abcisas) y f(x) "cambia de signo™en x =1

(= la gréfica de "f" atraviesa dicho eje). La funcion "f" no esta definida en los
puntos x = -1y x =3, pues en ellos se anula el denominador.

2) Si f(x)=(7-x2)/(x2 +x +1), como el factor u(x)=x2 + x +1 sélo toma va-

lores positivos (u(x)=x2 +x +1 es una parabola con “cuernos" hacia arriba
que no corta al eje de abcisas, pues u(x)=0 carece de soluciones reales), el sig-

no de f(x) es el de 7—x2, que es positivo si |x|<+/7 y negativo si |x|>+/7.
Asi, la grafica de "f" estd encima del eje de abcisas si \x \ <+/7, y est4 debajo de
dicho eje si \x\ > /7. Dicha gréfica corta al eje de abcisas en x = —/7y x=4/7,
pues f(—/7)=f(~/7)=0y f(x) "cambia de signo" en dichos puntos.

3) Es f(x)=(x2 —2.x + 5)/(—x2 +4.x-5)<0, pues u(x)=x2 —2.x +5 siempre
es positivo (u(x)=x2 —2.x +5 es una parabola con "cuernos" hacia arriba que
no corta al eje de abcisas, pues u(x)=0 carece de soluciones reales), y
V(X)=—x2 +4.x —5 siempre es negativo (v(X)=—x2 +4.x —5 es una parabo-
la con "cuernos” hacia abajo que no corta al eje de abcisas, pues v(x)=0 carece

de soluciones reales). Por tanto, la grafica de "f" esta por debajo del eje de abci-
sas en todos los puntos.
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