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1.8 PRIMITIVA DE UN
COCIENTE DE POLINOMIOS

Para determinar la primitiva de un cociente de polinomios
P(X)/Q(x), lo expresaremos como suma de "fracciones simples"
cuya "estructura” seré de alguna de las siguientes tres formas:

A . A . Ax+B

—a ' (x—a)k ' (x—a)2 + b2
siendo constantes "A", "B", "a" y "b", y siendo "k™ un nimero natural. Hecha la
descomposicion, obtendremos la primitiva de P(x)/Q(x) al sumar las primitivas
de las distintas fracciones simples, que son muy faciles de calcular:

o] A _dx=ALn|x-a
X—4a

A A ks
d (x —a)k’ d)? k- d) kit

'Z A.X +B :Z A.(a+b.z)+BbdZ:
(x —a)2 + b2’ A b2.22 +b2
X—a=bz=x=a+bz=dx=hbdz

A.a+B dz 2.dz
= . AI =
b Z 72 +1+ Z 72 +1

=A'ab+Barctgz+—Ln‘22+1‘

.2

_Aa+B A X—a
== arctg( )2Ln b +1

deshacemos el cambio de variable: x —a=b.z=z=(x—-a)/b

Fracciones simples

Sea P(x)/Q(x) un cociente de polinomios. Sin perder generalidad, supondremos

que el coeficiente del término de mayor grado del denominador es la unidad. Para
descomponer P(x)/Q(x) en suma de fracciones simples, trabajamos asi:

1) Si el grado del numerador es inferior al del denominador, pasamos a 3).
2) Si el grado del numerador es mayor o igual que el del denominador dividimos
los dos polinomios; siendo C(x) el polinomio cociente y R(x) el polinomio re-

sto, obtendremos:

P(x) R(x)

5 =C(X)+ ==

Q) ~ Q)
A continuacion descompondremos el cociente R(x)/Q(x) en suma de fraccio-
nes simples, pero ahora el grado del numerador R(x) seré inferior al de Q(x).
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3) Determinamos los valores de "x" que anulan al denominador Q(x) (esto es, re-
solvemos la ecuacion Q(x)=0), y comprobamos que ninguno de ellos anula

también al numerador.

Si el numerador y el denominador se anulan cuando x =a entonces podremos
dividir ambos por el factor "x —a"; por ejemplo:

x2-3x+2_ (x-1).(x-2) _ (x-2)
X3 — X 4 X.(Xx=1).(x+1) x.(x+1)
el numerador y el denominador se anulan si x =1

4) Conocidas las raices del denominador, efectuamos la descomposicion en frac-
ciones simples de acuerdo al siguiente criterio:

v  Cada raiz real x =a multiple de orden "n" de la ecuacion Q(x)=0 contribuye a
la-descomposicién en fracciones simples con los siguientes "n™ sumandos:

AL, A Az . Ana An
(x—a)"  (x—a)h-1 (x—a)n-2 7 (x-a)2 (x-a)
donde A1, Ao, ...., A son constantes desconocidas.

Por ejemplo, si X =3 es raiz cuadruple de Q(x) =0, su contribucion a la des-
composicion en fracciones simples es:
A1 As Aj Ay
+ + +
(x=3% (x=3)8 (x-32 (x=3)

v Cada par x =a £ i.b de raices imaginarias simples de la ecuacion Q(x) =0 con-

tribuye a la descomposicion en fracciones simples con un sumando de la forma
AX+B
(x —a)2 + b2

donde Ay B son constantes desconocidas.

Por ejemplo, si X =2+ 3.i es un par de raices imaginarias simples de la ecua-
cion Q(x) =0, su contribucidn a la descomposicion en fracciones simples es:

A.X+B
(x —2)2 +32

5) La ecuacion Q(x)=0 tendra "k" raices (reales o imaginarias) si el denominador

Q(x) es de grado "k"; por tanto, al hacer la descomposicion en facciones simples
se introduciran en el problema "k™ constantes desconocidas. Para calcularlas re-
duciremos a comun denominador las fracciones simples e identificaremos los
numeradores a ambos lados del signo de igualdad; asi obtendremos una ecua-
cion en la apareceran las "k™ constantes. A partir de dicha ecuacion, dando "k"
valores particulares a la variable "x" obtendremos el valor de las k™ constantes.
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Muchas veces deberas resolver una
ecuacion f(x)=0, donde f(x) es un po-
linomio; o sea, deberas determinar
los valores de "X" que cumplen la
condicion f(x)=0. De esos valores de
"X" se dice que son las "soluciones" o
"raices"” de la ecuacion f(x)=0.

1) Si el polinomio es de grado 1 (o sea, f(x)=a.x + b, donde "a" y "b" son cons-

tantes y a # 0), la ecuacion f(x)=0 tiene una Unica solucion, y su calculo es
asunto facil: ax+b=0=ax=-b= x=-b/a

2) Si el polinomio es de grado 2 (o sea, f(x)=a.x2 + b.x +c, donde "a", "b" y "c"
son constantes y a = 0), la ecuacion f(x)=0 tiene 2 soluciones o raices, y las
calcularemos usando la "“formulita” hiperfamosa que todos conocemos:

—b++b2 —4.a.c

2.4

ax2+bx+c=0=x=

Por ejemplo:

—(=5)+ ./(-5)2 —4.2.3 3/2
2.X2 -5x+3=0=x= (=5)£+(-5) =5i1=$

2.2 4 1

e Ojo!, si el coeficiente de "x" (o sea, "b™) es un nuamero par (por ejemplo,
b =2.k), hay otra "formulita” mas comoda y rapida:

—(2K)+4J(2K2 -4ac _k+K2 _ac

ax2+2kx+c=0= x= =

2.a a
Por ejemplo:
_ 2 _ _
v 1x2 +6x+5=0= x= 32N _ g4 p {71
A

iqué suerte!, el coeficiente de "x" es par (2.k=6 = k=3) =
— usamos la "formulita” comoda

—(=2) +4/(-2)2 - 113
v 1.x2—4.x+13:Oi>x: (=2) (1 ) =2++-9=
iqué suerte!, el coeficiente de "x" es par (2.k=-4 = k=-2)=
= usamos la "formulita” comoda

:2i1/(-1).9:Zi\/—_l.\@zzia\/—_l;zis.i

el nUmero +/—1 no es "real”, se llama
"unidad imaginaria” y se denota "i"
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e Si el "término independiente” de la ecuacion es el numero cero (o sea, ¢=0)
no necesitaremos ninguna formulita, y podremos apostar la vida a que una de las
soluciones de la ecuacion es x =0.

x=0

ax2+hbx=0= x.(ax+hb)=0 ? {a.x+b=0 — x=—b/a

para que un producto de dos nimeros sea 0 basta que alguno de ellos sea 0

Ensgeneral, si "f* es un polinomio de grado "n" (superior a 2),
el"calculo de las "n" soluciones de la ecuacion f(x)=0 es un
gran“petardo, pues no hay ninguna "formulita" que nos re-
suelva la papeleta. No obstante, en todos los casos que
encentremos (normalmente sera N =3 0 n =4), el polinomio
f(x)"estara "preparado” para que las soluciones sean nume-
rosenteros .... y Ruffini nos permitira determinarlas.

FONEMATO 1.8.1 (RAICES ENTERAS)

Resuélvase la ecuacion f(x) =0, siendo f(x)=2.x> —10.x3 +8.x
SOLUCION

Debemos determinar los valores de "x" que satisfacen la ecuacion (condicion de
igualdad) f(x)=0. Como f(x) es un polinomio de grado 5, la ecuacion en cuestion

tiene 5 soluciones, pudiendo estar "repetidas™ algunas de ellas.

iQué suerte!, como el término independiente de la ecuacién
es 0, apostamos tranquilamente un brazo a que x =0es una
de las soluciones:

x=0

o 3 = 4 _ 2 =
2.x° —10.x°> +8.x =0 = x.(2.x* —10.x +8)_O:>$2.x4—10.x2+8:0

Ahora hay que resolver la ecuacién 2.x4 —10.x2 +8=0, y de nuevo tenemos
suerte de cara, pues como la suma (2-10+8) de los coeficientes es
0, apostamos tranquilamente la vida a que X =1 es una de
las soluciones, lo que garantiza que el polinomio g(x)=2.x4 —10.x2 +8 es

divisible por x —1 (con la Regla de Ruffini calcularemos los coeficientes del poli-
nomio h(x) obtenido como cociente de dicha division):

coeficientes de g(x)

v
|2 0 -10 0 8]
Xx=1 2 2 -8 -8
| 2 2 -8 -8 [0]
) )

coeficientes de h(x) = g(x)/(x —1) | | resto
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Asi, es h(x)=g(x)/(x =1)=2.x3 +2.x2 —8.x — 8, 0 sea;
g(x)=(x —1).h(x) = (x —1).(2.x3 + 2.x2 —8.x — 8)
En consecuencia:
-1=0= x=1
- _ 3 2 _gy_8)\_ X
g(x)=0 = (x=1).(2.x5+2.x4 -8x-8)=0 = $2.x3 %2 8% 820

Ahora debemos resolver la ecuacion h(x)=2.x3 +2.x2 —-8.x —8=0; como la
suma (2 + 2 —8 —8) de sus coeficientes no es 0, podemos apostar una pierna a que
X =1 no es una de sus soluciones. Si la ecuacion tiene raices enteras

deben ser divisores del término independiente -8, yrcomo los
divisores de -8 son 1,-1,2,—2,4,—4,8y —8, debemos armarnos de paciencia

e ir probando con todos (excepto el 1, pues sabemos que x =1 no es solucién de
2.x3 +2.x2 —8.x —8=0), rezando para que alguno de ellos sea solucidn.

Es h(2)=223+222-82-8=0, lo que garantiza que x=2 es solucién de
h(x)=2.x3 +2.x2 —8.x —8=0 y que el polinomio 2.x3 +2.x2 —8.x —8 es divi-
sible por x — 2; la Regla de Ruffini nos permite calcular los coeficientes del polino-
mio t(x) obtenido como cociente de dicha division:

coeficientes de h(x)

v
12 2 -8 -8
X =2 4 12 8
2 6 4] [0
) )

coeficientes de t(x) = h(x)/(x —2) | | resto

Asi, es t(x)=h(x)/(x —2)=2.Xx2 +6.X + 4; 0 sea:
h(x)=(x —2).t(x) = (X = 2).(2.X2 + 6.X + 4)
En consecuencia:
X-2=0=x=2
h(x)=0 = (x-2).(2Xx2 +6.x+4)=0 = $

2.X2 +6.x+4=0
Y las soluciones de la ecuacion 2.x2 +6.x +4 =0 son:
_—3++32-24 _ —311:{—1
2 2 —2
En definitiva, siendo f(x)=2.x>—-10.x3 +8.x, las soluciones de la ecuacion
f(x)=0son x=0,x=1,x=2,x=-1y x=-2; el que asi sean las cosas nos per-
mite escribir la descomposicion factorial del polinomio f(x):
f(x) :%(x —0).(x=1).(x=2).(x +1).(x +2)

X

el "2" es el coeficiente del término de mayor grado de f(x)
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Raices multiples

Si el polinomio "f* es tal que f(x)=(x —a)K.p(x), siendo el polinomio p(x) tal
que p(a)=0, se dice que "a" es una raiz multiple de orden "k" de la
ecuacion f(x)=0.

Por ejemplo:

f(x)=x6-9.x4=0=x4.(x2-9)=0=

x4 =0 = x =0 (cuadruple)
X2 -9=0=x=143

Por tanto, las 6 raices de la ecuacion f(x)=x6 —9.x4 =0 son:
x =0 (cuadruple) ; x = 3 (simple) ; x = =3 (simple)

La descomposicion factorial es f(x)=x6 —9.x4 = x4.(x — 3).(x + 3).

FONEMATO 1.8.2 (RAICES FRACCIONARIAS)

Resuélvase la ecuacion f(x)=0, siendo f(x)=12.x3 —4.x2 —-3.x +1

SOLUCION

La ecuacion 12.x3 —4.x2 —3.x +1=0 carece de raices enteras, pues ningun divi-
sor del término independiente "1" es solucion. Si la ecuacion admite
raices fraccionarias de la forma "m/n" (siendo "m" y "n" nua-
meros enteros y "n" distinto de O y de 1), entonces "m" es
divisor del término independiente (el nUmero 1 en nuestro caso) y
"n" es divisor del coeficiente del téermino de mayor grado (el
nimero 12 en nuestro caso); asi, las Unicas raices fraccionarias que puede tener la
ecuacion dada son:

1..1.1..1.1. 1.
4

1. 1. 1.1
2' 2’3" 3'4° ‘6’ 6'127 12
Ahora hay que armarse de paciencia e ir probando una, rezando para que alguna
sea solucion de 12.x3 —4.x2 -3 x+1=0 ... y tenemos suerte, pues x =1/2 es
solucion, ya que 12. (1/2)3 - 4.(1/2)2 - 3.(1/2) +1=0.

1. 1.1 1

12.x3 —4.x2 =3.X+1_ 19 .2 B
X (172) =12.X¢ +2.Xx -2

Como las soluciones de 12.x2 +2.x —2=0 son x=1/3y x =-1/2, es:

12.x3 —4.x2 =3 x+1=12.(x —%).(x —%).(x +%)

Mediante Ruffini obtenemos

FONEMATO 1.8.3 (RAICES IMAGINARIAS)

Resuélvase la ecuacion f(x) =0 en los siguientes casos
1) f(x)=x6+64 ; 2)f(x)=x6-64

SOLUCION
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1) Ninguna de las 6 raices de la ecuacion es real: x6 +64 =0 = x =8-64 ¢ R

e Para calcular &-64 consideramos al nimero —64 como miembro del conjunto
de los nimeros imaginarios (de la forma a + b.i, siendo i=+/-1); asi, —64 es el
numero imaginario —64 + 0.i, cuyo modulo es 64 (el médulo de a+h.i es

Va2 +b?2) y cuyo argumento es 7 (el argumento de a + b.i es arc tg g).

Un ndmero imaginario no nulo con médulo "r"y argumento "6" posee
"n" raices n-ésimas distintas, que tienen como maddulo la raiz n-ésima
de "r", y sus respectivos argumentos son:

0.0,,m.08,4%.0,6%. .8, on-1T
K n'n “n’'n n’'n n n n

En nuestro caso es n==6; por tanto, el nUmero —64 (para el que r=64 y
0 =) tiene 6 raices sextas distintas, que tienen como méddulo la raiz sexta de
64 (0 sea, 2), y cuyos argumentos son:

T . T.T T . T . T
6+26’6+46’6+6'6’6+86’6+106

.
6
O sea: % % 5, g 7. g 3Ly 11 : asf, teniendo en cuenta que si un nimero

imaginario "x" tiene modulo ™y argumento "0" es x =r.(cos O + i.sen 0), las
6 raices sextas de —64 (0 sea, las 6 soluciones de la ecuacién x6 + 64 = 0) son:

J3 01 .
X =2.(c0s & +isen &)= 2.(7+§.|)—\/§+1.I
x:2.(cos%+i.sen2) 2.0+10)=0+2.i
2(cos%"+|sen5%)_2.(—§+%.i):—\/§+1.i
_2(cos 1T Tny_p( N3 _1lih__/3_1;
x=2.(cos L +isen F)=2,(-"5 ~5.0)= J3-1]
x:z(am%§+|wn%;y_zw—xn:O—zj
2(cos%+|sen%)_2.(\/2_ Lih=y3-1i

2)Si x6—64=0=x="864, y para calcular §64 consideramos 64 =64 + 0.,
cuyo modulo es 64 y cuyo argumento es 0.

Las seis raices sextas de 64 tienen como maodulo la raiz sexta de 64 (0 sea, 2), y
sus respectivos argumentos son:

0. 0 nt.0 n.0,,mt.0,oqm.0 b1
66726 6746 696 6785 5710%

O sea: 0, % 2.%, T, 4% y % por tanto, las seis raices sextas de 64 son:
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=2.(cos0+1isen0)=2.(1+0.i)=2
_ T isen Eyoo (L A3 iy
x—2.(cosg+|.sen3)—2(2 5 i)=1++/3.i
2n 2n 1,985 i
=2.(cos - +lsen ) = 2.(= 5+ 57.1) 1+/3.]
=2.(cost+isenm)=2.(-1+0.i))=-2
An Any_o 1l N3 w__1_ /3
=2.(c0s “F +isen ") =2,(~5 —5"i) = -1 V3.
2(cos%“+|sen—) 2(1—£ =1-+/3.]

FONEMATO 1.8.4 (RAICES REALES SIMPLES)

7.x-10 _ 3 4 _
Z X2—3_X+2.dX$Z m.dx-l-z m.dx—

El numerador es de grado inferior al denominador.
Determinamos las raices del denominador:;

x=1
X=2

x2—3.x+2:0:>§ w:x2—3.x+2:(x—1).(x—2)

Descomposicion en fracciones simples:
7.x—10 A B
= + I
X2 -3x+2 x-1 2 (0

Calculo de las constantes
e Reducimos a comdn denominador en el segundo miembro de (I):

7x-10 _A(x-2)+B.(x-1) (an
X2 -3x+2  (x=1).(x-2)

Al igualar los numeradores de (1), resulta:
7.X=10=A.(x —2)+B.(x =1) (1)
Al hacer x =1 en (I11):
71-10=A(1-2)+0=>A=3
Al hacer x =2 en (l1):
72-10=0+B.(2-1)=B=4

7x-10 _ 3 , 4
X2 -3x+2 x—-1 x-2

En definitiva:

Ninguna de las raices del denominador lo es también del numerador.

=3Ln|x-1|+4Ln|x-2|+C
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FONEMATO 1.8.5 (RAICES REALES SIMPLES)

_x=8  gx-7 3 4x-] -2 gx= _ _
/ - —x—2'dx$z X / O 3Ln|x+1|-2Ln|[x-2[+C
e El numerador es de grado inferior al denominador.
e Determinamos las raices del denominador:

x2—x—2:0:>{XX::_21}:>x2—x—2:(x+1).(x—2)

e Ninguna de las raices del denominador lo es también del numerador.
e Descomposicion en fracciones simples:
X2X_X8_2 - X'j-l-i_ X?Z (I)
Calculo de las constantes
e Reducimos a comdn denominador en el segundo miembro de (I):
Xx—8 _ A(Xx—2)+B.(x+1) (an
X2 — X —2 (x+1).(x —2)
Al igualar los numeradores de (1), resulta:
X—=8=A.(x-2)+B.(x+1) (Il
Al hacer x=-1en(lll): -1-8=A.(-1-2)+0=>A=3
Al hacer x=2en(lll): 2-8=0+B.(2+1) = B=-2

x-8 _ 3 2
X2 —x—2 X+1 x-2

En definitiva:

FONEMATO 1.8.6 (RAICES IMAGINARIAS SIMPLES)
Z 3X+4 dx—z 3.X+4

: dx =
X2 —2.X+5 4 (x —1)2 + 22 X

e El numerador es de grado inferior al denominador.
e Determinamos las raices del denominador:
X2 —2X+5=0=>x=1++/-4=142/-1=1+2i
e Nuestro cociente de polinomios ya esta descompuesto en
fracciones simples; el que las dos raices del denominador sean
X =1+ 2.i nosindica que x2 —2.x +5=(x —1)2 + 22,

l X=1=2z2=>x=1+2z2=>dx=2.dz
vy 3d+27)+4, 0 77 _dz zdz _7 3 2 L\ 1l=
=] 27 571 22 .2.dz_2.z 22+1+3.Z 22+1—2.arctgz+2.Ln‘z +1|=
_7 x=1.3 x—=1y
;z.arctg( 5 )+2.Ln‘( 5 ) +1‘+C
deshacemos el cambio de variable: x —1=2.z= z= XT_l

Tema 1: Calculo de Primitivas 57



FONEMATO 1.8.7

Z x4 —7.x3 +17.x2 —22.x +14
X3 —7.x2+14.x-8

dx =

=Z(x+ 1 1, 1 ).dx =

? Xx-1 x-2 x-4
e Como el numerador es de grado > que el denominador, dividimos:
X4 —7.x3+17.x2 - 22.x +14 | X3 -7.x2+14.x -8

—x4 +7.x3 —14.x2 +8.x "X

3.x2 —14.x + 14
Asf o X2 —7.X3 +17.x2 -22.x+14-8 _, . 3x2-14.x+14
X3 —7.x2+14.x-8 X34 4. %5 414 %438
k(x)

Ahora descomponemos el cociente k(x), cuyo numerador es de grado inferior
al denominador.
e Determinamos las raices del denominador:
x=1
X3 —7.Xx2 +14.x -8 = X:L21 =
X =

= X3 -7.x2 +14.x-8=(x—1).(x —=2).(x — 4)
e Ninguna de las raices del denominador anula al numerador de k(x).
e La descomposicion de k(x) en fracciones simples:

3x2-14x+14 _ A B C
X3 _7x2+14x-8 X—-1 x-2 x—4 (1)

Calculo de las constantes

e Reducimos a comun denominador en el segundo miembro de () e igualamos
los numeradores:

3.X2 —14.x +14 = A.(Xx=2).(x=4) + B.(x=1).(x—4) + C.(x-1).(x=2) (1)
Alhacer x=1en(ll):3-14+14=A.(1-2).1-4)+0+0=>A=1
Alhacer x=2en (I1): 12-28+14=0+B.(2-1).(2-4)+0=>B=1
Al hacer x=4 en(ll): 48-56+14=0+0+C.(4-1).(4-2)=C=1

e En definitiva;
X4 —7.x3+17.x2 —-22.x+14 -8 _ 1 1 1
X3 —7.x2 +14.X -8 AT X1 T x—2 T4
_1.0 _ _ _
=X +Ln|x-1[+Ln|x-2|+Ln|x-4|+C
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FONEMATO 1.8.8

] 2.x4 —9.x2 = x+10 4, _
x4 —5x2 +4

Jp 3, w23 s
} X—1 Xx—-2 X+1 X+2

).dx =

e Como el numerador es de grado > que el denominador, dividimos:

2.x4 —9.x2 —x+10 | x4 —5.x2 +4
—2.x4 +10.x2 -8 2
X2 —X+2
L 2.x4-9.x2 —x+10 X2 — X 42
Asl, es: =2.X+
x4 =52 +4 X425%¢ 34
k(x)

Ahora descomponemos el cociente k(x), cuyo numerador es de grado inferior
al denominador.

e Determinamos las raices del denominador:;

X4 —5.X2 +4 = {))é z i%} = X4 —5.X2 + 4 = (Xx-1).(Xx=2).(x+1).(x+2)

¢ Ninguna de las raices del denominador anula al numerador de k(x).
e La descomposicion de k(x) en fracciones simples:

X2—X+2 _ A B + C D (I)
x4 - 5x2+4 XxXx-1 x-2 Xx+1 x+2

Calculo de las constantes

e Al reducir a coman denominador en el segundo miembro de (I) e igualar los
numeradores, resulta:

X2 —X+2=A.(X=2).(Xx+1).(Xx +2)+B.(x =1).(x +1).(x +2) +
+(x=1).(x=2).(x+2)+ D.(x =1).(x = 2).(x +1) (1)

Alhacer x=1en(ll): 2=A.(1-2).(1+1).1+2) = A=-1/3

Al hacer x=2en(ll): 4=B.(2-1).(2+1).(2+2)=B=1/3

Al hacer x=-1en(ll): 4=C.(-1-1).(-1-2).(-1+2)=C=2/3
Al hacer x=-2en(Il): 8=D.(-2-1).(-2-2).(-2+1) = D=-2/3

2x4-9x2-x+10_, Y3 13 23 23
x4 —5x2 +4 X—-1 X—-2 x+1 x+2

En definitiva:

:2.x—%.Ln\x—1\+%.Ln\x—2\+%.Ln\x+1\—%.Ln\x+2\+C
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FONEMATO 1.8.9

X414 4 3
Z X2 —2.x+1'dxfZ ((x—1)2 Tx-1

4
).dx:—m+3.Ln\x—l\+C

El numerador es de grado inferior al denominador
Determinamos las raices del denominador:

X2 —2.x+1=0= x=1(doble) = x2 —2.x +1=(x —1)2
Ninguna de las raices del denominador lo es también del numerador.
Descomposicion en fracciones simples:

3x+1 A B
X2 —2.Xx+1 (x—1)2 -1 O

Calculo de las constantes
e Reducimos a comdn denominador en el segundo miembro de (1):

3x+1 _A+B(X-D)
X2 —2.x+1 (x —1)2

Al igualar los numeradores de (1), resulta:
3x+1=A+B.(x=-1) (I)

Al hacer x=1en(ll): 3.1+1=A+0=>A=4

Para calcular la segunda constante ("B") introducida por la raiz doble
x =1, damos a "x" un valor arbitrario en (111); por ejemplo, al hacer
x=0, resulta: 30+1=4+B.(0-1)=B=3

3x+1 _ 4 3
X2 -2x+1 (x-12 x-1

En definitiva:

FONEMATO 1.8.10

Z dx :lz dx _
5.X2 —20.x+65f5' (x—2)2 +32

e El numerador es de grado inferior al denominador
e Raices del denominador: 5.x2 —20.x +65=0 = x =2 + 3.i

e Nuestro cociente de polinomios ya esta descompuesto en
fracciones simples; el que las dos raices del denominador sean
X =2 £3.i nos indica que 5.x2 — 20.x + 65="5.((x — 2)2 + 32),

¢ X—2=3z=dx=3.dz
“5 32-22+32_15'Z 22 +1 15'amtgz+15'amg( 3 )+C
deshacemos el cambio devariable:x—2=3.z:>zz_X§2
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FONEMATO 1.8.11

3x—x2 _ 2 1 1 _
Z x3 —3.x2 +3.x—1'dx$z ((x—1)3+(x—1)2 x—1)'dx

El numerador es de grado inferior al denominador.
Determinamos las raices del denominador:

X3 -3.x2+3x-1=0= x=1(triple) = x3 -3.x2 +3.x-1=(x-1)3
Ninguna de las raices del denominador anula al numerador.
Descomposicion en fracciones simples:

3.x —x2 A B C
= + + I
x3-3x2+3x-1 (x-13 (x-1)2 x-1 (0
Calculo de las constantes

e Reducimos a comdn denominador en el segundo miembro de (1):
3.X—X2 :A+B.(X—1)+C.(X—1)2 (“)
x3-3x2+3x-1 (x —1)3
Al igualar los numeradores de (I1), resulta:
3X—=X2=A+B.(x-1)+C.(x=1)2 (I
Al hacer x=1en(lll): 3-1=A+0+0=>A=2
Para calcular la otras dos constantes ("B" y "C") introducidas por la raiz triple
x =1, damos a "x" dos valores arbitrarios en (I11); asi obtendremos un siste-
ma lineal de dos ecuaciones con dos incognitas "B" y "C":
% S x—0:>0_2+B.(0—1)+C.(0—1)2Q:>{B:1
*#Six=2=2=2+B.(2-1)+C.(2-1)2 C=-1
3.x —x2 __2 1 1
x3-3x2+3x-1 (x-13 (x-1)2 x-1

En definitiva:

NOTA
También podemos determinar "B" y "C" trabajando asi:

v Determinamos "B" al hacer x =1 en la expresion que se obtiene al derivar
los dos miembros de (I11); o sea, al hacer x =1 en:
3-2x=B+2C.(x-1) (IV)
Al hacer x =1 en (IV), resulta: 3-2=B=B=1

v Determinamos "C" al hacer x =1 en la expresion que se obtiene al derivar
los dos miembros de (1V); o sea, al hacer x =1 en:

-2=2.C (V)
Al hacer x =1 en (V), resulta; -2=2.C=C=-1

(x —1)-3+1 . (x —1)—2+1
-3+1 —2+1
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FONEMATO 1.8.12

3.x2 +9.x+4 E 1 2 1 '5
dx = + + J.dx =
Z x3 —4.x2 +4.x TZ (x+2)2 x+2 x-0

El numerador es de grado inferior al denominador.
Determinamos las raices del denomirgador:

X =2 (doble)w
x =0 (simple)

= X3 —4.Xx2 +4.x=(x+2)2.(x-0)
Ninguna de las raices del denominador anula al numerador.

Descomposicion en fracciones simples:
3.X2 +9.x+4 A B C
= + + I
x3-4.x2+4x (x+2)2 x+2 x-0 )
Calculo de las constantes

e Reducimos a comdn denominador en el segundo miembro de (1):
3x2 +9.x+4 _ AX+B.(X+2).x+C(x+2)? ()

X3 —4.X2 +4.x (X +2)2.X
Al igualar los numeradores de (I1), resulta:
3X2+9.x+4=AX+B.(x+2).x+C.(x+2)2 (Il

Al hacer x=0en(ll1): 4=0+0+C.(0+2)2 = C=1
Al hacer x=-2en(lll): -2=-2A+0+0= A =1

Para calcular la segunda constante ("B") introducida por la raiz doble
X =—2, damos a "x" un valor arbitrario en (I11); por ejemplo, al hacer
X =1, resulta:

X3 —-4.x2+4x=0=>

16=1+B.(1+2)+(1+2)2 =>B=2

3x2+9x+4 _ 1 2 1
X3 —4x2+4x (x+2)2 x+2 x-0

En definitiva:

También podemos determinar "B" haciendo x =—2 en la expresion que
se obtiene al derivar los dos miembros de (I11); o sea, al hacer x = -2 en:

6.X+9=A+B.(2x+2)+2.C.(x+2) (IV)
Al hacer x =-2 en (IV), y teniendo en cuenta que A =1y C =1, resulta:
6.(-2)+9=1+B.(-4+2)+0=>B=2

B (X + 2)—2+1

51 +2.Ln|x+2|+Ln|x|[+C
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FONEMATO 1.8.13

Z 3x2-3x-1 dx—Z 1 dx+Z 2.X+3

ax=/ ——. dx =
X3-4x2+9x-10 A" X-2 (x—1)2 +22

El numerador es de grado inferior al denominador.
Determinamos las raices del denomina?or:

X3~ 4.x2 +9.x—10=0= §< =2 (imple) w

X =1%2.i(simples)
= X3 -4.x2+9.x-10=(x-2).((x —=1)2 + 22)
Ninguna de las raices del denominador anula al numerador.
Descomposicion en fracciones simples:
3x2-3x-1 __ A __Mx+N ()
X3-4.x2+9x-10 X—-2 (x-1)2+22
Calculo de las constantes
e Reducimos a comdn denominador en el segundo miembro de (1):
3.x2-3x-1 A.((x —1)? +22) + (M.x + N).(x - 2)
x3-4x2+9x-10 (x —2).((x = 1)2 +22)
Al igualar los numeradores de (I1), resulta:
3X2 -3 x-1=A((x-1)2 +22)+(M.Xx +N).(x =2) (111)
Alhacer x=2en (Il1): 5=A.(2-1)2 +22)+ 0= A=1
Para calcular las dos constantes ("M™ y "N") introducidas por el par de raices
imaginarias x =14 2.i, damos a "x" dos valores arbitrarios en (I11); asi ob-

tendremos un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas "M™" y "N
#5ix=0=-1=((0-1)2 +22)+(M.0 + N).(0-2)
#six=1=>-1=(1-12+22)+(M+N).(1-2)

{2.N:6} {M:Z
~WM+N=5{"1N=3

3x2-3x-1 _ 1 2.X+3

(1)

En definitiva: = +
* X3—4x2+9%x—10 X—2 (x—1)2+22
2.(1+2.2)+3
=Ln|{x-2+ 2.dz=
plob-zl-l 5

X=1=2z2=>x=1+2z2=dx=2.dz

_ _ S 1 2.7 _
=Ln|x 2\+2.Z 22+1.dz+Z dz=

=Ln\x—2\+%.arctgz+Ln‘22 +1|=

_ _ol4 5 x=1 x=1y
$Ln\x 2\+2.arctg( > )+Ln‘( 5 ) +1‘+C

deshacemos el cambio de variable: x —1=2.z = z=(x -1)/2
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FONEMATO 1.8.14

X3 +2.Xx2 -4.x+13 1 X+1
dx = .d dx =
Z x4 —4.x3 +13.x2 sz (x —0)2 X+Z (x —2)2 +32 X

El numerador es de grado inferior al denominador.
Determinamos las raices del denomynador:
= X3 -4.x2 +9.x-10=(x —0)2.((x —2)2 + 32)
Ninguna de las raices del denominador anula al numerador.
Descomposicion en fracciones simples:
x3+2x2-4x+13__ A B . Mx+N ()
x4 —4.x3+13x2 (x-0)2 x-0 (x-2)2+32
Calculo de las constantes
e Reducimos a comun denominador en el segundo miembro de (1) e
igualamos los numeradores; resulta:
X3 +2.X2 -4.x+13=A.((x—-2)2 +32)+
+B.X.((X —2)2 +32) + (M.x + N).x2 (1)

e Alhacer x=0en(I1):13=A.(0-2)2 +32)+0+0=>A=1
e Para calcular las restantes constantes ("B", "M" y "N") damos a "x"
tres valores arbitrarios en (I1); asi obtendremos un sistema de 3 ecua-
ciones con 3 incognitas "B", "M"y "N":
*Six=1=2=10B+ M+ N
*SiIXx=-1=0=-18B-M+N =
*SiXx=2=12=18B+8.M+4.N

e En definitiva;
X3 +2x2 -4x+13 1 X +1

+
X4 —4.x3+13.x2  (x-0)2 (x-2)2+32

ZZﬂU
Il
Hlo

1 (2+32)+1 B
L g b
X—2=3Z2=>Xx=2+3z= dx=3.dz
1 1 Z
=—=+ .dz + dz =
X Z 72 +1 Z 72 +1
_1 1 _
_—§+arctgz+§.Ln‘22+1‘_

—» I

;—%+arctg (X§2)+%.Ln‘(x—§2)2 +1‘+C

deshacemos el cambio de variable: x —2=3.z= z=(x - 2)/3
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FONEMATO 1.8.15

] 7.x3 —8.x2 +2.x _] 7.X2 —8.X+2
3.x4 —5x3 4+2.x2° ? 3x3-5x2+2x

e El numerador es de grado inferior al denominador.
e Determinamos las raices del denoinador:
x =0 (doble)
3x4 -5x3+2x2=0= ) x=1(simple) | =
x = 3/2 (simple)

= 3.x4 —5.x3 +2.x2 =3.x2.(x —1).(x —%)

e Como el numerador también se anula si x =0, simplificamos:

7.Xx3 —8x2+2.X __T.Xx2-8X+2
3.x4 —-5x3+2.x2 3x3-5x2+2x

170 3 . 3 1 _
$§z ﬁ —1+x—(2/3)V!'dX‘

e Descomposicion en fracciones simples:

7.X2 —8.x + 2 :;ﬁ A, B . _C k()
3.x3-5x2+2x 3Mx-0 X —(2/3)

No olvides dividir la descomposiciéon en r\"
fracciones simples por el coeficiente del
téermino de mayor grado del denominador

Calculo de las constantes
e Reducimos a comdn denominador en el segundo miembro de (1):

72 By 4 _A.(x—l).(x—§)+B.x.(x—§)+C.x.(x—1) "

3.x3-5X2 +2.x 2 (v _ _3
3.x2.(x =1).(x 2)

e Al igualar los numeradores de (II) resulta:

7.X2 —8.x+2 = A (x-1). (x——)+ B.x. (x—%)+ C.x.(x=1) (1)
e Al hacer x=0 en (IIl) resulta A =3, al hacer x =1 en (lll) resulta

B =3, yal hacer x=2/3 en (Il IE se obtiene C =1, en definitiva:

7x2-8x+2 _1f 3 . 3 _ 1 k
3x3-5x2+2x 3Mx-0 x-1 x-(2/3)

:Ln\x\+Ln\x—l\+%.Ln‘x——‘+C
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FONEMATO 1.8.16

z X3+X2+X+1dx=z 4+6.(x—-1)+4.(x-1)2 +(x-1)3 dx =
(x-15 4 (x-1)° '
Si el denominador tiene una Unica raiz real maltiple x =a, podemos

resolver la papeleta expresando el polinomio numerador como suma
de potencias de "x —a"; en nuestro caso, expresamos el numerador

g(x)=x3 +x2 + x +1 como suma de potencias de "x —1":

g(x)=9(1) +%(|1).(x ~1)+ g'2'('1)l(x EPTP IR G

?4+6.(x—1)+4.(x—1)2 (X —1)3

g(X)=x3+x2+x+1=>9(1)=4
£0'(X)=3.x2+2x+1=>9"(1)=6
*g"(X)=6x+2=9"(1)=8
*9"(x)=6=9""(1)=6

e Si no te apetece derivar, usa el algoritmo de Horner:

1111U
x=1 123

12 3[4
13

13 g
1

V

= X3+ X2+ X+1=4+6.(x-1)+4.(x-1)2 +1L(x-1)3

X
Il
| —

=

3 (x-1)3 =

=4.](x —1)5.dx + 6.] (x = 1)~4.dx + 4.[ (x = 1)-3.dx + [ (x — 1)-2.dx =

_4 (X — 1)—5+1 (X — 1)—4+1 (X — 1)—3+1

N (X _]_)—2+1
—5+1 - 441

3+1 241

ho

-
¢ Qué haremos > -—‘ mLéJtSoilroelle
si el denomi- \-

nador tiene

Hermite
raices imagina-

rias multiples?
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EL METODO DE HERMITE

Podremos usar este método de trabajo siempre que el polinomio denominador
tenga raices multiples (aunque todas sean reales); su uso esta expresamente indica-
do si el denominador tiene raices imaginarias multiples.

e Sea P(x)/Q(x) un cociente de polinomios cuyo denominador tiene grado "k™y

cuyo numerador es de grado inferior a "k" (si no fuera asi, dividiriamos los poli-
nomios). Ademas, Q(x) tiene raices multiples y es 1 el coeficiente de su término

de mayor grado (si no fuera asi, sacariamos factor comun dicho coeficiente).

Sea D(x) la descomposicién en fracciones simples que hariamos si todas las rai-
ces del denominador fueran simples.

Sea Q1(x) el polinomio que tiene las mismas raices que Q(x), pero todas sim-
ples. Sea Q2(x) = Q(x)/Q1(x).

Sea S(x) un polinomio completo de coeficientes indeterminados y grado una
unidad inferior al grado de Q2(x).

El sefior Hermite demuestra que:
7 POO g S
Q(x) Q2(x)

Los "k" coeficientes indeterminados que apareceran en (1) se calculan derivando
respecto de "x" los dos miembros de (1); resulta:

m_gﬁ ()
Q) ~ dxfQ,0of 7P (1D

Una vez hecha la derivacion, para calcular los "k™ coeficientes indeterminados
reducimos a comun denominador en el segundo miembro de (1) e identifica-
mos los numeradores de ambos lados del signo de igualdad; asi obtendremos
una ecuacion en la que apareceran los "k coeficientes. Sin mas que igualar los
coeficientes de los términos del mismo grado a uno y otro lado del signo de
igualdad obtendremos un sistema lineal de "k™ ecuaciones cuyas "K" incognitas
son los "k™ coeficientes indeterminados; resuelto el sistema, el asunto se reduce
a calcular la primitiva de D(x).

po.

+[ D(x).dx (1)

Esto parece En efecto, es
bastante " muy petardo,
petardo, Yy por eso

¢cae mucho? "cae" poco
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FONEMATO 1.8.17

3.x3-4.x2+3x-1 -1
dx = +2.Ln{x-1{+Ln{x|[+C
Z x4 —2.x3 +x2 4 x.(x-1) | | x|
e El numerador es de grado inferior al denominador
e Las raices del denominador son x =0 (doble) y x =1 (doble)
e Usamos el método de Hermite; siendo:
* Q1(x) = Xx.(x —1) = polinomio que tiene las mismas raices que el
denominador Q(x) = x4 — 2.x3 + x2, pero todas simples
Q(X) _ x4 —2x3+x2 _X2.(x-1)2
* X ' = =X.(x—-1
Q=G0 -y xpepy %Y
* S(X) = A.X + B = polinomio de coeficientes indeterminados y grado
una unidad inferior al grado de Q2 (x)

* D(X) = xl\f 1% 'H 0= descomposicion en fracciones simples si las
raices del denominador (o0 sea, x =0y x =1) fueran todas simples

segin Hermite, es:
3.x3 —4.x2 +3.x-1 S(x)
dx = D(x).d
Z x4 _2x3+x2 % QZ(X)+Z (x).dx

0 sea:
] 3x3 -4.x2+3x-14 _Ax+B +] M

x4 —2.x3 +x2 x.(x—l) x—1"x=0

Al derivar los dos miembros de (1), regulta:

3x3 - 4x2+3x-1_d A.x+By! M, N
—2.X3 + x2 dx

de

X.(x —1) Tx-1"x-0

0 sea:
3x3-4.x2+3x-1_AX(x-1)-(Ax+B)2x-1) ™M , N
—2.x3 +x2 x2.(x —1)2 x—1 x-0
Al reducir a comun denominador en el segundo miembro e igualar los nu-
meradores, se obtiene:

3x3-4.x2+3x-1
=A.X.(Xx=1)— (A.Xx+B).(2.x —1) + M.x2

0 sea:
3.x3 —4.x2 +3.Xx =1=(M+N).x3 + (~A-M-2N).x2 + (-2B+N).x + B
Al igualar los coeficientes de los términos del mismo grado:

M+N=3 A=0

(: —1)2 + N.x.(x —1)2

B=
2B+N=3 |T¥IM=2]"
=-1 N=1
3x3—-4.x2+3x-1 4, -1 2 1
:>z — 2.3 4 x2 'dx_x.(x—l)Jrz ex—1+x—OJ'dX

Tema 1: Calculo de Primitivas 68



FONEMATO 1.8.18

ZX4+X3+3_X2+2.X+1 __x-1 +§.arctgx+Ln‘X‘+C

X.(X2 +1)2 PR ) 2

o Las raices del denominador son x =0 (simple) y x =0+ 1i (dobles)

e Usamos el método de Hermite; siendo:

* Q1(x) = Xx.(x2 +1) = polinomio que tiene las mismas raices que el de -
nominador Q(x) = x.(x2 +1)2, pero todas simples
Q(x) _ x.(x2 +1)2
* S(X) = A.X + B = polinomio de coeficientes indeterminados y grado
una unidad inferior al grado de Q2(x)
* D(X) = '\1;( :1N - xlEO = descomposicidn en fracciones simples si las
raices del denominador (o sea, x =0y x =0 £ 1.i) fueran todas simples

segun Hermite, es:

x4 +x3+3.x2+2.x+1 S(x)
.dx = D(x).d
Z X.(x2 +1)2 X Qg(x)Jrz Belle
0 sea:
X4 +x3+3.x2 +2.x+1 AX+B ﬁM.x+N K |
dx=22T2 4 i+ W.dx (I
Z X.(x2 +1)2 x2 +1 Z x2+1  x—0N 9

x+x3+3x2+2.x+1_d A.x+B|lJr M.x+N _ K
X.(X2 +1)2 dxMl x2 +1 N " x241  x-0
x4+ x3+3x2+2.x+1_ A.(x2 +1) = (A.-x+B).2.x L Mx+N_ K
X.(x2 +1)2 (x2 +1)2 X2+1 X
Al reducir a comin denominador en el segundo miembro e igualar los nume-
radores, se obtiene:
X4 +x3 +3.x2 +2x+1=(A.(X2 +1) - (A. X +B).2.X).x +
+HM. X +N).(x2 +1).x +K.(x2 +1)2 =
= X4 +x3+3.x2+2x+1=(M+K).x4 +(N-A).x3 +
+HM+2K-2B).x2 +(N+A).x+K
Al igualar los coeficientes de los términos del mismo grado:

Al derivar los dos miembros de (1), reﬁulta:

M+K=1y fA=1/2

N-A=1 B=-1/2
M+2K-2B=3]= )M=0 =

N+A=2 N =3/2

K=1 K=1
L] xE4x343x2 42X+l g x=1 7 %2 1 k'dx
X.(X2 +1)2 2.(x2 +1) x2+1 x-0
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