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Me temo que

esto no me va

Tema 1: Calculo de Primitivas

El primer tema
a gustar

/. es bastante pe-
mucho ‘ tardete, pero
luego la cosa se
anima mucho y
lo pasaras bom-
ba resolviendo
problemas de la
vida real




1.9 PRIMITIVAS DE FUNCIONES
RACIONALES DEL SENO Y EL COSENO

Nos planteamos el céalculo de la primitiva de una funcion racional del seno y el co-
seno, es decir, una funcién en la que "sen X"y "cosx" aparecen como aparece la

"x" en los cocientes de polinomios; o sea, como funciones como las siguientes:

f(x) ; 9(x)

Para denotar genéricamente este tipo de funciones escribiremos R(sen x;cos x).

Caso general

El problema de calcular la primitiva de una funcién R(sen x;cos X) siempre puede

transformarse en el problema de calcular la primitiva de un cociente de polinomios
haciendo el cambio de variable tg (x/2)=z.

_ 1+senZx +send>x.cos’ X
B sen X + 3.C0os X

_ cos3x +sen4 x
~ l-senx

/. Gda vez que hagas el cambio tg (x/2) :z\
- deberas sustituir sen x, cos X y dx por sus

correspondientes valores en funcion de "z";
por tanto, debes saber que si tg (x/2)=z, es:

22 . oy =1=22 . 4 2.d2

1+22° 1+22° 14@

t%@ I rz)ﬁ'l-

Sen X =

FONEMATO 1.9.1

1 _ 1 2.dz _ dz _
Z 1—3enx'dx_Z 1 2.2 '1+22_2'z 72 -2.7+1
T 1+22
2.2 2.dz
tg (x/2)=z=sen x = dx =
J=n= 1+ 22 y 1+ 22
:2.2 dz _ 2 2 4 C

(z-12 1-z $_1—tg (x/2)
deshacemos el cambio de variable: z =tg (x/2)
FONEMATO 1.9.2

1 1 2.dz dz
Z 3OS X TZ 3_1-22'1+22 Z 1+2.22

1+ 22

1-22 2.dz
dx =

1+ 22 y 1+ 22

- %.arc tg \/5-2?%-&“3 tg (V2.tg (x/2))+C

deshacemos el cambio de variable: z=tg (x/2)

tg (x/2)=z=cos x =
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FONEMATO 1.9.3

2.2

sen X 1+ 22 2.dz 2.2

dx = . = dz=
Z 1+sen X + COS X Z 14 22 1-22 1+22 Z (1+2).(1+22)
1+22 1+22

2.2 1-—22 2.0z

tg (x/2)=z=sen X = , COS X = dx =

Y= 1+ 272 1+ 272 y 1+ 72

:—Z Ldz+Z Z .dz+Z %.dz:

p " 1+z 1+ 22 1+z
e La descomposicion en suma de fracciones simples es:
2.2 _ A +M.Z+N (I)
(1+2).1+2z2) 1+z 1+22

Para calcular las constantes, reducimos a comdn denominador en el
segundo miembro de (I) e igualamos los numeradores; resulta:
22=A.1+22)+(M.x+N).(L+2) (I
Alhacer z=0en(ll): -2=2A=A=-1
Para calcular "M" y "N" asignamos a "x" dos valores cualesquiera en
(I1) y resolvemos el sistema de ecuaciones que resulta (teniendo en
cuenta que es A =-1):
*51z=0=>0=-1+N :{le
*Siz=1=2=-2+2M+2.N N=1

=—Ln\1+z\+%.Ln‘1+22‘+arctg 7=

—Ln‘1+tg§‘+%.Ln‘1+tg2§‘+arctg (tg §)+C=

—

o

eshacemos el cambio de variable realizado: z =tg (x/2)

:—Ln‘1+tg§‘+%.Ln‘l+th§‘+§+C

FONEMATO 1.9.4

1-22
C0s X 1+22 2.dz 1-22
dx = . = dz=
Z 1+sen X + cos X z 14 22 +1—22 1+ 22 Z (1+2).(1+22)
T 1+22 1+22
2.2 1-—22 2.dz
tg (x/2)=z = sen x = , COS X = dx =
g(x/2)=2= + 22 1422 7 1+ 22
1-z 1 Z
= dz=| ——.dz- dz=
Z 1+22 Z 1+22 Z 1+22

=arc tg z—%.Ln‘1+22‘;

X
2

_1 2 X
2.Ln‘1+tg 2‘+C

deshacemos el cambio de variable: z=tg (x/2)
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FONEMATO 1.9.5

2.2

1_
] 1-senx x=] 1+22 2dz ] _22-22+1
(L+sen x).sen X (1+ 22 y 2z "1+72 2.(z22 +2.2+1)
T 1+227 1422
2.2 1-22 2.dz
tg (x/2)=z=sen x = , COS X = dx =
g(x/2)=2= 1+ 22 1422 ) 1+ 22
72 —2.7+1 dz dz
= —.dZ: ——4 _— =
Z z.(z+1)2 TZ z Z (z+1)2

La descomposicion en suma de fracciones simples es:
2 _

e 2 Rtz O
Para calcular las constantes, reducimos a comun denominador en el
segundo miembro de (1) e igualamos los numeradores; resulta:

722 -2.2+1=A.(z+1)2+B.z+C.z(z+1) (I
Alhacer z=0en(ll):1=A+0+0=>A=1
Alhacer z=-1en(ll): 4=0-B+0=B=-4
Al derivar los dos miembros de (I1), resulta:
22-2=2A(z+1)+B+C.(2z+1) (I)

Al hacer z=-1 en (111), teniendo en cuentaque A=1y B=—-4, es:
—4=0-4+C(-2+1)=C=0

_ 4 4
_Ln\z\+z+1$Ln\tg (x/2)\+1+tg (x/2)+C

deshacemos el cambio de variable: z=tg (x/2)

iVaya cofazo!,

Hemos dicho que con el cambio de imas casos!
variable tg (x/2) =z siempre po-
demos transformar el problema de
calcular la primitiva de una funcion
R(sen x;cosx) en el problema de

calcular la primitiva de un cociente
de polinomios; no obstante, vamos
a estudiar otros cambios de varia-
ble que, en ciertos casos, son mas
eficaces (menos petardos) que el
cambio tg (x/2)=z
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Casos particulares

Para calcular la primitiva ZR(sen X).cos X.dx haremos sen x = z; asi:

ZR(sen X).c0S X.dx ?Z R(z).dz

Sen X =z = €os x.dx =dz

sen X
1+sen2x

Z
1+ 22

Sen X =z = oS X.dx = dz deshacemos el cambio; z=sen x

v Z COS x.dx:z

dz:%.Ln‘l+22‘?%.Ln‘1+sen2x‘+c

z 1—-sen X
sen X +sen2 x
Sen X =z = C0S X.dx = dz

_1 1-z 17/ 2 _
.cosx.dx_z z+22'dz_z (Z —Z+1.dz

La descomposicion en suma de fracciones simples es:

1-z _A,L B 1 7-A(@z+1)+Bz
7+ 72 z z+1
Siz=0=1=A+0=>A=1

Siz=-1=22=0-B=B=-2

=Ln|z|-2Ln|z+1|=Ln|sen x|—2.Ln|1+senx|+C

deshacemos el cambio: z =sen x

1—sen2 x
.COS X.dX :Z ~————.Cos x.dx =

/ ] €os3 X _] €0s2 x
2 L) 2 —sen X

—sen x —sen X

Sen X =z = cos X.dx =dz

_7]1-22 4, 3 ydz=1 _z]=
= 2_Z.dz_Z(z+2 _Z).dz_2.22+2.z+3.Ln\2 z|=

—-72 +1 —Z+2
72 _27 Z+2

:%.sen2x+2.senx+3.Ln\2—sen x|+C

deshacemos el cambio realizado: z =sen x
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Para calcular la primitiva ZR(cos x).sen x.dx haremos cos X = z; asi:

ZR(cos X).sen x.dx ;—Z R(z).dz

COS X = Z = sen X.dx = —dz

v Z ﬂlsenx_dxzz —Z _dZ:_l.Ln‘l_FZZ‘:—l,Ln‘l-l-COSZX +C
1+ cos2 x 1+ 22 2 2

COS X =Z = sen X.dx = —dz deshacemos el cambio: z = cos X

1—-cos x 1—-7 1 2
v .sen x.dx = — dz=-| (=——).dz=
Z COS X + C0S2 X Z Z+22 Z(Z Z+1)

Sen X =z = oS X.dx = dz T

La descomposicion en suma de fracciones simples es:

1=z _A, B 9 7-A@z+1)+Bz
7+ 72 VA z+1

Siz=0=21=A+0=>A=1
Siz=-1=22=0-B=>B=-2

=-Ln|z|+2Ln|z+1|=-Ln|cos x|+2.Ln|1+cosx|+C

deshacemos el cambio: z = cos x

1—cos2 x

sen3 x sen2 x
Z :Z 3 —COS X

3 —CO0S X
COS X =Z = sen X.dx = —dz

.sen x.dx = Z .sen x.dx =

2] 2L gr-] (c2-3+-8)dz-

3-z2 4 3-2
72 —1 —Z+3
—22 +3.z | 72~
3z-1
—3.2+9
8
=—172-37-8Ln[3-z|=
2

:_%.0032x—3.cosx—8.Ln\3—cosx\+C

deshacemos el cambio de variable realizado: z = cos x
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Para calcular la primitiva ZR(tg X).dx haremos tg x = z; asi:

IR(tg x).dx?ZR(z).lfzzz

tg Xx=z= x=arc tg z= dx =dz/(1+ z2)

1 1 dz
‘/ = D am— =
Z 1+tg x'dx fz 1+2'1+722

tg x=z= x=arctg z= dx =dz/(1+z2)

17,1 1-2v4. 17,1 . 1 _
2'Z (Z+1+1+22)'dz_2'Z (Z+1+1+22 1+22)dZ

—> 1l

La descomposicion en suma de fracciones simples es:

(1+2) %1+22) = zﬁ\1+ N{:(LZZN =1=A(1+22)+(M.x+N).(z+1) (I)

Siz=-1=1=2A+0= A=1/2, y para calcular "M" y "N" damos a "x"

dos valores cualesquiera en (I) y resolvemos el sistema de dos ecuaciones
que se obtiene (teniendo en cuenta que A =1/2):

x5iz=0=>1=%4 N :>§M:—1/2

>
$5iz=1=1=1+2.M+2.N N=1/2

1Ln\z+1\ —arctgz——Ln‘1+22‘_
=%.Ln\1+tgx\+—.arctg (tg X)—l.Ln\1+thX‘+c:
=Linji+tgx|[+%-Lin[1+1g2x]+C

2.19 X 2.z dz
v _
Z 1+tg x'OIX $Z 1+21+22

tg x=z= x=arctg z= dx =dz/(1+z2)

11 1+72 _ 1 Z
_Z( z+1+1+22) Z( z+1 1+22+1+22)'dZ

:

La descomposicion en suma de fracciones simples es:
o z)2.'(i+ N Zﬁl 4 '\’1-1:2'\' —27=AL+22)+(Mx+N).(z+1) (I
Si z=-1=-2=2A+0= A=-1, y para calcular "M" y "N" damos a
x" dos valores cualesquiera en (1) y resolvemos el sistema de dos ecuaciones
que se obtiene (teniendo en cuenta que A =-1):
*51Zz=0=>0=-1+N {|\/|:1
*¥5iz=1=2=-2+2M+2N N=1

Tema 1: Calculo de Primitivas 76



1
=-Ln|z+1|+arctg z+§.Ln‘1+22‘i

deshacemos el cambio de variable realizado: z = tg x

=-Ln|1+tg x| +arctg (tg x)+%.Ln‘1+t92x‘+C:

1
i—Ln\1+tg x\+x+§.Ln‘1+tg2x‘+C

teniendo en cuenta que es: arc tg (tg x) = X

Para calcular una primitiva de la forma ZR(sen2-m X ; c0s2-n x).dx,

donde "m™ y "n" son ndmeros enteros (= sen X y €0OS X aparecen
elevados a exponentes pares), haremos tg X = z; en este trance, para
poder sustituir sen2 x, cos2 x y "dx" por sus correspondientes valo-
res en funcién de "z", deberas saber que si tg X =z, es:

2 1 . dz
sen2x=—2-_ :cos2x=—>— ' dx=
1+22 1+22 1+22
dz
v / dx | 1+22 _
4.sen2 x + 9.cos2 x z2 1
4, +09.
1+22 1+22
2
sen2 x = 2
1+ 22
tgx:z:>$coszx: 1
1+ 22
F dx = dz
1+ 22
_7 _dz _11 2.zy_1 2.1 X
Z4ZZ+9 23arctg(g);(s.arctg( 3 )+C

deshacemos el cambio de variable: z=tg x

dz
v ] dx -] 1+22 -1 dz _1Z V2.dz

1+sen2x =y, 22 A" 1+222 2 1+(2.22
1+22T
2 dz

tgx=z=sen2x =2 dx =

; - 1422’ 1+22

1 1
=——.arct 2.2)=——.arct 2.tg x)+C

7 g (« )*\/5 g (V2.9 x)

deshacemos el cambio de variable: z=tg x
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Podemos distinguir 3 casos a la hora de calcular la primitiva de una
funcion R(sen x;cos x) cuya expresion matematica es de la forma

R(sen x;cos x) =senM x.cosn x, siendo "m™ y "n" numeros enteros:

A) Si alguno de los exponentes (por ejemplo, el "m™) es impar, lo
expresaremos como suma de un namero par y del nimero 1 (o
sea, m=2.k +1, siendo "k" entero); asi:

] sen2k+Lx.cosnx.dx =] sen2kx.cosn x.sen x.dx =

= Z (1-cos2 x)K.cosn x.sen x.dx = Z R(cos x).sen x.dx

B) Si los dos exponentes son pares pero alguno es negativo, haremos
el cambio tg x = z; como sabemos, en tal caso, es:

z2 . 1 . dz
; COS4 X =—— ; Ox =
+22 1+22 1+22
C) Si los dos exponentes son pares no negativos (= 0), por ejemplo
m=2.p y n=2.q siendo "p"y "q" ndmeros naturales, es:

1-cos2.xJ° r1+cos2.x]¢
> . > .dx

1-cos 2.X 1+ cos 2.X
senZX:f © c0Ss2 x=#

Al efectuar el producto (1—cos 2.x)P.(1+cos2.x)d obtendre-
mos una suma de potencias pares e impares de cos 2.x; las pri-
mitivas de las potencias impares de cos 2.x se calculan como se
indica en A), y para las primitivas de las potencias pares de
cos 2.x basta tener en cuenta que cos2 2.x = (1 + cos 4.x)/2, asi:

1+ oS 4.x&r
# -dX

Al efectuar el desarrollo de (1+ cos 4.x)" obtendremos una su-
ma de potencias pares e impares de cos 4.x; las primitivas de las
potencias impares de cos 4.x se calculan como se indica en A), y
las primitivas de las potencias pares de cos4.x se calculan te-

niendo en cuenta que cos24.x = (1+ cos 8.x)/2, asi:

1+ cos 8.X‘QS
—

Al efectuar el desarrollo de (1+ cos 8.x)% obtendremos una suma
de potencias pares e impares de cos 8.x; las primitivas de las ...

sen2 x =
1

Z sen2-P x.cos2.9 x.dx = Z ﬁ

Z cos2T 2.x.dx = Z ﬁ

Z c0s2S 4.x.dx =Z ﬁ
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Z sens x.cos2 X.dx iz sen4 x.cos2 x.sen x.dx =

Caso 5A, pues estamos ante una primitiva de la forma Zsenm X.cosn x.dx

en la que algin exponente es impar. Expresamos dicho exponente impar
como suma de un numero par y del namero 1 (5=4 +1)

= Z (1-cos2 x)2.cos2 x.sen X.dx =

sen2 x =1— cos2 x

primitiva de la forma Z R(cos x).sen X.dx = cos X =z = sen x.dx = —dz

:—Z (1—22)2.22.dz:—z (22 —2.24 +26).dz=
_ 13,25 1 7_ 1 .3y.12 cnhy_ L cos?
3.z +5.z 7.z A 3.cos x+5.cos X 7.cos X+C

deshacemos el cambio de variable: z = cos x

Z sen2 x.cos® X.dx iz sen2 x.cos# x.cos x.dx =

Caso 5A, pues estamos ante una primitiva de la forma Zsenm X.cosN x.dx

en la que algin exponente es impar. Expresamos dicho exponente impar
como suma de un numero pary del namero 1 (5=4 +1)

= Z sen2 x.(1—sen2 x)2.cos X.dx =

cos2 x =1—sen2 x

primitiva de la forma ZR(sen X).C0S X.dX = sen X =z = cos x.dx =dz

=] 22.1-22)2.dz=] (22 -2.24 +26).dz =

_1 3.2 5.1 7_1 3v_2con5ydcan?
3.2 5.Z +7.Z +3.sen X 5.sen x+7.sen X+C

deshacemos el cambio de variable: z=sen x

Z cos’ x.dx y Z cosb x.cos x.dx =

Caso 5A, pues estamos ante una primitiva de la forma Zsenm X.cosn x.dx

en la que algin exponente es impar. Expresamos dicho exponente impar
como suma de un numero par y del namero 1 (7=6+1)

= [ (1-sen2x)3.cos x.dx =

cos2 x =1—sen2 x

primitiva de la forma Z R(sen x).cos x.dx = sen X =z = cos X.dx = dz
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=] 1-z23.dz=] (1-3.22 +3.24 —z6).dz=
3

=z7-23+2=2.725 —l.z7 =sen X —sen3 x +§.sen5x —l.sen7x +C
57 "7 & 5 7

deshacemos el cambio de variable: z=sen x

c0S2 X COS2 X.
v Z dx = Z sen—1x.cos2 x.dx = Z .sen x.dx =
sen X sen? x

Caso 5A, pues estamos ante una primitiva de la forma Zsenm x.cos" x.dx
en la que algun exponente es impar. Expresamos dicho exponente impar
como suma de un numero par y del numero 1 (-1=-2+1)

L sen2 x =1—cos2 X
iy C0S2 X.
1-cos2 x

2
senx.dx=—/ —Z° _dz=....
Z1—22

primitiva de la forma Z R(cos x).sen X.dx = cos X =z = sen X.dx = —dz

v Z sen2 x

dx = Z sen2 x.cos—2 x.dx =
C0s2 X

Caso 5B, pues estamos ante una primitiva de la forma Zsenm X.cosN x.dx

en la que ambos exponentes son pares, pero alguno es negativo =
hacemos el cambio tg x = z, y entonces:

2 1 . dz
sen2x = 2% cos2x=—=— ' dx =
1+ 22 1+ 22 1+ 22
72 1 1 dz 72
1 2] e

1+227 1422 " 1422 T
dividimos los polinomios |

= — 1 = —_ = — = —_ =
_Z(l 1+22)'dz z arctngtgx arctg (tg x)+C=(tg x)—x+C

deshacemos el cambio de variable: z =tg x

1-cos2.x 1+cos2.X
4 Z sen2 x.cos?2 x.dx=Z R dx =
Caso 5C, pues estamos ante una primitiva de la forma Zsenm X.cosn x.dx
en la que ambos exponentes son pares no negativos = damos “entrada”
al angulo "2.x": es sen2 x = (1 —cos 2.X)/2 y cos2 X = (1+ cos 2.X)/2

1 ) 1 1 )
—4Z (l COoS 2.X).dX—4.X 4Z €0s2 2.X.dx =
_l _l M —l _l l l
—4.X 4Z 5 dx 4.X 4.(2+8.Sen 4.X)+C
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damos "entrada” al 4ngulo "4.x": c0s2 2.x = (1+ cos 4.x)/2

v Z sen6x.dxiz %.(1—003 2.X)3.dx =

Caso 5C, pues estamos ante una primitiva de la forma Zsenm X.cosn x.dx
en la que ambos exponentes son pares no negativos = damos “entrada"
al dngulo "2.x": es sen2 x = (1 —cos 2.x)/2

Z (1-3.cos 2.Xx +3.c082 2.X — €0s3 2.X).dX = .....

|~

o Es: Z ldx=x

o Es: Z C0S 2.X.dX = +.sen 2.X

2

1+ cos4.x
2

dx = %.(x + L sen 4.X)

o Es: Z cos? 2.x.dx ?Z A

1+ cos4.x

Caso 5C, damos "entrada" al angulo "4.x": cos22.x = 5

o Es: Z cos3 2.x.dx ?Z €0s2 2.X.€0S 2.X.dx =

Caso 5A, expresamos el exponente impar como suma de
un namero par y del nimero 1 (3=2+1)

como todo el mundo sabe, es: cos22.x =1—sen22.x

iz (1-sen2 2.x).cos 2.x.dx ?

Primitiva de la forma ZR(sen 2.X).cos 2.x.dx = hacemos el cambio;
sen 2.X =z = c0s 2.X.dx = dz/2

_17 q_2yvgz=l, 1,31 _1n3
2.2 (1-2z4).dz 52752 TZ.sen2.x 6.sen 2.X

deshacemos el cambio de variable; z=sen 2.x

v Z cos8 x.dx=z %.(1+ cos 2.x)4.dx =

Caso 5C, pues estamos ante una primitiva de la forma Zsenm X.cosn x.dx
en la que ambos exponentes son pares no negativos = damos "entrada"
al dngulo "2.x": es cos2 x = (1 + cos 2.x)/2
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=%Z (1+4.cos 2.x + 6.052 2.X + 4.€083 2.X + cos# 2.x).dx =

T (a+b)4 =a4 +4.a3.b+6.a2.b2 +4.a.b3 + b4

=%.(I1+4.I2 +6.13+4.14+15)+C=.......
A

o Es: I1=Z Ldx=x

oEs Iy =Z cos 2.x.dx =%.sen 2.X
o Es: I3 Z cos 2.x.dx+2.(x+4.sen 4.X)

Ver ejercicico anterior

¢1 1

o Es: Iy =Z cos3 2.x.dx =N 2.x —6.sen3 2.X

1+cos4.x
2

:%Z (1+2.cos 4.x + c0s2 4.x).dx =

~Lx+lsenax+l Z 00324.x.dxi

o Es: I5=Z cos4 2.x.dx:z ( )2.dx =

4778 4

1+ cos 8.x

Caso 5C, damos "entrada™ al dngulo "8.x": c0s2 4.x = 5

sen 4.x +—.Z M.

2
sendx++ X+ 1 sengx)

472 16

dx =




v Z sen 4x.cos 2x.dx = Z (sen 2x +sen 6x).dx =

_>
N~

sen (4 —2).x+sen (4 +2).x _sen 2X +sen 6x
2 B 2

= —l.cos 2X —i.cos 6x + C

4 12

v Z sen 2x.cos 6x.dx = l.z (sen 8x —sen 4x).dx =

A2
sen (2—6).x +sen(2+6).x _sen(—4x)+sen8x _
2 B 2 B
5 , pues sen (—4x)=—sen 4.x

= —i.cos 8X +l.cos 4x +C

16 8

sen 4x.cos 2X =

Sen 2X.cos 6X =

_sen 8x —sen 4x

v Z sen 4x.sen 2x.dx = l.z (cos 2x — c0os 6x).dx =

A2
oS (4 —2).X —C0s (4 +2).X _ €0S 2X — COs 6X
2 B 2
1 1

= Z.sen 2X — E.sen 6x +C

v Z sen 2x.sen 6x.dx = l.z (cos 4x — cos 8x).dx =

A2
oS (2 —6).x —cos (2+6).x _ cos(—4x)—cos8x

5 2
_ Cos 4x ; cos 8X , pues cos (—4x) = cos 4.X

= l.sen 4x — i.sen 8x+C

8 16

v Z C0S 4X.c0s 2X.dx = l.z (cos 2x + cos 6x).dx =

A2
COS (4 —2).x +c0s (4 +2).X _ €OS 2X + COSs 6X
2 B 2

= l.sen 2X + i.sen 6x + C

4 12

sen 4x.sen 2x =

sen 2X.sen 6x =

COS 4X.C0OS 2X =

v Z C0S 2X.C0S 6X.dx = l.z (cos 4x + cos 8x).dx =

A2
oS (2 —6).x +c0s (2 +6).x _ cos(—4x)+cos8x
2 - 2 -
, pues cos (—4x) = cos 4.x

COS 2X.COS 6X =

_C0S 4X + cos 8x
_ 2

= l.sen 4X + i.sen 8x +C

8 16
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