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1.10 PRIMITIVAS DE FUNCIONES
RACIONALES DE SH Y CH

Nos planteamos el calculo de la primitiva de una funcion racional del seno hiper-
bolico y el coseno hiperbalico, es decir, de una funcion en la que "sh x"y "chx"

aparecen como aparece la "x" en los cocientes de polinomios; o sea, funciones
como las siguientes:

f(x)=

1+sh2x+shdx.ch’x y _ ch3x+sh4x
sh x +3.ch x T T e

Para denotar genéricamente este tipo de funciones escribiremos R(sh x;ch x).

Caso general

El problema de calcular la primitiva de una funcion R(sh x;ch x) siempre puede

transformarse en el problema de calcular la primitiva de un cociente de polino-
mios haciendo el cambio de variable th (x/2) =

/. Cada vez que hagas el cambio th (x/2) =
tendras que sustituir sh x, ch x y dx por sus

correspondientes valores en funcion de "z";

por tanto, debes saber que si th (x/2) =z, es

2.2 . 1+22 . 2.0z
chx= Cdx =
1-22 1-22 1-22

/D"

sh x =

Como ya eres un artista calculando primitivas de cocientes de polinomios, en los
ejemplos sélo nos ocuparemos del transito que conduce de una primitiva de la

forma ZR(sh x;ch x).dx a la primitiva de un cociente de polinomios.

v z 2.dz _
1+shx+chx 22 1+22'1_22
12122
2.2 1+ 22 2.dz
th(x/2)=z=sh x = , chx= dx =
(x/2)=2= 1- 22 1-22 Y T p
-1 L.dz:Ln\1+z\=Ln‘1+thl‘+c
1+2 A 2
deshacemos el cambio de variable: z =th (x/2)
2.z
y z sh x _ _ 72 2.dz _
1+ShX+ChX 22 1+22'1—22
T 12122
th (x/2) = z:shx_lf S chx= ﬁz y dx = 1_0'222
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calculamos la primitiva del cociente de polinomios

:Z (1+Z)2.'é_22).d2= # ?g(z)zg(th l)+c

deshacemos el cambio: z = th (x/2) iNoooo....!

Ahora estudiaremos
otros cambios de va-
riable que en ciertos

casos son mas eficaces

que th (x/2)=z2

sh x 7 1 1
v o] m.chx.dx?z 1+22.dz=§.Ln‘1+22‘?E.Ln‘1+sh2x‘+c
shx=z= chx.dx=dz deshacemos el cambio: z =sh x
ch3 x ch2 x 1+sh2x
/ = = =
z 2—shx'dX z 2-shx’ hx.dxfz 2—-shx h x.dx
esch2 x =1+sh2x
i— shx=z= chx.dx=dz
v71 1422 , _ _
—Z —2_Z.dz_ _g(z)$g(shx)+C
deshacemos el cambio: z =sh x

thx.(2—shx)'dXT shx.(2—sh x)’ f 2.2 -2)

th x =sh x/ch x shx=z=chx.dx=dz

= .. = g(z); g(sh x)+C

deshacemos el cambio: z =sh x
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s.dz=1 |_n|1+z2|_1 Ln|1+ch2x|+C

h x.d
1+ch2xS X% 1+

chx=z=>shx.dx=dz deshacemos el camblo Zz=ch X

] sh3 x _] sh2 x ] —1+ch2x

v = = =
3—-chx’ X 3—chx'ShX'dX$ 3—-chx ek
siempre es sh2 x = -1+ ch2 x
ﬁ chx=z=sh x.dx=dz
'] 22 -1 4;— .. =g(z)=g(chx)+C
3-2 ?
deshacemos el cambio: z=ch X
th x sh x
v [ [ -] &

2_ch x'dx? ch x.(2 —sh x)'dxf 22-2)"

th x =sh x/ch x chx=z=sh x.dx=dz

== g(Z)i g(ch x)+C

deshacemos el cambio; z=ch x

=g(z)=9g(thx)+C

1+th X' X; 1+z 1-— 22
th x =z = dx =dz/(1- z2)
deshacemos el cambio de variable; z =th x
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2.th x 22 dz
‘/ = = =
Z 1+thx'dx $Z izl 2- p(z)=g(thx)+C

th x =z = dx =dz/(1-z2)

deshacemos el cambio de variable; z = th x

Para calcular una primitiva de la forma ZR(shZ-mx - ch2N x).dx,

donde "m™ y "n" son numeros enteros (= sh x y ch x aparecen
elevados a exponentes pares), haremos th x =z; en este trance, para

poder sustituir sh? x, ch2 x y "dx" por sus correspondientes valores
en funcion de "z", deberas saber que si th x =z, es:

2 1 . dz
sh2x=-2°_:chax=—1 . qgx=_92_
1 1-z

_22 ! _ 72 1_22
dz
v Z dx :Z 1272 _
4.sh2 x + 9.ch2x z2 1
4, + 9.
1—z2 — 72
thx=z=sh2x = ch2x=—1 v dx=_92
- I TR
2.th x
=] 4zgz+9 %éarctg( )$%.arctg( 3 )+C
deshacemos el cambio: z =th x
dz
v ] dx 7 1-22 7 dz 17 V2.2
1-sh2x 122 1-222 2" 1-(42.2)2
1—22T
_ o, _ 22 _dz
thx=z=sh x_l_22 ydx_l_22

:%.arh th (ﬁ.z);%.arg th (v2.th )+ C

deshacemos el cambio: z =th x

T

Seguro que a continuacion ¥ (G
viene el caso J
R(sh x;ch x)=sh™ x.ch" x S ' ?
\\ \\
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Podemos distinguir 3 casos a la hora de calcular la primitiva de una
funcion R(sh x;ch x) cuya expresion matematica es de la forma

R(sh x;ch x)=shm x.chn x, siendo "m" y "n" ndmeros enteros:

A) Si alguno de los exponentes (por ejemplo, el *n*) es impar, lo
expresaremos como suma de un ndmero par y del nimero 1 (o
sea, n=2.k+1, siendo "k" entero); asi:

[ shmx.ch2k+lx.dx =] shmx.ch2kx.ch x.dx =
=Z shm x.(1+sh2 x)k.ch x.dx =Z R(sh x).ch x.dx

B) Si los dos exponentes son pares pero alguno es negativo, hare-
mos el cambio th x =z; como ya sabemos, en tal caso, es:

2 1 . dz
sh2x=—2°_:ch2x = - dx =
1-22 1-22 1-22

C) Si los dos exponentes son pares no negativos (=0), por ejemplo
m=2.p y n=2.q siendo "p"y "g" numeros naturales, es:

—1+ch 2.xkp ﬁ1+ch 2.x‘50I -
2 ' 2 '

Z sh2.p x.ch2.9 x.dx ? Z ﬁ

sh2 x — —1+c2:h 2.X e x=1+ Cgl 2.X

Al efectuar el producto (—1+ch 2.x)P.(1+ch 2.x)d4 obtendre-
mos una suma de potencias pares e impares de ch2.x; las

ch 2.x basta tener en cuenta que ch22.x = (1+ch 4.x)/2, asi:

1+ch 4.x‘lIr
— .dx

Al efectuar el desarrollo de (1+ ch 4.x)" obtendremos una suma
de potencias pares e impares de ch 4.x; las primitivas de las po-
tencias impares de ch 4.x se calculan como se indica en el caso
A), y las primitivas de las potencias pares de ch 4.x se calculan

teniendo en cuenta que ch2 4.x = (1+ ch 8.x)/2, asi:

Z ch2.r2.x.dx = Z ﬁ

1+ch 8.X‘QS
— .dx

Al efectuar el desarrollo de (1+ ch 8.x)° obtendremos una suma
de potencias pares e impares de ch 8.x; las primitivas de las .....

Z ch2s4.x.dx = Z ﬁ

’4
g
0 primitivas de las potencias impares de ch 2.x se calculan como
se indica en A), y con las primitivas de las potencias pares de
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4 Z shd x.ch? x.dxiz sh4 x.ch2 x.sh x.dx =

Caso 5A, pues estamos ante una primitiva de la forma Zshm X.chn x.dx

en la que algin exponente es impar. Expresamos dicho exponente impar
como suma de un numero par y del namero 1 (5=4 +1)

— ] (~1+¢h2x)2.ch2 x.sh x.dx =

L sh2x=-1+ch2x

primitiva de la forma ZR(ch X).sh x.dx = chx=z=sh x.dx=dz

=] (-1+22)2.22.dz= ... =9(@) g olchx)+C

deshacemos el cambio de variable: z=ch x

4 Z sh2 x.chS x.dxiz sh2 x.ch4 x.ch x.dx =

Caso 5A, pues estamos ante una primitiva de la forma Zshm X.chn x.dx

en la que algin exponente es impar. Expresamos dicho exponente impar
como suma de un numero par y del namero 1 (5=4 +1)

=] sh2x.(1+sh2x)2.ch x.dx =
ch2x =1+sh2x

primitiva de la forma ZR(sh X).chx.dx =shx=z=chx.dx=dz

::Z22(1+22Viﬂ=h“.:g@)ig@hx)+c

deshacemos el cambio de variable: z=sen x

v | sechx.dx =] Sﬂ—XX:Z sh-1x.dx =] ;:T);.dx:

Caso 5A, pues estamos ante una primitiva de la forma Zshm X.ch™ x.dx

en la que algin exponente es impar. Expresamos dicho exponente impar
como suma de un numero pary del nimero 1 (-1=-2+1)

l— sh2 x =-1+ch2x
1 1

=| ———shx.dx= dz=.....
Z “1+chZx”® XdeZ ~1+22 dz
primitiva de la forma ZR(ch X).sh X.dx = chx=z=sh x.dx=dz
= =g(2)i9(ch x)+C

deshacemos el cambio de variable: z=ch x
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2

v Z shZ x
ch2 x

Caso 5B, pues estamos ante una primitiva de la forma Zshm X.chn x.dx

en la que ambos exponentes son pares, pero alguno es negativo =
hacemos el cambio th x = z; asi:

2 1 . dz
sh2x =% ch2x =—=— : dx =
1-22 1-22 1-22

_ z2 1 yq_dz _ 22 4,
Z 1—22'(1—22) 1-22 Z 1+22°

= ... = g(z)ig(th X)+C

deshacemos el cambio de variable; z =th x

ax = Z sh2 x.ch—2 x.dx =

v Zsh2x.ch2x.dxiz 1+;h2x 1+ch2xd
Caso 5C, pues estamos ante una primitiva de la forma Zshm X.chn x.dx
en la que ambos exponentes son pares no negativos = damos "entrada”

al argumento "2.x": essh2x = (-1+ch 2.x)/2 y ch2x = (1+ch 2.x)/2
:%Z (—1+ch22.x).dx:—%.x+%.z ch22.x.dx =

_ L1y, 1y lachdx, 1o 1x 1

A 4.x+4.z 5 dx = 4.x+4.(2+8.sh4.x)+C

damos "entrada" al argumento "4.x": ch22.x = (1+ch 4.x)/2

—1+ch2.x
6 =/ (————~7)3 =
[ sh x.dx+z ()3, dx

Caso 5C, pues estamos ante una primitiva de la forma Zshm X.chn x.dx

en la que ambos exponentes son pares no negativos = damos "entrada"
al argumento "2.x": es sh2 x = (—1+ ch 2.x)/2

:%Z (-1+3.ch2.x -=3.ch22.x +ch32.x).dx =

?

o Es: Z ch2 2.x.dx = (caso 5C)=Z 1chdx dx = & (x 1

5 . —E. +Z.Sh 4X)
o Es: Z ch3 2.x.dx = (caso 5A)=Z ch? 2.x.ch 2.x.dx =
=] (1+sh2 2.x).ch 2.x.dx;%.z (1+22).dz= ... = g(2)=g(sh x)

sh2.x=z= ch2.x.dx =dz/2
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Para calcular primitivas de la forma

A)Z shax.ch bx.dx, a=b
B)Z shax.sh bx.dx, a=b
C)[ chax.ch bx.dx, a=b

basta recordar las formulas:
sh (a + b).x +sh (a—b).x .

A)sh ax.ch bx = 5 ,a=bh
E)shimash bx=Ch (a+b).x;ch(a—b).x’ ab
C) ch ax.ch bX=ch(a+b).XJ2rch(a—b).x, ab

Con ellas transformaremos el problema de calcular la primitiva de
un producto en el problema de calcular la primitiva de una suma.

] sh2x.ch6x.dx=2] (sh8x +sh 4x).dx =

A2

sh 2x ch 6x = (2 +6).x +3h (2 6).x _ sh8x +sh (-4x) _
. = . _ :
= o 8 ;Sh 4X, pues sh (—4x) = —sh 4x

_1 1
_16.ch 8x+8.ch 4x +C

Z sh 2x.sh 6x.dx i%z (ch8x —ch 4x).dx =

sh 2x.sh 6x — ch (2 +6).x —Zchs (2-6).x _ ch 8x —2ch (—4x)

_ch8x ; ch 4x , pues ch (—4x) = ch 4x

_1 1
_16.sh 8x 8.sh 4x +C

Z ch 2x.ch 6x.dx i%z (ch8x +ch 4x).dx =

ch(2+6).x+ch(2-6).x ch8x+ch(-4x)
2 a 2 a

, pues ch (—4x) = ch 4x

ch 2x.ch 6x =

_ ch8x +ch 4x
_ 2

_1 1
_16.sh 8x+8.sh 4x +C
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1.11 PRIMITIVAS DE ALGUNAS
FUNCIONES IRRACIONALES

Al hablar de funciones irracionales nos referimos a funciones en que la variable
aparece bajo el signo de radicacion, como las siguientes:

= 1 gxy= LHRx+l

1+ X =(x3 +1). 2_2 : f(x)= N
f(x) =~/x — X7 -f(x)_1+x/7 x5 +81+x . (x)= 1+/X)2-4.x
| X5A1+x+x2 Jx+2

El problema de calcular la primitiva de una funcién irracional puede ser asunto
inmediato, como en el caso

de/\/1+ X=21+x+C

0 totalmente infumable incluso para los japoneses, como en el caso

Z 1+\9/7 x5 + 41+ x dx
S 1+ X+ X2

/iTranquiIo!, solo estudiaremos
algunos tipos de primitivas de .

funciones irracionales .... yen
cada caso deberas aprender el
cambio de variable que transfor-
ma nuestro problema en el
problema de calcular una primiti-

\va de las que ya conocemos/

/

Si el integrando f(x) es una ensalada de potencias del cociente de
monomios (a.x + b)/(c.x + d), haremos (a.x + b)/(c.x +d) = zK,

siendo "k" el minimo comun multiplo de los denominadores de los
exponentes de (a.x + b)/(c.x +d)

oo ] LR2x-3+42x-3 g 7 1+@X-IE+@x -G
1-82.x-3 ' 1—(2.x — 3)1/6 ' JA

es m.c.m(3,4,6) =12 = hacemos 2.x —3=712 = dx = 6.z11.dz

calculamos la primitiva del cociente de polinomios

7 1+74 423 _¢ _ _
=] AL ez —q(z )+g((2.x 3)/12)) 4 C

deshacemos el cambio: 2.x —3=712 = 7z =(2.x — 3)1/12
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v x+\/_ _ x+x1/3 _7 26422 54
Zl i x=| X2 fz 1 s 02dz=

es m.c.m(2,3) = 6 = hacemos x = z6 = dx = 6.z5.dz

calculamos la primitiva del cociente de polinomios

= + = g(z)i g(x1/6)+C

deshacemos el cambio: x =26 = z = x1/6

Si el integrando f(x) contiene un Unico factor irracional de la forma

Va2 —b2?.x2 | lo haremos desaparecer con el cambio b.x =a.sen z,
pues asi:

Va2 —b2.x2 =,/a2 —a2.sen2z =a.,/1-sen2z =a.co8
v Z \/9—4.x2.dxf%.z 1/9—9.sen22.cosz.dz:%.z J1-sen2z.cosz.dz=

3

— 2.x:3.senz:>dx:§.cosz.dz
_9 2 ,4,.97 Ltcos2z . 9.1 1 _
—2.2 Cos z.dz—2.Z 5 .dz_2.(2.z+4.sen2.z)_
9 2x 9 2.X
+4arcsen 3 8sen(2arcsen 3) +C
deshacemos el cambio: 2.x =3.sen z = sen z = ZTX = Z=arc sen ZTX

Antes de deshacer el cambio podemos escribir sen 2.z = 2.sen z.cos z, Yy asi:

Z\/9 4.x2 dx_ z+£1125enzcosz) =.(z+senzcosz)=

9 L 2X 1 (2X
1 (arcsen 3

deshacemos el cambio:

2.X
oy Z=arcsen 3

2.X =3.5en z = sen Z=T:>
cosz=,/ ( )

También podemos resolver la papeleta mediante el cambio 2.x = 3.cos z:

—> I
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Z x/9—4.x2.de%.z J9-9.cos2z.sen z.dz=—%.z J1-cos2z.sen z.dz =

2.X=3.c05Z=dx = —§.sen z.dz

2

v 9 2 g 97 1-c0s2z 9.1 1 _
= 2.2 sené z.dz = 2.Z > dz= 2.(2.2 4.sen2.z)_
i—g.arc cos 2X + 9 sen (2.arc cos Z'TX) +C

4 3 8
deshacemos el cambio: 2. = 3.0s z = c0s z = 2X — 7 = arc cos 2:X

3 3
] dx ] \/5/3.¢0s 2.0z _
X++5-3x2 4 \/5/3.sen z+ /5 5.sen2 z
V3.x=+/5.sen z = x = ,/5/3.sen 2 = dx = ,/5/3.c0s 2.dz

\/5/3.c0s 2.0z _] J5/3.coszdz
J5/3senz++B[1-sen2z ~ [5/3.sen z+\/§.cosz?

Primitiva de la forma Z R(sen z;cos z).dx = cambio tg % =1, para el que es:

sen z =21 ;cosz:l_t2 , dz= 2.dt

1+12 1+1t2 1+12
1-1t2
+/5/3.
:Z 1+12 2.dt _ :g(t):
2. 1-t2°1+t2
5/3. +/5. 00—
r1+t2 \/_1+t2 T

calculamos la primitiva del cociente de polinomios obtenido

_alt arc sen ,/3/5.x
deshacemos los cambios de variable realizados:

arc sen ,/3/5.x
t=tg 2 =tg
2A 2

J3.x =+/5.sen z = z = arc sen ./3/5.x

)+C

iSalen muchos
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Si el integrando f(x) contiene un unico factor irracional de la forma

Va2 +b?.x2 | lo haremos desaparecer con el cambio b.x =a.tg z,
pues asi:

Va2 +b2.x2 = /a2 +a2.tg2z =a.,/1+ tg2z =a/cos z

2 :§ 2 dz _
[ \Jo+4x .dx¢2.z 9+9.1g22. 2

3 dz
2 cos2z

9 dz 9 1 dz 9 dz
- . 1 t2 . = —. . = —. =
2z 4 Z00322¢22 \/cosZZ cos2 z 2z cos3zT

como todo el mundo sabe, es 1+tg2z=1/cos2 z

2.x=31gz=dx=

primitiva de la forma Zsenm X.cosn x.dx, siendo impar algin exponente =
= expresamos el exponente impar como suma de un nimero par y de 1
C0S Z COS Z
9] OS24, 9] OSZ 4,
2" cos4z 2" (1-sen2z)2 ?
primitiva de la forma Z R(sen z).cos z.dz, hacemos el cambio
senz=t= cosz.dz=dt

calculamos la primitiva del cociente de polinomios

—9Z at___ v :g(t);g(sen arctgz'TX)+C

deshacemos los cambios de variable realizados:
t =sen z=sen arc th'TX

A

2.x=31tgz=z=arc tgz'TX

Z X ++/1+ x2 dx = th-I- 1+tgzz dz

1-V1+x2 AT 1-1+192z '00822}

X =tg z= dx = dz/cos2 z 1+tg2z=1/cos2z
1 1
tgz+ o1l

_Z . cos2z _Z 02+ o5z dz

o[ 1 Tcos2z 1 ‘cos2z
cos2 z CoSs z
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1+ cos z.3€NZ

=Z l1+cosztgz (z :Z cosz dz :Z l1+senz ¢z
-1+cosz "cos2z

—1+ cos z'COSZZT
descomponemos en suma de dos sumandos

:Z 1 dz +Z sen z dz_ _
—1+c0Sz cos2z —1+cosz'c0322¢""

—-1+cosz ‘cos2z

o Es:

o Es:

2.dt
] 1 dz _] 1 1+t2  _
—1+Cc0sSZ cos2z _141- t2° (1 t2)2
T 1+t2 "1+t2

ZR(sen Z;c0s z).dx = cambio tg§ =1, para el que es:
1-t2 . 2.dt

 dz=
1+12 1+12

Z sen z dz =—Z dt  dz _
—1+cosz'c0322$ —1+1t'¢t2

COS Z =

primitiva de la forma Z R(cos z).sen z.dz, hacemos el cambio
cosz=t = senz.dz=-dt

Si el integrando f(x) contiene un Unico factor irracional de la forma
\Vb?.x2 —a2 | o haremos desaparecer con el cambio b.x =a.sec z,

pues asi:

Vb2.x2 —a2 = [a2.sec27 —a2 =a.,jsec2z—1=a.tg z

=] sen2zdz=] —%Zdz

:Z 192 .Sec z.tg z.dz:z dz=

] Vx2 -1 dx =] sec2—1

. .Sec z.tg z.dz =
x3 T sec3 z g

x=secz=>dx=secztgzdz || sec2z-1=tgz

tg2 z z sen2z/cos? z
sec? z 1/ cos2z

l-cos2z 1

sec3 z

5 _2.(2 2.sen2.z) 2.(z sen z.cos z)

% arc cos———W/ (1/x)2

el

X=8CZ=———=>C0SZ=

1 1 lz=arccost
== X
X

sen z = /1 - c0s2z = /1 (I/x)2

COS z
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4 Z — X dx= Z 2secz .sec z.tg z.dz =

1++/x2 -4 ? 1+./4.5ec2z—4

X =2.5eC Z= dx =sec z.tg z.dz

1 senz
: .sec2 z. 27°C0SZ
:Z 2.5eC Z .secz.tgz.dz:z 2.5ec ztgz.dzzz.z C0S% Z dz—
1+2..sec2z—-1 1+21t9z 1Jrzsenz
'C0S Z
JsecZz—1=tgz
_ Z sen z B

dz=
c0s2 z.(cos z + 2.sen z) 4

Primitiva de la forma Z R(sen z;cos z).dx = cambio tg % =1, parael que es:

SenZ:—’COSZZ—’dzz—
1+t2 1-|-t2 1+t2
calculamos la primitiva del cociente de polinomios
j .
1+12 2.dt arc cos 2/x
=2. Vot = a(tg ECOS X,
L=ty =12 5 2t )1+t2 9(t) £ 9(tg ———)
1+t2 1+t2 1+t2
deshacemos los cambios realizados: t =tg 5 5 4t w

x=2.secz=iz>cosz=3:>z=arcc052/x
COS Z X
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v Z dx :z dx
27 +6.X — X2 4 36— (x —3)2

—arcsenX=3 1 C

6

27+6.x—x2=27+9—(9—6.x+x2)=36—(x—3)2
dx -1
v argsh +C
Z \/x2—2x+17T J(x - 12+1
X2 —2.Xx+17= (x2—2.x+1) 1+17=(x-1)2 +16
v dx argchX—1+C
Z AIX2 —2.X — 15T (X — 1)2—
X2 —-2.Xx-15=(x2 -2.x+1)-1-15=(x-1)2 - 16
v Z dx :Z dx
N2.X2 + X =T J2. x2+ Z
1
X + =
_ 1 Z dx 1 ar 4
=, =——.arg ch +C
V2 \/(X+1)2_57 V2 /57716
4 16
2. X _ T _¢y2 X 1y 1 7 1y 57
Xty =X+ o+ )16 2= X" 16
v Z dx :Z dx
V3.X2 +5x+7 \/_\/x2+ Z
3
5
X +2
dx 1 6
= .arg sh +C
T 5 59 BNE . /59/36
36
5_X_Z_ 2 ,9X 25 25 7_ 92 29
X2 455 —g=[x +3+36) st3=(x+g)’+3¢
v dx :Z dx _
Va+5x-3x2 3 [4.5, o
3 3
_5
- Z dx =1 arcsen—>=0 4c
V3 \/73_()(_5)2 J3 \J73/36
36 6
4,5, 2_4,25 (25_5 2y_ 13 (v _ 9y
g3 XXt =3+55(gg g X+ X*)=g5-(X-%)
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Siendo P(x) es un polinomio de grado mayor o igual que 1, para cal-
cular primitivas de la forma
Z P(x).dx

(1

Jax2 +bx+c

usaremos el llamado méetodo aleman:
P(x).dx
Ja.x2 +b.x+c

— Q(x)VaxZ + bx+c +Z\/al szf;)‘ — (I

donde Q(x) es un polinomio completo de coeficientes indetermina-
dos y grado una unidad inferior al grado de P(x) y A es un ndmero
indeterminado. Asi, el problema de calcular (1), se transforma en el

problema de calcular Z?».dx/«/a.x2 + b.x + ¢, que es del tipo 5.

Para calcular el valor de A y los coeficientes de Q(x) derivaremos
los dos miembros de (I1); se obtiene:

P(x) _ d(Q(x).Va.x2 + b.x +¢) ) 2

Vax2+bx+c dx Vax2 +bx+c
Tras reducir a comun denominador en el segundo miembro de la
ultima igualdad e identificar los numeradores de ambos lados, llega-
remos a un sistema lineal de ecuaciones cuyas incognitas son los
coeficientes de Q(x) y A.

Y Z X—_Z.dx?l.\/M—%z _x

VX2 +x+1 VX2 +x+1
x-=2 _dQMX)vx2+x+1)
VX2 +x+1 dx VX2 +x+1 4

como P(x) = x — 2 tiene grado 1 = Q(X) tiene grado 0, o sea, es Q(x) =k

x—2 _ d(k+/x2 +X+l)+ A
B dx

:\/x2+x+1 ) \/x2+x+1:>
_ (2.Xx+1
:>\/x;(+>f+1=2.\/>(<2+XJ)rl+\/x2ix+1:>
L x-2  _ k.x+i2< X 2 _
X2 +x+1 AUX2£x+1 Ux2+x+1
:>x—2=k.x+§+7»:> _21::%k+x :>{in51/2
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VX2 +x+1—%.arg sh z'i(/%_l-i-c

A
dx X +(1/2) 2.X+1
=arg sh—=—-~=arg sh
2 4

2 _ (572 1, 1 .,.4_ 1o, 3

X2 +X+1=(x +x+4) 4+1 (x+2) +
3x3+2.x-1 X2 dx

v .dx ———+— VX2 +x+1— -
Z V2.X2 + X +2 T( ) 1282 V2.X2 + X +2

3x3+2x—1_ dQ(x).V2.x2 +x +2) A .
N2.X2 +X+2 dx \/2.x2+x+2 f

como P(x) = 3.x3 + 2.x — 1 tiene grado 3 = Q(X) tiene grado 2, 0 sea:
Q(X)=A.x2+B.x+C

., 3x3 +2.x—1 _d((A.x2 +B.x+C).v/2.x2 +X+2)+ A .
V2.X2 +X+2 dx N2.X2 £ X +2

A.x2 +B.x +C).(4.x +1) N

3x3+2x 1
=(2.A.x +B).A/2.x2 +x+2+
\/2 X2 +X+2 2.4/2.X2 + X+ 2

4 A =
N2.X2 £ X 42
LHirs

= 3X3 +2X —1=(2AX + B).(2X2 + X + 2) + (AX2 + Bx + C).(2x + 2)
— 3x3 + 2x — 1= 6Ax3+(5A+4B)x2+(4A+32|3+2C).x+(28+%+k):>

R3-6.A
0=2A 4B A=1/2
q 2 - B =-5/16
e 2=4A+3+2C =~ ¥c —15/64
A =—63/128
"—1:28+%+k
B X2 JX2 4 x+1 X+ (1/4)
————+— x2+x+1-93 1 argeh +C
A2 ) 1282 9" 15716
Z dx arg s hx+(1/4)
«/2x2+x+ T\/—\/(H 2+15 J— \J15/16
1y, , 15

2 2 2 Ay 1
2.X2 + X +2=2(X +2+1) 2.((x +2+16) 16+1) 2.((x+4) 16)
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Para calcular primitivas de la forma Z«/a.x2 + b.x + c.dx, multipli-

camos y dividimos por va.x2 +b.x +c: asf:

J\Jax2 1 bx+c.dx =] aXerbx+c g
Vax2+bx+c

que es del tipo 6.

v Z V2x2 +3x-Ldx=] j2x22+33x 11 dx =
Xé +o.X

= \/2x2+3x 1- 172 2X2 43X =1 gy
V2.x2 +3.x -1

2x2+3x-1 _dQM)N2x2+3x-1) 5
V2.x2 +3x -1 dx V2x2+3x-1 A

como P(x) = 2.x3 + 3.x — 1 tiene grado 2 = Q(X) tiene grado 1, o sea, es:
Q(X)=A.x+B.x

2
_ 2x2+3x-1 d((Ax+B)\/2x +3x-1) 2 N

V2.x2 +3x-1 dx x/2x2+3x 1
_, 2X243x-1 _p o raxoq4 AXtB)(AX+3)

J2.x2 +3x -1 242.x2 +3x-1
A

+ =
V2.x2 +3.x-1
= 2.x24+3x-1=A.(2X2 +3.x ~1)+ (A.X +B).(2. +§)+x -

—2x24+3x-1=4Ax2+(2A 1 2B)x+ (- A+3B+x):>

2 2
2=4.A
A=1/2
- 3—92A+ZB — }B=3/8
3B A =-17/16
-1=-A+=—+
2
3/4)
=5 sz vax—1-17 1 aqen X84 ¢
472 1629 f771s
dx _ 1 arg Chx+(3/4)
V2.x2 +3x-1 T \/(X+3)2 7 2 J17/16
2 L 3X _i_l: 3o _17
2.X2 +3.x—-1=2.((x2 5 16) 16 2) 2.((x+4) 16)
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z.(-dz/ z2)

tipo 6, método aleman

v ] =Z _
H L=z:>x—1=l:>x=1+l:>dx=—dz/z2
x—1 Z Y
_’”‘_Z 2.(~dz/ 22) -] z(-dz/22)
n \/2+2+4— ~1i 2423
yZ2 z yZ2
m z.(-dz/z2) ~ dz B
m 2.22 +2+31 V222 437+2
72
3
G=—Z dz arg sh Z+y _
m T «/_\/(z+3)2+ \/_ \7/16
( 272 +32+2=2((z2 + 32 )——+1) 2.((z+%)2+%
1 4.2+3 _ x—1"
=———.arg sh .arg sh +C
Sl 2 N7 A «/_ J7
| deshacemos el cambio de variable: z=1/(x —1)
v dx z3( dz/22) z3.(-dz/z2) _
X3.VX2+3.X—1 / \/ 22+32+1
m
IE b l—z:>x——:>dx——dz/z2
X z
O B 22.dz
x/—22+3.z+1f
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A la hora de calcular la primitiva de una funcion de la forma

R(x;\/a.x2 + b.x +¢), distinguimos tres situaciones:

A)Sia>0 = cambio va.x2 + b.x +c=+/a.x +z
B) Sic>0 = cambio va.x2 + b.x + ¢ =X.z+~/C

C)Sia<0 = cambio Vax2 +bx+c= (X —a).z, siendo o una
de las soluciones de la ecuacion a.x2 + b.x +¢c=0

‘._ @rva que puede haber "solapes™; por ejemplo, sm
RN =] dx 1y =] dx
X+X2 +X+4 X —~—Xx2 +4.x+1

el célculo de 1y corresponde al caso 9A o al 9B, y el de
I> corresponde al caso 9B o al 9C /

l._3'22 +2.2+3 4,
v dx Z 2 (1_3'2)2

X+9X2+2x_14A" 2241 22 +1
T 2.(1-3.2) +(*/5'2.(1—3.2)

+z)_

Caso 9A = hacemos el cambio v9.x2 + 2.Xx —1 =/9.X + z, y asf:

9.x2 +2.x-1=(9.x+2)2 =
= 9xX2+2X-1=9%X2 +6.X.2+22 =
—2X-1=6X24+22 =2X-6X.2=22 +1=

- __22+1
= 2X(1-32)=z¢4+1=X 2.(1—3.2):>
2 -9 2z2+1
VOxX2 +2.x -1 \/5'2.(1—3.z)+z
—
dx 1 22(-32)-(22+1).(=8) , 1 -322+27+3
2 (1-3.2)2 ' 2" (1-3z2)2 °

calculamos la primitiva del cociente de polinomios

'

9(2) = g(v9.x2 +2.x -1 —/9.x)+ C

mdl

deshacemos el cambio:
SivOX2 +2X-1=~/9.X+2=2=+9.%X2 +2.Xx -1 —/9.x
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4.22 —-2.2+4 dz

v Z Z (1-22)2
X+4/X2+X+ T 4.7 21 4]]-2 2]_2+\/—
1-z Y4

Corresponde al caso 9A o al 9B, y la calculamos como 9B; o sea, hacemos el
cambio VX2 + X +4 =X.z+ /4 ; asf:

X2+ X+4=(X2+V4)2 = x2 +X+4=x2.22 +4.x.2+4 =
= X2 4+X=X2.22+4X2=>X+1=x.22+4.2

421

=>X-X22=47-1=Xx(1-22)=427-1=>x="— R

T\/XZ +X+4= 4'2221.z+\/z
=

Y. 40-22)-(4z-1).(-22) 4.22 - 2.2+ 4
dx = 1-22)? dz = 1_22) .dz

calculamos la primitiva del cociente de polinomios
v 2+ ox—1-
- :g(z):g(\/Q.X +2.x-1 \/Z)-FC
A X
deshacemos el cambio:

SiM:x.z+ﬁ:>z:\/9-xz+2-xx—l—\/z

6.z
7dz
v Z Z (1+22) _
x+x/—x2 + X+ 2 2.22 — (2-22 ~1_9);
1+22 1+22

Corresponde al caso 9B o al 9C, y la calculamos como 9C; o sea, hacemos el

cambio v—x2 + x+2 =(x—a).z, siendo o una de las raices de la ecuacion

X2 +X+2=0(=>Xx=20Xx=-1= X2 +X+2=—(Xx—2).(x +1)). Ast:
VX2 +X+2=(x-2).2= -(x-2).(x +1) =(x - 2).2=>

—(x=2).(x+1)=(x-2)2.22 = - (x+1)=(x-2).22 =

:>X.(1+22):2,22_1:>X:2.22—1
1+22
Srxez-@ES1 g,
= 2)—(2.22 —
dx:4'z'(1+z) (2.2 1)'(2'2)-dZ=L.dz
(1+22)2 (1+22)2
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calculamos la primitiva del cociente de polinomios

N=X2 + X +2
N )+C

v
= L =D o
$

deshacemos el cambio:

VX2 +X+2=(x-2).z2> 2= V=X2 + X +2

X—=2
Si hay "so- 7\‘

—‘ A priori no hay forma de saber\
qué opcidn es la menos petar-
lape”,
¢ccual elijo?

da; elige la que quieras, y si te
conduce a un cociente de
polinomios infumable,
prueba con la otra

S

Se llaman irracionales "binomias"” a las primitivas de la forma:

[ xM (a+b.x")P.dx

donde los exponentes "m", "n" y "p" son ndmeros racionales.
Se transforma en la primitiva de un cociente de polinomios en
los siguientes casos:

A) Si"p" es entero la primitiva es del tipo 1 = cambio

x =zK, con k= m.c.m.(denominadores de "m" y "n").
B) Si (m +1)/n es entero = cambio a+ b.x" =z", siendo
"r" el denominador de "p".

C)Si mrTl + pesentero = cambioa.x N +b=2z",
siendo "r" el denominador de "p".

Fuera de estos tres casos, la primitiva no puede expresarse
mediante funciones elementales

Jx _ _ 22 dx =
v / m.dx_z x1/2 (1-5x1/3)-2.dx =

caso 10A (p= -2 es entero) = cambio x = zM.c.mM(2,3) = 76 — dx = 6.z5.dz

=z z3.(1-5.22)-26.25.dz =
—6] B 4y= .. =qg(z)=q(x1/6
_6.2 (1_5.22)2.dy_ ... =0(2)=g(x/0)+C
deshacemos el cambio: x =z6 = z=x1/6
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v [ x-1/2 (1+ x1/4)1/3 dx =

Primitiva del tipo Z xM . (a+ b.xn)P.dx (irracional "binomia"), siendo:
m=-1/2 ; n=1/4 ; p=1/3
m+1 _ (—1/2) +1

Como /e 2 = entero = hacemos el cambio 1+ x1/4 = z3:

1+x/4 =723 = x=(z8 -1)4 = dx=12.22.(z3 - 1)3.dz

=] (23 —1)4)-1/2 (23)1/312.22.(z3 — 1)3.dz =
= 12.2 (z3 -1).z23.dz= 12.2 (z6 —z3).dz=
- 12.(%,27 - %_24) ; %.(1+ x1/4Y1/3 _ 3 (1+ x1/4)4/3 4 C
deshacemos el cambio: 1+ x1/4 =73 = z=(1+ x1/4)1/3

v Z @.dxzz x—4.(1+3.x2)1/2.dxi

Primitiva del tipo Z XM (a+ b.xn)P.dx (irracional "binomia™), siendo:
m=-4,n=2;p=1/2

m+1, p= _42+1+%:—1zentero:> cambio 1.x-2 + 3 =2z2:

1.x2+3=22=>x=(22-3)"V2 =

(1+3.x2)1/2 =(1+3.(z2 - 3)-1)/2 = z/(z2 - 3)1/2
dx =-z.(z2 - 3)-3/2.dz

Como

=] (2-3)V2)4 L 7(z2-3)-3/2.dz=

(z2 - 3)1/2
=] (22 - 3)2,@_2.(22 _3)-3/2.dz =
= —z z2.dz = —%.23 i—%.(x—Z +3)3/2 +C

deshacemos el cambio: 1.x—2 +3=22 = z=(x—2 + 3)1/2

Menos que al
_' principio, se
hace camino al
andar

Q ¢Queda
mucho?
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1.12 CALCULO DE PRIMITIVAS
POR REDUCCION

Este método se usa para calcular primitivas de funciones famosas que van afecta-
das de exponentes (normalmente enteros) grandes.

v Im =1 (Lnx)m.dx zx.(Ln x)M —m.[ (Lnx)m-1.dx =

*U=(Lnx)M = du =%.(Ln x)m-1.dx

*dv=dXx => v=X

i) Im :X.(Ln X)m - mlm_l

es: Z (Ln x)M=1.dx = In_1

I3 =Z (Ln x)3.dx = x.(Ln x)3 - 3,|2i

es: Iy :Z (Ln x)2.dx = x.(Ln x)2 = 2.1
=x.(Ln x)3 =3.(x.(Ln x)2 —=2.11)=
=X.(Ln x)3 —3.x.(Ln x)2 + 6.1 Y
es: Iy = Z (Ln x)L.dx =x.(Ln x)1 = 2.1y
= x.(Ln x)3 = 3.x.(Ln x)2 + 6.0x.(Ln x)L — 2.Ioh =

=X.(Ln x)3 =3.x.(Ln Xx)2 +6.x.Ln x —12.19 =
=x.(Ln x)3 =3.x.(Ln x)2 +6.x.Ln x —=12.x +C

— es: I0=Z (Ln x)0.dx:Z dx = x

4 Im =Z senm x.dx:z senm-1x.sen x.dx :+>

* U=senM-1x = du=(m —1).cos x.senM-2x.dx
*dv =sen x.dx = v =Z sen X.dx = —cos X

= Iy =-senM-1x.cos x +(m — 1).Z senM-2x.cos2 x.dx =

— Iy =—=senM-1x.cos X + (M —1).(Im—2 — I;y ) =

[ senm-2x.cos2 x.dx = senmM-2x.(1—sen2 x).dx =
:Z senm—2x.dx—z senMx.dX=1p_2 — Iy

= m.ly =-senM-1x.cosx +(M-1).Ip_2 =

1

= Im =—m.senm—1x.cos x+M-1

Am-2
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_ 4y dx = —+ sen3 4-1, _
I4 ZSen X.dx 4.sen X.COS X + 1 .I2+ .....
__1 2-1 - _
I = 2.senx.cosx+ 5 .I0+...
es: 1o = [sen0 x.dx = [ dx = x

Im = Z cos™M x.dx = Z cosM-1x.cos x.dx =

% U=c0sM-1x = du=—(m—1).sen x.cosM-2 x.dx
*dv=cos X.dx = V= Z cos X.dx =sen X

= Iy =sen x.cosM-1x +(m —1).Z senZ x.cosM—-2 x.dx =

es: Z sen2 x.cosm—2 x.dx=Z (1-cos2 x).cosM—-2 x.dx =
:Z cosm—2x.dx—z cosMx.dx=1Ipm_2 —Im

= Iy =sen x.cosM-1x +(m-1).(Im—2 = Im) =
= M.l =sen x.cosM=-1x + (m-1).Iq_2 =

=Im :%.sen x.cosm-1x + mnql.lm_g

v Im:n = Z senmM x.cosN x.dx = Z senmM-1x.cosn x.sen x.dx =

* U=senM-1x = du=(m—-1).cos x.senM-2x.dx

* dv =sen X.cosN X.dx = v = Z sen X.cosn x.dx = —ﬁcosn+1 X

= Imn = —ﬁ.senm—1 x.cosnN+1x + rr?;llz senM—2x.cosN+2 x.dx =

Z senM—2x.cosN+2 x.dx = Z senM—2x.cosN X.cos2 X.dx =
= Z senM—2x,cosn x.(1—sen2 x).dx =

=Z senM—2x,cosn x.dx—z senM x.cosN x.dx = Im—2:n — Im:n

~ T :—nL.senm—lx.cos”+1x+ m _1-(|m—2;n —Im;n)=

+1 n+1
B . R
"4 nr:f'lm;n :—ﬁ.senm—lx.cosnﬂx + T;ll.lm_z;n =
= lmn=— 1 n.senm—lx.cosn+1x+ m;ﬁ.lm_z;n
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Im:n = Z sen™M x.cosn x.dx = Z sen™m x.cosn—1x.cos x.dx =

* U =cosN-1x = du=—(n-1).sen x.cos"N—2 x.dx

1

* dv =senM x.cos X.dx = v :Z sen™M x.cos X.dx = - +1senm+1x

n-1

1 .senM+1x cosn—1x +
m+1

jlm;”:m+l

Z senM+2x.cosN—2 x.dx =

Z senM+2x.cosN—2 x.dx = Z senMx.cosN—2 x.sen2 x.dx =
= Z senmMx.cosN—2 x.(1 - cos2 x).dx =

:Z senmx.cosn—2 x.dx—Z senM x.cos" x.dX = Im:n—2 = Im:n

.senM+1x cosn—1x + n_l.l e —Imn) =
m+1(m,n 2 m,n)

-

n-1 1 n-1
=1+ Amn = .senMm+1x cosn—1x + Imn_o =
( m+1) MmN~ mi1 m+1 mn-2
m+n 1 n-—
= Amn = senm+1x cosn-1x + Amn_o =
m+1""M™""my1 m+1 mn-2
= I = senm+Lx.cosn-1x +- =L |
MmN m+n m+n’ mn-2
lga = sen6x.cos4x.dx:i.sen7x.cos3x+ﬂ.l- = .
64 =1 644 6+4 6'2¢
lgo = sen6x.0052x.dx=i.sen7x.cosx+u.l- = ...
62~ 6+2 6+2 %0 %
l6:0 :Z sen6 x.cos0 x.dx =
es Jx =Zsenk x.dx:—%.senk—l x.cosx+%.Jk_2
=—l.sen6—1x.cosx+u.J4 = 0
6 6 ?
1 4 -1
es Js =/send x.dx =—=.sen4-1x.cos x + —=.Jy = ...
ey . s
es Jp = Zsen2 x.dx:—%.senZ—l X.COS X +%.Jo = o
es Jg =[sen0 x.dx = [ dx = x J
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v Im :Z tgmx.dx=z senM x.cos—M x.dx =

= Z senm-1x.cos—M x.sen x.dx =

* U=senM-1x = du=(m —1).cos x.senM—2x.dx
1

* dv =sen x.cos—Mx.dx = v = Z sen x.cos—M x.dx = — 1cos—m+1 X

= Im = m1+1.senm—1 X.cos—M+1x —Z senM-2x.cos~M+2 x.dx =
1
=y =——.tgMm-1x -/ tgm-2x.dx =

senm—-1x

*senM-1x.cos—M+lx=—— -~ =tgm-1x
cosm-1x
senM—2 x

kseNM-2x,c0s—M+2x=——_— =tgMm-2x
cosm—-2 x

= Im :—.tgm_lx— Im_2
v Im =Z ctgm x.dx=Z sen—M x.cosM x.dx =

= [ sen-m x.cosM-1x.cos x.dx =

% U=c0sM-1x = du=—(m—1).sen x.cosM-2 x.dx

* dv =cos x.sen-Mx.dx = v = Z cos X.sen—M x.dx = 1+ 1sen—m+1 X
=1 l.sen—m+1 x.cosm-1x —Z sen—M+2x.cosM-2 x.dx =
1
= Iy = ctgm-1x — [ ctgM-2x.dx =
m=——.clg [ ctg =
cosm-1x
*sen—M+1x cosM-1x="————=ctgm-1x
senm-1x
cosm—-2 x
*sen—M+2 x.cosM-2x =———— =ctgMm-2x
senm-2x
= ctgm-1x—|
m=_ 1 g m-2

X
J1-x2

.(arc sen x)k-1,dx

vl :Z (arc sen x)K.dx = x.(arc sen x)K — k.Z (arc sen x)k-1.dx =

_k
A1-x2

xdv=dx => V=X

% U=(arcsen X)k = du =

Tema 1: Calculo de Primitivas 110



= x.(arc sen x)K — k.f—v/1—x2 .(arc sen x)k-1 + (k — 1).Z (arc sen x)k—2.dxj =

# U=(arcsen X)k-1 = du= 1 _12 .(arc sen x)k-=2 dx
— X

sdv=—=X _dx=>v= dX = —+/1—x2
1-—x2 Zx/l—x2

x.(arc sen xX)K + k.+/1—x2 .(arc sen x)k-1 —k.(k—1).1x-2
[ (arc sen x)k-2.dx = Iy_»

=~

2

—» I

v lg= Z (arc cos x)K.dx = x.(arc cos x)K + k.Z X__(arc cos x)k-1.dx =
\1-x2

K
* U =(arc cos X)k = du=—
V1-x2

*dv=dx = v=x
= x.(arc cos x)K + k.f—/1— x2..(arc cos x)k-1 — (k — 1).Z (arc cos x)k—2.de =

.(arc cos x)k-1.dx

U= (arc cos X)k-1 = du=— ;(_12 .(arc cos x)k-2.dx
— X

sdv=—2=L _dx=v= X__ dx=—-+/1-x2
\J1-x2 Z \1-x2

x.(arc cos x)k — k.4/1—x2.(arc cos X)k-1 — k.(k —1).1x_
[ (arc cos x)k=2.dx = Iy _5

—> I

v I, =/ seckx.dx = dx _ _ 1 dx
k z z cosk x z cosk—2 x "cos2 x

_SnX N sen2 x
cosk—1x cosk x

1 sen X
du=(k - 2). .
= ( )cosk—lx

dx _senx
Cos2 X ~ COS X

dx =

re

*U=———
cosk—2 x
dx

C0S2 X

dx

.

Z sen2 x

1—cos2 x dx dx
cosk x Z Z

dx=] ———.dx= — —
Z cosk x cosk x cosk—2 x

seck x.dx — Z seck—=2x.dx =l — lk_2

* sen X

I =————(k=2).(Ix - Ik
= lk= gy k=2l —lk-2)=

1 senx k=2

sen x .\
k-1 cosk—1x &« k=1 K2

cosk-1x

= (k-1).1g = +(k=2).lk_2 = Ix =

Tema 1: Calculo de Primitivas 111



Y k=1 coseckxx=] se(rj1)|ix:Z senkl—zx'se?éx
COS X COS2 X

?'k=—m—(k—2)z senkx'dX:>
*uzm:dub(k_z)_%.dx

COSs X

*dV=Se?]—)§X - Se%x:_Cthz_senx

2 —sen2
e L .y e S

= Z coseck x.dx — Z coseck-2x.dx =l — lx_2

v COS X
Ik =—————-(k—=2).(Ix — lIx—
==y k=2 -lk-2)=
= lk=- 1 oS X k_2.|k_2

. +
k-1 senk-1x

Para despedir el célculo de primitivas, comentamos una chorradita que acaso de-
bimos comentar al principio, pero no pasa nada por comentarla al final: la funcidn

derivada de F(x)=2.x3 es f(x)=6.x2: asi, una de las primitivas de f(x)=6.x2 es

F(x)=2.x3, y la primitiva de f(x) es | 6.x2.dx =2.x3 +C.

v Pregunta: ;qué primitiva de f(x)=6.x2 pasa por el punto (1;8)?

Tema 1: Calculo de Primitivas

Respuesta: la que corresponde al valor de "C" tal que 2.13+C=8=
= C=6=> laprimitiva de f(x)=6.x2 que pasa por (1;8) esu(x)=2.x3 +6
Pregunta: jqué primitiva de f(x)=6.x2 pasa por el punto (0;5)?
Respuesta: la que corresponde al valor de "C" tal que 2.03+C=5=
— C=5=> la primitiva de f(x)=6.x2 que pasa por (0;5)esVv(x)=2.x3+5
Pregunta: jqué primitiva de f(x)=6.x2 pasa por (2;13)y (3;60)?
Respuesta: la que verifica 2.23 +C=13y 2.33+C=60; de la primera

ecuacion se obtiene C =-3 y de la segunda se obtiene C=6. Como "C" no
puede tomar a la vez dos valores distintos, se deduce que no hay ninguna primi-

tiva de f(x)=6.x2 que pase por los puntos (2;13) y (3;60).

Pregunta: jqué primitiva de f(x)=6.x2 pasa por los puntos (1;9) y (0;7)?
Respuesta: la que verifica 2.13 +C=9y 2.03 + C=7; de ambas ecuacio-
nes se obtiene C=7. Por tanto, la primitiva de f(x)=6.x2 que pasa por los
puntos (1;9) y (0;7) es p(x)=2.x3 + 7.
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