Tema 3:
Estimacion puntual

3.2.1: De una poblacién "X" con media [l y varianza 02 se toma m.a.s. de ta-

mano "n". Demuéstrese que el estadistico media muestral siempre es estimador in-
sesgado de la media poblacional Y. Demuéstrese que el estadistico varianza

muestral no es estimador insesgado de la varianza poblacional 2. Conocida ,
demuestre que el estadistico "T" es estimador insesgado de G2:

n

T=3 (Xj-HW?/n

1=1
3.2.2: Demuéstrese que si T y Ty son estimadores insesgades del parimetro 8,
también es insesgado Z =a.T| +(1 —a).T,, a [J(0;1). Emuna poblacién con dis-
tribuciéon uniforme en el intervalo (0;0), analicese si él gstadistico la media mues-
tral es insesgado para 6. Determinese un estimadgfinsesgado de 6.

3.2.3: Demuéstrese que, en una poblaciéon unifofme en el intervalo (a;b), el

maximo muestral es asintoticamente insesgado pata el extremo superior "b" y el
minimo muestral lo es para el extremo inferiora"¢

3.2.4: Se toman dos muestras independiefiteSyde tamanos respectivos "n" y "m"

de una poblacién X =N(U;0) cuya medi@quiCre estimarse, siendo X y Z las res-

pectivas medias muestrales. En la familig \W&=a.X +b.Z (a,b [0 ), determinese el
que es insesgado y tiene varianza minima.

3.2.5: Se toma m.a.s de tamafio “a" 'de una poblaciéon "X" cuya media quiere es-
n
timarse. Sea la familia de estimadotes Z = z a. Xy 5 a MO =k 1,2,....,n

k=1
Determinese el que es insesgad@ y tiene varianza minima.

3.2.6: En el m.as. de @amano "n" de una poblacién "X" tal que E(X)=H y
V(X) =02, sea "T" el gmadfado del estadistico media muestral. Determine el valor
esperado de "T" enfancion de Py 02. Imponga condiciones para que "T" sea
estimador insesgad® d@vc2. ;Cuindo podria decirse que "T" es estimador inses-
gado de p2? Es"Mhasintéticamente insesgado para P2 ?
3.2.7: De_una péblaciéon "X" con varianza 02 sea toman "k" muestras indepen-
dientes d¢ tamafios respectivos ny, ..... ,nj . Siendo Si2 la varianza muestral de la
i-ésima muestra, demuéstrese que "T" es estimador insesgado de G2,

k

z ﬁi.SiZ
—_i=1

T_k

> (nj—1)
i=1



3.2.8: De una poblacion X =N(0;0) se toma m.a.s. de tamafio "n". Comprué-

bese que es insesgado el estimador de G2 definido como
1 n-—1 2
Ty, ()

3.2.9: Siendo "X" el aleatorio nimero de estupideces que un ciudadano dice en
un semestre ¢ "Y" la aleatoria cantidad de horas que invierte en ver telebasura du-
rante el semestre, demuéstrese que la covarianza muestral es un estimador asinto-
ticamente insesgado de la covarianza poblacional.

3.2.10: Siendo "T" un estimador del parametro 0, si es posibléndeterminese un
estimador insesgado de 0 en los siguientes casos:

D) E(M)=0@-1/(0+1); 2) K(T) =p.68 +q; p,g % 0

3.5.1: Demuéstrese que el estadistico suma total es sufigichte para el parimetro
de una poblacién de Poisson.

3.5.2: Demuéstrese que el estadistico suma total’es Saficiente para el parimetro
de una poblacién de Bernouilli.

3.5.3: Demuéstrese que el estadistico suma t@talcs suficiente para el parimetro
8 de una poblaciéon B(k;0).

3.5.4: Demuéstrese que el estadistico suaytotal es suficiente para el parametro
de una poblacién geométrica.

3.5.5: Demuéstrese que el estadisticepsumra total es suficiente para el parametro

8 de una poblacién BN(k;0).

3.5.6: Supuesto m.a.s. de tamarie, dos, demuestre que la suma total es suficiente
para el parametro de una poblaeién cxponencial y para la media de una normal.

3.5.7: De una poblacion X =U(0;0) se toma m.a.s. de tamafio dos. Demuéstre-

se que el maximo muestral @gsuficiente para 0.

3.5.8: De una poblacigipX= U(0;3) se toma m.a.s. de tamafio dos. Demuéstre-

se que el minimo muégteal®es suficiente para 6.
3.5.9: Supuesto mialsfde tamano 2, demuéstrese que el minimo muestral es su-

ficiente para el pagamesro O si f(x)=3.03/x4, 0<B<x

3.5.10: Determifiese un estadistico suficiente para el parimetro de una pobla-
cion de Poisgon.

3.5.11: Detéfminese un estadistico suficiente para el parametro de una pobla-
cion de Bernouilli.

3.5.12: Determinese un estadistico suficiente para el parimetro de una pobla-
cién geomeétrica.

3.5.13: Determinese un estadistico suficiente para el parimetro de una pobla-
cién exponencial.



3.5.14: Determinese un estadistico suficiente para la media de una poblacién
normal.

3.5.15: Determinese un estadistico suficiente para la varianza de una poblacion
normal.

3.5.16: Analicese si el estadistico T =2.X; + X, +X3 es suficiente para el pa-
rametro de una poblacion de Bernouilli.

3.6.1: Supuesto muestreo aleatorio simple de tamano "n", demuéstrese que la

media muestral es eficiente para el parametro de una poblacion dgBerfiouilli.

3.6.2: Considerando muestreo aleatorio simple de tamafio, Yn" y siendo

n._n

X = B(k;p), demuéstrese que el estimador T =X/k es eficienté¥para "p".

3.6.3: Supuesto muestreo aleatorio simple de tamano ¢'n", demuéstrese que la
media muestral es eficiente para el parametro de una poblaeion de Poisson.

3.6.4: Si X=Exp.(1/0) y considerando muesttéopaléatorio simple de tamafio

"n", demuéstrese que la media muestral es eficiente,para 0.

3.6.5: Considerando muestreo aleatorio simpleldégamario "n", demuéstrese que
la media muestral es eficiente para la media de gha fiormal.
3.6.6: Sca X =N(U;0) sometida a m.a.s déjpgamatio "n" para estimar la varianza

02. Compare la eficiencia de la cuasiv@fianza muestral con la de la varianza
muestral. Estudie la eficiencia de la variamza muestral y la de la cuasivarianza
muestral como estimadores de la varianza poblacional. Analicese la eficiencia de la

vatianza muestral como estimador d&'lafancién h(02)=(n —1).02/n.

3.6.7: De una poblacion X =Hxpu®) se toma muestra aleatoria simple de tama-

fio "n". Sea el estadistico Z =fm=1)/(n.X). Demuéstrese que "Z" es estimador

insesgado de 6. Calculese latvatianza de "Z". Calculese la CCR para estimadores
insesgados de 0. Sabiendofqlie, puede demostrarse que "Z" es el estimador inses-
gado de O que tiene varianza¥minima, ;qué dirfa?

3.6.8: Dec una poblacidrfise toma muestra aleatoria simple de tamafio "n" y se

define el estadisticogl =y X12 /n. Determinese bajo qué condiciones "T" es esti-

mador insesgado de lagvarianza poblacional. En tales condiciones, y supuesto que
la poblacién es gogmal, analicese la eficiencia de "T".

3.6.9: Scan. T v, estimadores del parametro A. Se sabe que:
T8 dnsesgado y V(T1) =0'08 ; T, es sesgado y V(T,) =0'01
¢Cual elegiriamos?

3.6.10: De una poblacién X =N(H;0) se toma una muestra aleatoria simple de
tamafio 3 y se definen los siguientes estimadores de la media poblacional W:

Tl = O'6.X1 +O'2.X2 +O'2.X3 ; T2 :(4.X3 _Xl )/3 ; T3 :<X1 +X2 +X3)/3

¢Cual de ellos es mejor estimador de la media poblacional?



3.7.1: Si de una poblacién se toma m.a.s. de tamafio "n", analicese la consisten-

cia de la media muestral como estimador puntual de la media poblacional.
3.7.2: Se toma m.a.s. de tamafio "n" de X =U(0;0), siendo X la media mues-
tral, analice la consistencia de T,, =2.X como estimador puntual de 6.

3.7.3: De una poblaciéon X =N(M;0) se toma m.a.s. de tamafio "n" y como es-

timador puntual de la media poblacional se elige el estadistico
n
Tn =k z 1)(1
1=1
Determinese "k" para que T, sea insesgado; en tal caso, analicgse 1a eficiencia y la

consistencia de T, .

3.7.4: Se toma m.a.s. de tamafio "n" de una poblacion "X" tabque

X | -1 0 1
PX=x)| (1-08y2 1/2 6/2a0SEx!

1T
Analicese la insesgadez y la consistencia de T Z% +%. z X;.
1=1

3.7.5: Supuesto m.a.s. de tamafio "n", analicege fa consistencia simple de la va-

rianza muestral y de la cuasivarianza muestral ¢amo estimadores de la varianza de
una poblacién normal.

3.7.6: Utilizando la funcién de distribuciony demuéstrese que la media muestral
es consistente para la media de una poblacién normal.

3.7.7: Si de una poblacion X = Ug0;0)" se toma m.a.s. de tamafio "n", analicese

la insesgadez y la consistencia dél maximo muestral como estimador puntual de 0.

3.7.8: Se toma m.a.s. de tamano¥'n" de una poblacién de Bernouilli de parame-
tro 8, y como estimadores puntqualés de 0 se eligen los estadisticos

v N 1 L
=& .. = + .
X n',le 5 Ly Pt 1 .ZXI
1=1 i=1
Calcilese el error cuadratiéo medio de cada uno. Analicese la consistencia de Xj,.
Analicese la consisten¢iade Z .

3.7.9: De una poBlacion logatitmico normal de parametros [y O se toma m.a.s.

de tamafio "%y como estimador puntual de Y se elige el estadistico

T, =1, i Ln X,
"=
Analicese la insesgadez, la eficiencia y la consistencia de T, .
3.7.10: De una poblacién X =U(0;0) se toma m.a.s. de tamafio 2.n +1; siendo

"M" la mediana muestral, analicese la insesgadez y la consistencia de T =2.M co-
mo estimador puntual de 0.



3.7.11: Si X =G(b;1/8) y se conoce el valor de "b", demuestre que el estadisti-
co T=(X+... +X,)/n.b es insesgado, consistente, eficiente y suficiente para 6.

3.8.1: Sea "X" una poblacién con densidad f(x)=(1+6).x8, 0 <x <1. Deter-
minese el estimador de @ por el método de los momentos.

3.8.2: Utilizando el método de los momentos, determinense los estimadores de
los parametros de una poblacién normal "X".

3.8.3: Sea "X" una variable aleatoria cuya funcion de probabilidad es;
X I 0 1
PX=x)|(1-0)/2 (0+N/2 (1-A)2

Determinense los estimadores 8y A por el método de los gibmentos. Particulati-

cese si en una muestra aleatoria simple de tamano 50 los resultddos fueron:

x|-1 0 1
n; |15 25 10

¢Son insesgados los estimadores obtenidos?

3.8.4: Si X=U(a;b), halle los estimadores ‘a'g b" por el método de los mo-

mentos.

3.8.5: Utilizando el método de los momeates®determinense los estimadores de
los parametros de una poblacién gamma y 10s.de los parametros de una poblacion
beta.

3.8.6: Determine el estimador de 6 pef ¢l método de los momentos.

1) Poblacién de Bernouilli de paramétfo 6.

2) Poblacién de B(k;0), siendg cdnoeido "k".
3) Poblacion exponencial de pagathetro ©.

4) Poblacién geométrica de pagamietro 6.

3.9.1: Supuesto muestregmaleatorio simple de tamafio "n", determinese la esti-
macién mas verosimil delpagametro en los siguientes casos:

n.n

1) Poblacién de Bernouillirde parametro "p".

2) Poblacion binomialide Parametros "k" (conocido) y "p".

3) Poblacion geométtiea de parametro "p".

4) Poblacion binomialfiegativa de parametros "k" (conocido) y "p".

5) Poblacién defPaisson de parimetro O.

3.9.2: Suypuesto m.a.s de tamafo "n", determinese la estimacién mas verosimil
de la media‘deyuna poblacién normal cuya varianza se conoce.

~ n_n ; . ., , L.
3.9.3: Supuesto m.a.s de tamafio "n", determinese la estimacién mas verosimil
de la varianza de una poblacién normal cuya media se conoce.

3.9.4: Supuesto m.a.s de tamafio "n", determinense las estimaciones mas vetro-
similes de los parametros de una poblacién normal.

3.9.5: Supuesto m.a.s de tamafio "n", determinese la estimacién mas verosimil
del parametro de una poblacién exponencial.



3.9.6: Supuesto m.a.s de tamafio "n", determinese la estimacién mas verosimil
del parimetro 6 de una poblaciéon exponenc1al de media ©.

3.9.7: Supuesto m.a.s de tamafio "n", determinese la estimacién mas verosimil
del pardmetro © de una poblaciéon G(r; 9) suponiendo conocido "t".

3.9.8: Supuesto m.a.s de tamafio "n", determinese la estimacién mas verosimil
del pardmetro © en los siguientes casos:

1) Poblacién "X" con densidad f(x) = (l +0).x8, 0<x <1,08>0.
2) Poblacién "X" con densidad f(x)=3.x2 =x3/8 x>0,0 >0

3) Poblacién "X" x2.e7x2/0%  o3000 >0,

- ewﬁ'

3.9.9: Estadiese la consistencia y la eficiencia del estimadof¥de maxima verosi-
militud del pardmetro 8 en una poblacién "X" con dist@Bucién G(2;1/6).

3.9.10: Sea "X" una variable aleatotia cuya funcidfivde probabilidad es

X | 0 1 2
P(X=x)[1-0 6/2 02

Tomada muestra aleatoria simple de tamafio "a!' ¥ siendo X la aleatoria media

muestral, como estimador de O se define el éstadistico T = k. X . Determinese "k"
para que "T" sea estimador insesgado de @ 8ES consistente? Determinese la esti-
macioén mas verosimil de © si en una m.ass deftamanio 10 los resultados fueron

3.9.11: Sea "X" una variable aleatotimcuya funcién de probabilidad es

X -1 0 1
PX=x) | 792 ©+N/2 1-N/2

Determinense las estimaciongs més, vérosimiles de Oy A .

3.9.12: El precio de un producto pata el conjunto de todos los mercados intet-
nacionales tiene distribuciéa,N{l;2'5). Para los principales mercados europeos se

dispone de estudios especifieos que permiten una mayor precision en los analisis.
En concreto, para los mescddos de Londres, Paris y Roma se ha comprobado que
la media es idéntica quéyla, mundial, pero las desviaciones tipicas son distintas: el
precio en Londres tieaefdistribucion N(H;2), el de Paris es N(H;1) y el de Roma

es N(MU;3). Deterimifigse la estimaciéon mas verosimil de M si en una muestra de
tamafo tres forfhada“por una observaciéon de Londres, otra de Parfs y otra de Ro-
ma los pregi6s respectivos observados son 10, 12y 8.

3.9.13: Defttminese la estimacién mds verosimil del parimetro O de la pobla-
cién "X" cuya densidad es f(x)=(2 +0).x8+1, 0 <x <1,6 >0.
3.9.14: Se toma muestra de tamafio "n" de una poblacién "X" con densidad

f(x)— e x(GO8-D/(1-6) . 0<x<1;0<0<1

Determinese el estlrnador de maxima verosimilitud de 0. Determinese el estima-
dor 8 por el método de los momentos.



3.9.15: Se toma muestra de tamafio "n" de una poblacion "X" con densidad
£(x) =%.(1 —x)1-8)/8 ; 0 <x <1 ; 8 >0

Determinese la distribuciéon de probabilidad del estimador de maxima verosimili-
tud de 6, analizando su insesgadez, eficiencia, consistencia y suficiencia.

3.9.16: Sc toma muestra de tamafio "n" de una poblacién "X" con densidad
f(x)=0.x8"1 ; 0<x<1; 6>0

Determinese la distribuciéon de probabilidad del estimador de magima verosimili-
tud de 6, analizando su insesgadez.

3.9.17: Se toma muestra de tamafio "n" de una poblacién (X; YY) con densidad
1) f(x;y) =A.0.e~(Ax+By) ; x>0 5 y=20
2) f(x;y) =92.x9—1.y?\—1 ; 0<x<1;0<yp<l
Determinense las estimaciones mas verosimiles de A y 9
3.9.18: Una urna contiene 5 bolas, rojas y blanéas, Bstimese la composicion de

la urna por el método de la maxima verosimilitud Siyal*extraer 3 bolas con reposi-
cion resultan dos rojas y una blanca.

3.9.19: Una urna contiene 5 bolas, rojas, bldncag y negras. Estimese la composi-
ci6n de la urna por el método de la maximaffierosimilitud si al extraer 4 bolas con
reposicion resultan dos rojas, una blanca yanamegra.

3.9.20: Una urna contiene 6 bolas, blan@@s y negras. Estimese la composicion
de la urna por el método de la maxima¥egosimilitud si al extraer 4 bolas sin repo-
sicion se obtienen en el orden blancdy blamca, negra, blanca.

3.9.21: Supuesto muestreo aleatorid simple de tamafio "n", determinese la esti-

macion mas verosimil de 0 sie=W(b;0) y si X =U(0O;c).

3.9.22: Sc toma muestra d&tamano "n" de una poblacién "X" con densidad
f(¥=303/x*;0<0<x

Determinese la estimacién feas verosimil de 0, estudiando su sesgo. Estudiese la

insesgadez y la consiggen€ia del estimador de momentos de 6.

3.9.23: Se toma muestra de tamafio "n" de una poblacién "X" con densidad
f(x)=2.x/62 ; 0<x <0

Determinese.]a estimacion mas verosimil de 0, estudiando su sesgo y calculando
su error cuddratico medio. Estudiese la insesgadez y la consistencia del estimador
de momentos.dc 0. ;:Es mis eficiente que el de maxima verosimilitud?

3.9.24: Sc toma muestra de tamafio "n" de una poblacién "X" con densidad
f(x)=e ("9 ; 0<B<x

Determinese la estimacion mas verosimil de 8, estudiando su sesgo. Calcilese el
estimador de momentos de 6.



3.9.25: Se toma muestra de tamafio "n" de una poblaciéon "X" con densidad
£(x) =%.e-<x-9>/7\ ; 0<0<x ; A>0

Determinense las estimaciones més verosimiles de A y 0, estudiando su sesgo.

3.9.26: Sc toma muestra de tamafio "n" de una poblacién "X" con densidad

f(x)=4.04.x3 ; 0<x<1/0; 6>0

tud. Determinese un estimador insesgado de 6; calculese su vari omparese

Determinese la distribuciéon de probabilidad del estimador de m@erosimﬂ}

con la cota de Cramer-Rao para estimadores insesgados de 0.
3.9.27: Supuesto m.a.s de tamafio "n", y siendo X =G(1/ Q, 6>0, deter-

minense los estimadotes de 8 por el método de los moment e la maxima ve-
rosimilitud. Estadiese la insesgadez y la eficiencia de dicho§ estimadores.

3.9.28: Supuesto m.a.s de tamafio "n", determine ador de maxima ve-

rosimilitud del parimetro 8 de una poblacion X ==. ;0+2).
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