Tema 3:

VARIABLES BIDIMENSIONALES
BIDIMENSIONALES DISCRETAS

3.9.1: En un cierto tipo de familias, las variables "X" e "Y" expresan respec-
tivamente el aleatorio nimero cuartos de bafio en su vivienda y el aleatorio nu-

mero de hijos. Radiografiese el fenémeno si la funcién de p@idad de la

variable aleatoria bidimensional discreta (X;Y) es
t(x;y)=kxy; x=12; y=1273.

3.9.2: 1.a funcién de probabilidad de la variable aleatoria ; es:

t(x;y)=kxy; x=123;y=1, VS
Determinese "k". Determinense P1< X <2;Y <2 , siendo "F" la fun-

ciéon de distribucion de la variable (X;Y). Deter & as distribuciones mar-

ginales y las condicionadas. ¢Son independientes ' "?

3.9.3: La funcién de probabilidad de la vari

eatoria (X;Y) es

Determinese "k". Calcule P(0 <X
y F(1'5;1), siendo "F" la funcién
L 4

<2),P(0£X<2;Y=0), P(X<0)
bucién de la variable (X;Y).
1) Determine las distribucion

2) Determine la varianza ded'
3) Determine el coeficiente

ales y las condicionadas.
e"Y'ylade X/Y=2.
relacion entre "X" e "Y".

4) Determine el coeficien orrelacion entre "Z" y "T", siendo

X-3YyT=4X+5Y

3.9.4: Scan "X" variables aleatorias independientes cuyas respectivas
tunciones de proba son

‘E;b X ) 1 2

fi(x)=P(X=x)|0'16 0'48 0'36
y | 3 4 5

@ fL(y)=P(Y=x)[1/3 1/3 1/3

1) Determinese la funcién de distribucion de Z=X+Y.
2) Calculense E(Z) y V(Z).
3) Determinese la funcién de probabilidad de la variable (X;Z).




3.9.5: Sea "Y" una variable aleatoria que puede tomar los valores 0y —1, y
"X" una variable aleatoria cuya funcién de probabilidad es

X | 1 2 3
f(x)=P(X=X)|O'3 0'3 0'4

Siendo Z=X-Y, se sabe que:
PZ=2/X=1)=PZ=2/X=2)=2/3; P(X=3/Y=0)=1/4

Determine la funciéon de probabilidad de la variable (X;Z). Deteffinese la fun-
cién de probabilidad de la variable (X;Y). Determine la media ywla Varianza de la
variable Z / X =1.

3.9.6: Sca (X;Z) una v.a bidimensional cuya funcién de proBabilidad es:

Z/X |10 1
0 a b
1 c d

Demuéstrese que si "X" y "Z" son incorreladas sén,independientes.

3.9.7: Sean "X" y "Z" las variables que exfftesafrespectivamente el aleatorio
numero de bolas rojas y bolas blancas que se gBtignen al seleccionar dos bolas de
una urna que contiene 2 bolas rojas, 2 blangas §#2 negras. Determinese la distri-

bucion de probabilidad de la variable (X;Z):

3.9.8: Sc extraen 7 cartas de una bagaja%espafiola de 40 cartas. Sean "X", "Y",
"Z" y "I" las variables que expresan_re§pectivamente el aleatorio numero espa-
das, bastos, figuras y cartas inferiofe§%a 5 entre las siete cartas seleccionadas.
Determinese la distribucion de prababilidad de la variable (X;Y). Determinese la

distribucién de probabilidad de lawatiable (Z;T).

3.9.9: Se scleccionan al agaigl3 individuos de un colectivo formado por 19
elefantes, 2 pulgas, 40 helicéptctos, 32 ladrillos y 7 ferrines. Determinese la distri-
bucién de probabilidad de™la, variable que expresa el aleatorio nimero de ele-
tantes, ladrillos y ferringssenitre los 13 individuos seleccionados.

3.9.10: 1La funciémyde probabilidad de la variable bidimensional (X;Z) es
f(x;2)=k.(x+2), xF1K2,3,4, z=1,2,3. Calcula "k", las distribuciones margi-
nales y las distribuciéges condicionadas. ;Son independientes "X" y "Z"?

3.9.11: La vafiable "X" toma los valores —1, 0 y 1 de modo equiprobable, y
Z=X2. §Sénindependientes "X" y "Z"? Calcilese el coeficiente de correlacion.

3.9.12: La variable "X" toma los valores 0 y 1 de modo equiprobable, y la

variable "Y" toma los valores 0 y 2 con probabilidades respectivas 1/3 y 2/3.
Sabiendo que P(X =0;Y =0)=a, determinese la distribucién de probabilidad de
la variable bidimensional (X;Y) en funcién de los valores de "a". ;:Entre qué

valores puede variar "a'"?



3.9.13: La variables independientes "X" ¢ "Y" toman los valores —1 y 1 de
modo equiprobable. Estadiese la independencia de "X" y "Z", siendo Z=X.Y.

3.9.14: De las variables aleatorias discretas "X" e "Y" se sabe que

P(X=1)=0'5; P(Y=-1)=0"4
P(X=3;Y=1)=0'03 ; P(X<2;Y=-1)=0'21
y -1 0 1
P(Y=y/X<2)[028 040 0'32

Si la variable "X" solo puede tomar los valores 1, 2 y 3, determiinaglas distribu-
ciones de probabilidad de "X" e "Y". Determinese la funciéon deydistribucion de
la variable Y / X > 2. Determinense P(X <2;Y >0) y P(X < 25X 0).

3.9.15: Sean "X", "Y" y "Z" tres variables aleatorias, sichdo independientes
"X"y"Z". De la funcién de probabilidad de la variable (XY ) se sabe que:

Y/X 1 3 5 7
0'1
0'1 0'06
0'025 | 005 0'1

0'3 0'1 0'3 0'3

1) Calctlese P(X=1;Y =2) sabiendo gtie;
P((Y=2)u(Z=0)/X&L)=0'32; P(Z=0)=0'15
P(Y =2 f1X%=1;,2=0))=0'2
2) Sabiendo que P(X +Y =5)s0"), determinese la distribucion de "Y".

3.9.16: Siendo "Y" una via gie toma valores 0 y 1, sea X" una v.a tal que:

X lo 1 2
PX=x)[0'3 0'3 0'4

Si Z=X-Y, determinese’la distribucién de probabilidad de "Z" sabiendo que:
DZ=0/X=0)=P(Z=0/X=1)=2/3
P(X=2;Y=1)=0'25
3.9.17: Considérese que se lanzan dos dados una vez y que la variable "X"
expresa el gesultado obtenido en el primer dado y la variable "Y" expresa el

maximo deYos/dos resultados. Determinese la distribuciéon de probabilidad de
(X;Y) y el valor esperado de "Y".

3.9.18: 1.a funcién de probabilidad de la variable aleatoria (X;Z) es

k
2x+z

f(x;2)= ; x=0,1,2,..... ; 2=0,1,2,.....

Determinese "k". Determinense las distribuciones marginales y las condicionadas.



BIDIMENSIONALES CONTINUAS

3.9.19: Considérese que las variables "X" e "Y" expresan respectivamente la
aleatoria renta y el aleatorio ahorro de los ciudadanos. Radiografiese el feno-
meno si la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria bidimen-
sional continua (X;Y) es f(x;y)=kx.y; y<Sx,x+y<2,x20,y=20

3.9.20: La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria (X;Y)
es f(x;y)=kx ; y<x<1, x+y21. Determinese P(X = 3/4).

3.9.21: Siendo "X" e "Y" las variables que respectivamenite, expresan el
aleatorio consumo vy el aleatorio ahorro de las familias, la fundionde densidad de

la variable (X;Y) es f(x;y)=e~(&*Y), x>0, y>0. Deterrfiinege la probabilidad

de que en una familia el consumo y el ahorro sean infegiores a 1. Elegidas tres
familias al azar, determinese la probabilidad de que en almenos una de ellas el
consumo y el ahorro sean inferiores a 1.

3.9.22: 1.a funcién de densidad de probabiliddd,déla variable (X;Y) es:
f(x;y)=k.(x2 +y2) ; —1<&SMN1<y<1
Determinese "k". Calcilense P(X >Y), P(X2 #Y2X2) y P(X2 +Y2 <1).

3.9.23: La funcién de densidad de probabilidad de la variable (X;Y) es:
f(x;y)=kx.y S0 x2 Sy<x<l

Determinense las distribuciones marginales) ;Son independientes X" e "Y"?

3.9.24: 1.a funcién de distribucién de la variable (X;Y) es:

Woad | 1
1R P+y 1+x+y
Calctlense P(X <2;Y <1) yflasdfunciones de distribuciéon marginales. ;Son inde-
pendientes "X" e "Y"? Caldfifense E(X) y E(Y).

F(x;y)=1-

;x20,y20

3.9.285: Siendo "XUac™Y™" las variables que respectivamente expresan la
aleatoria produccion,deséséabondrios y de ferritos de una empresa, la funcién de
densidad de la varjables(X;Y) es f(x;y)=2.x.y, 0<x<2, 0<y<x/2. :Son
independientes "X"¢ "Y"? Calculese P(X <1). Si la produccién de escabondrios
es 1/2, determigese 1@ probabilidad de que la produccion de ferritos sea inferior a

0'2. Si la produceion de escabondrios es 1, ¢cudl es la produccion esperada de
territos? (Jaleulese la probabilidad de que la produccién total sea inferior a 1.

3.9.26: Trfuncion de densidad de probabilidad de la variable (X;Y) es:
ki.xysi0<x<1,1<y<2
f(x;y)=3 ko.x si0<x<1,2<y<3
0 resto
Ademas, se sabe que F(2;2)=3/4. Determinense kq y ky. Determinense la fun-
cion de distribucion de "Y", E(Y) y V(Y). ¢Son independientes "X" e "Y"?



3.9.27: Una empresa produce dos tipos de compuestos quimicos, y en un
estudio se ha llegado a la conclusién de que las cantidades producidas (en tonela-
das) en un dia de cada compuesto son variables aleatorias cuya densidad es:

f(x;y) = (x+2y)/8si0<x<2,0<y<2,0<2y<x+2
(x3y) = 0 resto

donde "X" expresa el numero de toneladas producidas en un dfa del primer com-
puesto, ¢ "Y" lo mismo para el segundo compuesto.

1) Determinese la produccion diaria media del segundo compuesto:
2) Halle la probabilidad de no producir mas de 1'5 toneladas de,cada compuesto.

3) Si por problemas técnicos no se pudiese producir mas de_tmaltonelada al dia
del segundo compuesto, ¢cudl es la probabilidad de que la cantidad producida
del primer compuesto sea superior a la del segundo compugsto?

3.9.28: Sca (X;Y) una v.a bidimensional cuya funai6h dénsidad es

2. si0<x SR, Oy <1
f(x;y)=4(4-2.x)/3 sil/2<x S, 0<y<1
0 testo

1) Calcilese el valor de la funcién de distribuciég.en el punto (1;1/2).

2) Determinese la funcién de densidad de "X y¥su esperanza.

3) Calculese la mediana de "X".

4) Calculese la covarianza entre "X" e ¥ %

5) Calculese la distribucion de Y / XX ##Son independientes "X" e "Y"?

3.9.29: 1.a funcién de densidadfdegprobabilidad de la variable (X;Y) es:
f(x;7)=3.(x 2% y2)/8 ; —1<x<1, —1<y<1
¢Son independientes "X" e "Y'? Calculense V(X +Y) y P(X>0'5/Y <0).

3.9.30: Sea "X" el tiempeytotal (en horas) que un camién permanece en una
estacion de descarga e ¥ Iaparte de ese tiempo que permanece esperando en la
cola antes de empezaga set descargado. La funcion de densidad de (X;Y) es:

1 —x/2 .
F(xsy) = 1€ si0<y<x
0 resto

Determinghseas densidades marginales de "X" e "Y". Demuéstrese que la cova-
rianza entt¢X} e "Y" es 4. Si "Z" es el tiempo (en horas) que dura la operacion
de descarga en si, squé relaciéon mantienen "Z", "X" e "Y"? Determinense la me-
dia y la varianza de "Z".

3.9.31: Determinese la funcién de distribucion de la variable (X;Y) cuya
funcién de densidad de probabilidad es:

f(x;y)=k(6—x—y); x€[0;2],y€[2;4]



3.9.32: Sea (X;Y) una v.a bidimensional cuya funcién densidad es:

ksi|x|<2y,0<y<1
f . — 5
(57) {O resto

Determinense las funciones de densidad de las distribuciones marginales, la fun-
cion de distribucion de "Y" y P(X <1;Y £2).

3.9.33: Sean "X" ¢ "Y" tales que E(X)=3,E(Y)=1,V(X)=4y V(Y)=9,
Siendo Z=5.X—-4.Y +15, calctilense E(Z) y V(Z) en los siguientesycasos:

1) Las variables "X" e "Y" son independientes.
2) Las variables "X" e "Y" son incorreladas.
3) El coeficiente de correlacion entre "X" e "Y" es 0'25.

3.9.34: Scan "X", "Y" y "Z" variables aleatorias tales que:
VX)=1; V(Y)=4,;, V(Z)=8
COV(X;Y)=1; COV(X;Z)=-1; CONAX;Z)=2
Calctlense VIX+Y+2)yV@B.X-Y -2.Z+1),

3.9.35: Scan "X" ¢ "Y" variables aleatorias4ndcpendientes, con varianzas fini-
tas y ambas con la misma media.

1) Demuéstrese que E((X —Y)2) = V(X) + Y
2) Calctlense V(X —Y) y V(2.X = 3.Y +#si V(X) = V(Y) = 3.

3.9.36: Scan "X" e "Y" variables aléatorids.

1) Determinese una condiciéon parafique’las variables Z=X+Y y T=X-Y
sean incorreladas.

2) Demuéstrese que si V(X) =V(YYes p(X;Z2) = \/(l +p(X5Y))/2.

3.9.37: Siendo "X" e "Y'gagiables aleatorias y "a", "b", "c" y "d" constantes,
sean las variables Z=b+aXywl=d+c.Y.

1) Exprese el coeficienteldengorrelacion entre "Z" y "I" en funcién del coefi-
ciente de correlaciongntre"X" e "Y".

2) Compruébese quegCOV.(U; W) =p(X;Y), siendo "U" y "W" las respectivas
variables tipificad@de™"' X" ¢ "Y".

3.9.38: Scan X¥¢ "Y" variables con igual media y varianza. Si "a" y "b" son
constante y Z=a.X+b.YyT=a.X—b.Y. Exprese el coeficiente de correla-

cion entre'Z"y "T" en funcion del coeficiente de correlacion entre "X" e "Y".

3.9.39:\Siendo "X" e "Y" variables aleatorias independientes, demuéstrese
que V(X.Y)=V(X).V(Y)+ V(X).(E(Y))? + V(Y).(E(X))2.

3.9.40: Sca F:R > R una funcién de distribucion.

1) ¢Es G(x;y)=F(x)+ F(y) una funcién de distribucion?

2) ¢Es G(x;y) = max.{F(x),F(y)} una funcién de distribucion?
3) ¢Es G(x;y)=F(x).F(y) una funcién de distribucion?



REGRESION
3.10.1: I.a densidad de la variable (X;Y) es f(x;y)=k, 0<y<x<L

Determinense las distribuciones marginales. Determinense las curvas de regresion

EX/Y=y)y E(Y/X=x).
3.10.2: La densidad de la variable (X;Y) es f(x;y)=k, |y|<x, 0<x<1.

Determina las marginales y comprueba que "X" e "Y" son incorreladas sin ser
independientes. Determina las curvas de regresion E(X /Y =y) yfBQ / X =x).

Calcula P(O<Y <0'3/X=0'5) y P(X >0'7/Y =0'2).

3.10.3: Ladensidad de la v.a (X;Y) es f(x;7) = ke ™, x 30, 2.x <y <4.x
Analicese la independencia de "X" e "Y" y determinese E(YOLX= x).

3.10.4: 1.a densidad de la v.a (X;Y) es f(x;7) =y, y&§0;1], x €[0;2].

1) Determinense las distribuciones marginales.
2) Determinense las cutrvas de regresion E(X /Y, =) WE(Y / X =x).

3.10.5: 1.a funcién de densidad de la variable {RgY") es
f(x;y)=x.vy/2; 0 < yp< X% 2.

1) Determinense las curvas de regresion E(Xg/¥=y) y E(Y / X =x).

2) Determinense las rectas de regresiéon minime cuadratica.

3) Determinense las varianzas residuales de,2X" y de "Y".

FUNCION GENERATRIZ:DE MOMENTOS
3.12.1: 1.a funcién de probahilidad’la variable (X;Y) es:

X/ Y| 0 1 2
( 0'1 0'2 0'2
1 0'2 0'2 01

1) Determinese la funei®n géneratriz de momentos de (X;Y).

2) Determinense las#fnciones generatrices de momentos de "X" ¢ "Y".
3) Calculese COV(XyY) utilizando los resultados anteriores.

4) Calculese la fufieioft generatriz de momentos de la variable (Z;U), siendo:
Z=2X+3Y ; U=4.X+5Y

3.12.2¢ 8can"X" e "Y" variables aleatorias independientes tales que

_ —b
P(X=x)=S0% | x=0,1,2,... ; P(Y=y) =220 y=0,1,2,....
y.

x|

1) Determinense las funciones generatrices de momentos de "X" y de "Y".
2) Determinense la esperanza y la varianza de "X" y de "Y".
3) Determinese la funcion generatriz de momentos de Z=X +Y.



3.12.3: Sea Oy ()=(1+ et?/2 )/2 la funcién generatriz de momentos de una
variable aleatoria "X". Sean X,X5,...., X variables aleatorias independientes,
todas con la misma distribucién de probabilidad que "X". Determinese la funcién
generatriz de momentos de la variable Z= (X + X, +.... + X)/n, que es la

media aritmética de las variables X{,X5,.... ,X,,.

3.12.4: 1.a funcién de densidad de probabilidad de la variable (X;Y) es:
f(x;y)=1; 0<x<1, 0<y<l1

1) Determinese la f.g.m de (X;Y).

2) Calcdlese la f.g.m de la variable (Z;U), si Z=X+Y ; U=SX7Y.

3.12.5: 1.a funcién de probabilidad de la variable aleatorianX; Z) es:
f(x;2)=1/2%t2 ; x=12,..... ; 2=12.....

1) Determinense las funciones generatrices de momentes de "X" y "Z".
2) Determinese la funcién generatriz de momentgside (X ;Z).

3) Determinese la funcion generatriz de momentos‘de, U =X + Z.

3.12.6: Scan "X" ¢ "Y" variables aleatoriaggdndependientes y Z=2.X +b.Y,

siendo constantes "a" y "b". Usando sélo el e@acepto de funcion generatriz de

momentos y sus propiedades, determinense I8y tres primeros momentos de la
variable "Z" respecto al origen en funcigd de,los correspondientes momentos de

las variables "X" e "Y".

3.12.7: Scan "X" e "Y" variablegrale4forias independientes cuyas respectivas
funciones generatrices de momentgs som:

(I)X(t)=1+t+%.t2 N Q)Y(t)=1—t+%.t2 +....

1) Obténgase la matriz de coyatiafizas de la variable (X;Y).

2) Calculese la varianza de L =2/X —3.Y +5

3) Hasta los términos de @tdent 2 inclusive, determinese la funcién generatriz de
momentos de la varigbleWyf = X +Y

4) ¢Puede ser D(t) S +8¢t — L 24 . una funcion generatriz de momentos?

2

CAMBIO DE,.VARIABLE
3.13.1: La fufieion de probabilidad de la variable aleatoria (X;Y) es

Y/X | -1 0 1
-2 1/6 1/12 1/6
1 1/6 1/12 1/6

/12 0 1/12

1) Siendo Z= ‘ X‘ y U=Y2, determinense la distribucién de probabilidad de la

variable (Z;U) y las distribuciones marginales de "Z" y "U".
2) Determinense P(Z=1/U=1)yP(U=1/7Z=1).



3.13.2: Sea (X;Y) una v.a cuya funcién de densidad de probabilidad es:
f(x;y)=2x+y; 0<x<1,0<y<1
Determinese la densidad de la variable (Z;T), siendo Z=X+YyT=X+2Y.

3.13.3: Sea (X;Y) una v.a cuya funcién de densidad de probabilidad es:
f(x;y)=1,;0<x<1,0<y<1
1) Calculese la densidad de la variable (Z;T), siendo Z=X+YyT=X-Y.

2) Calculense las distribuciones marginales de "Z" y "T".

3.13.4: Scan "X" ¢ "Y" dos variables aleatorias que repré8€atan respectiva-

mente el precio de compra y el de venta de un determinadogartiétlo. La funcion
de densidad de la variable (X;Y) es f(x;y) =x/36 si 0 < x%y'< 6. Determine-

se la esperanza del beneficio y la funcién de densidad de X +¥ .

3.13.5: Sean "X" e "Y" variables independientesye idérticamente distribuidas,

con funcién de densidad s(w)=e~WV, w> 0. Calgulesc la densidad de la variable
(Z;T),siendo Z=X/Y y T =X+Y. Calcilensedasdistribuciones de "Z" y "T".

3.13.6: Sean "X" e "Y" variables independi@hte¥ e idénticamente distribuidas,
con funcién de probabilidad P(X = k) = P(Yp=RF=e 2.2k /k], k=0,1,2, ....
Calculese la distribucion de probabilidad depdi='X + Y.

3.13.7: Scan (X;Y) una v.a cuya fumcidf de densidad de probabilidad es:
f(X;y)Z%.X.yz  0<x<2,0<y<1

Determinese la funcién de densidad'de probabilidad de W =X.Y .

3.13.8: Scan (X;Y) una'ymyci¥a funcion de densidad de probabilidad es:
f(x;gl/4 ; —1<x<1, -1<y<1

Determinese la funcion de'densidad de probabilidad de W =X +Y .

3.13.9: Secan "X"™&"Y*¥variables independientes e idénticamente distribuidas.
1) Determinese la funéién de distribucion de Z = max.{X,Y}.

2) Determinese Ja fancion de distribucion de T = min.{X,Y}.

3) Determinenseédas densidades de "Z" y "T" sila de "X" es f(x)=e™X, x> 0.

3.13.10: Sean "X" e "Y" variables aleatorias independientes e idénticamente
p
distribuidas.

1) Determine las funciones de distribucion de las variables 7Z = max.{2.X;3. Y}y
T =min.{2.X;3.Y}.

2) Determinense las funciones de densidad de "Z" y "T" si la densidad de "X" es
f(x)=2.¢e72X x>0.



DISTRIBUCION DE Z = G(X;Y)

3.14.1: Siendo "X" el tiempo total que emplea un cliente de un banco en ser
atendido, e "Y" la variable que expresa el tiempo que debe esperar para ser aten-
dido (tiempo de espera en cola), la funciéon de densidad de probabilidad de la va-

riable (X;Y) es f(x;y)=e™X, 0<y<x. Determina la funciéon de distribucion
de (X;Y) y la distribucién de probabilidad del tiempo que el cliente esta siendo

atendido (tiempo de servicio). sSon independientes el tiempo de espera en cola y
el tiempo de servicio?

3.14.2: Scan X{,X,,....,X,, variables aleatorias continuagfiad€pendientes e
idénticamente distribuidas. Determinense las distribucionegmdé®probabilidad de
Z=min{X{,X,5,....., X}, T=mix.{X{,X,,....,.X,} v R&T —Z. Particula-
ricense los resultados si n=23 y las variables X; tienen distribucién exponencial

"n_n,

de parametro "a"; o sea, si su funcion de densidad es f(&)$a.e 72X ;x>0,2a>0.

3.14.3: 1.a funcién de densidad de probabilidddydeéda variable (X;Y) es
f(x;y)=3x;0<x<1,; 7% x,y >0
Determinese la distribucién de probabilidad de la variable Z=(X+Y)/2 y su

primer cuartil.

3.14.4: Siendo X4,...,X, variablegfleatorias (no necesariamente indepen-

dientes ni con la misma distribucién(déprobabilidad) cuyas respectivas funciones
de cuantfa/densidad dependen de @ parametro desconocido O que toma valores
en un conjunto abierto Q C R, agoM8idérese que T =T (Xy;...;X,) €s una va-

riable aleatoria unidimensional talgue E(T)=h(0).

1) Supuesto que los campos,deyariacion de X, ... , X, no dependen de 0 y que
son legitimas todas las @peraciones que deban hacerse, demuéstrese que

(h'(6))2
dLn @ 2
%)

siendo @ la funcién de cuantia/densidad de la variable (Xq;...; X ).

OLOQ)
2) E( ) j_o,b) V(T) 2

2) Particulaffcese b) al caso en que Xy, ... ,X, son variables independientes con

la misma fungion de cuantia/densidad "f".
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