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1.1 INTRODUCCION
El verbo "inferir"

Como en las proximas 500 paginas estudiaremos la llamada Inferencia Estadisti-
ca, conviene empezar leyendo lo que dice el diccionario sobre el verbo "inferir",
pues lo que a nosotros nos interesa es la primera acepcion.

Inferir. (Del latin infere, llevar a):

Sacar una consecuencia o deducir una cosa de otra H Llevar congigay, ocasionar,

conducir a un resultado H Tratandose de ofensas, agravios, heridas, etc., produ-

cirlos o causarlos.

Inferencia parameétrica

Como la vida es muy dura, con frecuencia se esta analizando una va-
riable aleatoria "X" asociada a una cierta/'poblacion" (imagina
que "X" expresa la aleatoria altura de los ciudadagos), yase conoce "X" solo
de forma parcial, pues aunque se sabe“a qué "familia" perte-
nece "X", se desconocen algunosWde%los parametros que
identifican a "X". Por ejemplo:

* Se sabe que "X" es normal de media {7, Jpero se desconoce la varianza.

* Se sabe que "X" es normal de vatiafiza 13, pero se desconoce la media.
* Se sabe que "X" es exponencial, perégse desconoce el parametro.

* Se sabe que "X" es normal, perg%c desconocen la media y la varianza.

ﬂ)esconocer algin para- No te moles—\

metro e de la dlstrlbu— tes en pre_

cion de probabilidad de t [ guntara na-
"X" es una gran putadaj ‘ " die, el valor
pues me impide calcular 4 ) de O esim-
probabilidades de suge- U posible cono-
sos relacionados cgfi}' X" cetlo, no lo
..... voy a llamar afAramis sabe ni Dios
Fuster para qué€'mc diga ! \ /
K el valogdc'Q /

Ante tan dgamatica’situacion solo tenemos dos opciones:

1) Suicidarnos
2) Buscarnos la vida para "decir algo" sobre 6

Si no eliges la primera opcion, de inmediato te planteas la pregunta del millon:
< Qué hago para
decir algo sobre 0?



Detallada respuesta:

Lo que hatfa cualquiera: observar el valor que toma "X" en "n" in-
dividuos de la poblacion (o sea, "muestrear” la poblacion) y sacar ju-
go a la informacion que sobre el parametro 0 contienen los
"n" valores observados de la variable "X". Asi nace la estrella de la
Inferencia Estadistica: la variable aleatoria n-dimensional (Xj;....;X,) que ex-

presa los resultados que pueden presentarse al seleccionar una muestra de tamano

"n"; de ella ditemos que es la variable muestral.

El muestreo aleatorio simple considera que las vati
que forman la variable muestral (Xj;....;X,) son indep

misma distribuciéon de probabilidad que la variable "X
X =N(170;0) expresa la aleatoria altura de los ciudadafos® para "decir algo"

sobre O tomamos una muestra aleatoria simple ‘@ 3, entonces, siendo
X la variable que expresa la aleatoria altura del i udadano seleccionado
(1=1,2,3), la estrella de la pelicula sera la variable’ \ ral (X1;X9;X3) que ex-
presa los resultados que pueden presentarse,@dremos que Xp, Xy X3

son independientes y todas tienen distribucionfN(@70;0).

A continuaciéon comentamos grosso modo % se nos viene encima.

Tema 1: Sucesiones de va@es aleatorias
Como la estrella de la historia es la Va%' muestral (Xq;....;X,) v "n" puede

ser todo lo grande que queramos, dedicagemos el Tema 1 a estudiar los intringulis

de una sucesion Xq,Xo,.... e infinitas variables aleatorias (indepen-

X 7
dientes o no, con la misma disi?l de probabilidad o no).

Tema 2: Estadisti
Para "sacar jugo" a la "idtif& 6n" que sobre el desconocido O contienen los

"n" valores observados riable "X" utilizaremos estadisticos. Nada de
na funcién de la variable muestral (Xq;....;X,),V

asustarse, un "estadisti
por tanto es una va atoria unidimensional corriente y moliente. Los esta-
disticos mas famos a media muestral y la varianza muestral:

n
& =1 > X; =aleatoria media muestral
n
i=1

1 (X; —T})? =aleatoria varianza muestral
n

ITM

Observa: a cada muestra le corresponde un valor del estadistico. Por ejemplo,
si l]a muestra seleccionada es la (4;6;11), en ella el estadistico T se concreta en

el numero 7, y el estadistico T, se concteta en el nimero 26/3:
Ty =4 +06+11)/3 =7
To =((4 =7)2 +(6 =7)2 +(11 =7)2)/3 =26/3



Tema 3: Estimacion puntual
Hacer una estimacion puntual del parametro 0 consiste en
asignarle un valor concreto. Para ello se elige un estadistico

"T" y se asigna a 0 el valor que toma "T" en la muestra se-
leccionada.

Por ejemplo, considera que la variable "X" tiene distribucién de Poisson de pa-
rametro By que para hacer una estimacién puntual de 0 se toma una muestra de
tamafio 4 y se obtiene la (5;6;1;0); asi:

* Si como "estimador puntual" del parimetro 0 elegimos el &sgadfstico media
muestral T; = (X +X, +X 5 +X4)/4, como el valor que tofna ] en la mues-
tra (5;6;1;6) es 4'5, diremos que la estimacion puntuallde, O que para esa
muestra proporciona el estadistico Tj es 6 =4'5.

* Si como "estimador puntual” del parimetro 6 elegimes €hestadistico "méximo
muestral" Tz = max.{Xy; X,; X3;X4}, como €hvalor que toma T; en la
muestra (5;6;1;6) es 6, ditemos que la estimagiofigpuhtual de O que para esa
muestra proporciona el estadistico T3 es 8 7 &

* Si como "estimador puntual" del parimetro8 clegimos el estadistico "minimo
muestral" Ty = min {X;;X,;X3;X4}, comelel valor que toma Ty en la
muestra (5;6;1;6) es 1, diremos que la és@imécion puntual de 8 que para esa

muestra proporciona el estadistico T4%es =1

Naturalmente, una vez seleccionada lagfmuestra, la "calidad" de la estimacion
puntual de 6 dependerd de qué esd@distico usemos como "estimador puntual”;
por eso se hace necesario establegér Cracteristicas "deseables" (insesgadez,
consistencia, eficiencia’y Suficiencia) que nos permitan decidir si un
cierto estadistico "Pepe" es intesesahte para hacer una "estimacién puntual" del
desconocido valor de 0. La ideayes sencilla: cuando el estadistico "Pepe" nos su-
plique por sus muertos quefloyclijamos a él como "estimador puntual” de 0, ana-
lizaremos si "Pepe" poscé esas caracteristicas "deseables" de insesgadez, consis-
tencia, eficiencia y suficiencta:

Lo tienes jodido: no erg
alt@, no eres guap@, no
eres ric(@, no eres inteli-
gente, no eres sensible,

no eres dulce ..... y ade-

mas te huelen los piesj

Porfa ....

eligeme a mi
como consofte

Como no podemos pasarnos la vida haciendo casting con la infinidad de estadis-
ticos que hay, se hara necesario inventar métodos de "construcciéon" de estimado-
res (método de la maxima verosimilitud y método de los mo-
mentos).



Tema 4: Estimacion con intervalo de confianza

Abordaremos el problema de "decir algo" sobre el parametro 8 desde otro punto
de vista, pues en vez de utilizar un estadistico y los "n" numeros que forman la
muestra seleccionada para hacer una "estimacién puntual" de 0, utilizare-
mos un estadistico y los "n" nameros de la muestra para de-
terminar un intervalo en el que con una confianza fijada de
antemano esta el desconocido valor del parametro 0.

Tema 5: Contraste de hipotesis parameétri

Por razones de elemental prudencia, una vez se ha estimado 6 r tanto se ha
establecido una hipotesis sobre 0), se plantea el problem ntrastar si
la estimacién realizada tiene mucho o poco que ver con la%dad. Y de inme-

diato se plantea la pregunta del millon: 'S

¢Qué hago para "contrastar” ué hipotesis"
establecida so
Respuesta: \
ue toma "X" en "k" individuos de la
"poblacion" y "sacar jugo" a la "informacion" @obre el parimetro O contienen
los "k" valores observados de la variable "X";en concreto, utilizando un estadis-

tico y los "k" nimeros que forman la eleccionada, obtendremos un nu-
mero magico que nos permitira decidiri creemos la hipétesis establecida o

Lo que haria cualquiera: "observatr" el valor

no.

Inferen

, S.

o parameétrica

Siempre hay quien lo tiene m ’se esta analizando una variable
aleatoria "X" asocia cierta "poblacion" y no se tiene
ni idea de la distribuc%de probabilidad de "X".

P 2
¢Qué distribucion
probabilidad d&
aleatotio ben@
diario que gbgicnies

vendiend 7as

iNi puta ideal ....
no sé si es normal,
exponencial,
uniforme ...

N

En tal situacion, la tnica alternativa al suicidio es emplear el olfato para establecer
una hipotesis sobre el tipo de distribucion de "X" y "observar" el
valor que toma "X" en "t" individuos de la "poblacién", sacando jugo a la "in-
formacion" que contienen los "t" valores observados de la variable "X"; en con-
creto, utilizando un estadistico y los "t" nimeros que forman la muestra seleccio-
nada, obtendremos un nimero magico que nos permitira decidir si nos creemos
la hipotesis establecida o no. A tan divertido asunto dedicaremos el Tema 6.



1.2 SUCESION DE VARIABLES ALEATORIAS

Una sucesion de variables aleatorias es una ley o criterio que a cada numero natu-

ral le asocia una variable aleatoria. Denotando X, a la variable aleatoria que la

ley en cuestion asocia al nimero natural "n", para referirnos a la sucesion escribi-
remos {X,,}; es decir: {X}={X1,X5,X3, 0 , X g5 ceenee }

DE VARIABLES AL

Sea "U" una variable aleatoria con funcién de distribucién F

momentos @P(t). Sea {X,,} una sucesion de vatiables aleato'g inidas sobre el

mismo espacio probabilistico que "U", siendo F,(x) y P (t respectivas fun-

ciones de distribucion y generatriz de momentos de la VaQe’ Xg-

Convergencia en ley Q’
N

Diremos que la sucesion {X,,} converge en a variable "U", y escribi-

remos {X Y[ U, si se satisface cualquicra dela¥siguicntes condiciones, que

son equivalentes: 0

1) lim. F,(x)=F(x), Ox tal q%) sea continua en "x"

2)n£m. D (t) = D(o), DtQ

n- 00
3 lim. Pla<X,<b) =m <b),U(a;Db]
n- 00
Propiedades ¢ Q

x-lstante, sucede que:

¥ C;{ex g0 cu

S {X, 0% Uy"C'ed

X £
2)Si {X Y Uy "gltc®una funcion continua, sucede que:

W X g

Converge en probabilidad
Diremos que 1 sion {X,} converge en probabilidad a la variable

U,y esc@\os {XH}D:E U, si para todo valor positivo de € sucede que:
lim. P(|X, - U|>g)=0
n—- o

o lo que es igual, pero dando el protagonismo al suceso ‘Xn - U‘ <€ comple-
mentario de ‘ Xy~ U‘ > €, sucede que:

lim. P(|X, -U|[<g)=1

n—o o



Interpretacion bidimensional

En la distribuciéon bidimensional de masa de probabilidad correspondiente a la
variable bidimensional (X, ;U), la probabilidad del suceso |Xn —U| <€ esla

masa que hay en el "tubo" sombreado en la figura. El "eje" de ese "tubo" es la bi-
sectriz del primer cuadrante, formada por los puntos que tienen iguales sus dos
coordenadas; obviamente, el "tubo" es mas "delgado" cuanto mas proximo a 0
sea el valor elegido para € >0.

lim. P(|X,-U|<e)=1,08e 0

n—» o

Asi, .al afirmar que {X,} (X U s&afitma que la sucesion {X,,} es tal que, sea

cual sea el valor elegido para € > 0{ (o $ca, con independencia de la "delgadez" del
"tubo" que elijamos), la masa gue¥hay en el tubo, que es la probabilidad del suce-

so | X, —U| <€, se aproxiiasa %anto como se quiera sin mas que elegir "n" su-

ficientemente grande.
Por ejemplo:
e Si €=10"100 ]a prebabilidad del suceso |Xn - U| <107100 ¢ aproxima a 1

tanto como se quigka i mas que elegir "n" suficientemente grande; es decir,
fijada una probabilidad O tan préoxima a 0 como se quiera, hay un nimero

natural n tal e st n=n( ocurre que P(|Xn —U| SlO‘lOO) >1-a.

 Si £ =10~1000Q00000 "3 probabilidad del suceso |Xn - U| <1(~1000000000 ge

aproximigma N\ tanto como se quiera sin mas que elegir "n" lo bastante grande;
es decirnfifada una probabilidad O tan proxima a 0 como se quiera, hay un

natural nq tal que si n=ny ocurre que P(| Xy~ U| < 10_1000000000) >1-a.



Pues si el "tubo" pude set
todo lo "delgado" que se
quiera, al afirmar que

X4} [ U viene a de-

cirse que la distribucion
bidimensional de masa
asociada a la variable
(X,;U) tiende a concen-

trase en la bisectriz del

\ primer cuadrante /

<

v

Observa: sila variable "U" toma el valor 8 con‘pgobabilidad 1 (o sea, "U" es
degenerada), la unidad de masa de probabilidad césreSpondiente a la variable

aleatoria bidimensional (X ;U) estd en la recta J&l =0;
asf, la probabilidad del suceso | X, = U| =X 100 <€ 0

es la masa que hay en el segmento de amplitude2:€ que _| > X
une los puntos "M" y "N" de la figura. Asijal decir que

{XH}E@» B se afirma que la suce-

sion {X,} es tal que, sea cual sea el

valor elegido para €>0 (o sea, cgn
independencia de la amplitud gdel
segmento MN que elijamos), 4a,masa
que hay en el segmento MN, qiie ¢$vla

probabilidad del suceso | X 0= €,
se aproxima a 1 tanto conmlo%se quiera

sin mas que elegir "n" bastante grande.
O sea, la distribucion bidimensional de

AU
)

» X

e—eje 1\—e+s !

masa asociada a laSartable (X, ;U)
tiende a concentras€ éacl punto (0;06)

lim. P(|X,-6|<g)=1,08& 0

n-— 0

de la bisectriz delfprinter cuadrante.

Interpretacion unidimensional
En la distfibucién unidimensional de masa de probabilidad asociada a la variable
7, =X, =#la probabilidad del suceso ‘Zn ‘ E‘Xn —U‘ <€ es la masa que

hay en el intervalo [—€;€], cuya amplitud
2.€ es mas pequefia cuanto mas proximo
a 0 sea el valor elegido para €>0. Por

tanto, al afirmar que {Xn}Di U se

afirma que la sucesion {X,} es tal que,

— aeess—— > = —
— g— Z.=X,-U
n=123, ...




sea cual sea el valor elegido para € >0 (o sea, con independencia de la amplitud
del intervalo [—€; €] que elijamos), la masa que en la distribuciéon de probabilidad
de Z, =X, —U hay en [—€;€], que es la probabilidad del suceso |Zn | <E, se

aproxima a 1 tanto como se quiera sin mas que elegir "n" suficientemente grande.

/ O sea, al afirmar que ‘ ;Qué‘ gﬂipog:zg

{X,}O® U viene a decirse que N !
la distribucién unidimensional de
masa asociada a la variable
Z, =X, —U tiende a concentrase

P

N\

en el origen; es decir, Z, tiende a

ser la variable degenerada que toma

\el valor 0 con probabilidad 1

Propiedades
DSiX IR & Xz W 0. En cfecto;

[0 ]Si{X, )% Ues lim P(|X, - @2€) =0, Oe> 0;asi:
n—» 00

lim. P(|X,-U-0l%¢g) =0, Oe> 0

n-—» o

lo que demuestra que {X, — @HELE 0.
[0 ]Si{X,-UO% Oes L P(X, -U-0|>¢)=0, Oe> 0;asi:

n—

lim. PG - U[>€) =0, Oe> 0

n— 00

lo que demuestra que §X, } I U.
2) Si {X,} X Uy "o'JesWma funcion continua, entonces {g(X,)} HEN g(U)

3) Estando definidag laggudeesiones {X,}y {T,} sobre el mismo espacio proba-
bilistico, si {X, }{Mk U y {T,J-F T, entonces:
&y +T 00 ¥ T; X, T35 UT
Si la sucesion X /T, } tiene sentido, entonces {X,/ Tn}ljj; U/T, siem-
pre qué P(E 5 0) #0.
4) Si todas las variables que forman la sucesion {X,} tienen media finita y

lim. V(X,)=0,entonces {X,, —E(X,)} 1% o, pues L1 & 0 sucede que

n—o o

P(|X, ~E(X,) —0|>¢g) =P(| X, ~E(X,)| >¢) VXa)

<
1
Tchebychef




Asf: 0< lim. P(|X, —E(X,)=0|>g) < lim. KZQ:O

n-— o no oo €&

lo que demuestra que {X, —E(X)} & o

5) Si todas las variables que forman la sucesion {X,,} tienen la misma media "m"

finitay lim. V(X,)=0, entonces {Xn}[lj; m, pues [ & 0 sucede que

n— 00
P(|X, - m|>€) ;p(\xn ~E(X,)| >€) f%l&
E(X,)=m Tchebychef

Asi: 0< lim. P(‘Xn—m‘>8)s lim.
lo que demuestra que {X}[I% m.

0) Siendo "C" una constante, para que {X,} Dﬁw \uﬁaente (no necesatio)
que lim. E(X,)=Cy lim. V(X,)=0. % e 0, es:
n—- o n- o

9S E((X, - C)2)

c2

P(|X, - C|>g) =P((X, —C)2

1)
=
~
©)
<
— |1

segun el teo

B((X,, - 02) =B(((x, QX)) +(B(X,) ~O))

=E| (X, ~B(X,))" E@Q +2(X, ~E(X).(E(X,) =C) |=

no aleatorlo

:E(( o —EXy)) 1‘@) )% +2.E(X,, —EX))L(EX,) =C) =

o ~EX) ) =V(X,)
E(X, - E(X,) ~E(E(X,))) =E(X,) —E(X,,) =0

e = V(X,) +(E(X,) -C)°
2

s — V(X,) + (E(Xn> _C) H
g2

2
. VX +H(EX)-C) _
D;OP(‘XH Gt g lim =z
si lim. B(X,)=Cy lim. V(X,)=0 ]

n— 00 n—» 0

O30 cC




Convergencia en media cuadratica
Diremos que la sucesion {X,} converge en media de orden "r" ala va-

tiable "U", y escribiremos {X,}[h U, si lim. E(|X, -U[")=0.
n—- ©

Diremos que {X,} converge 2 "U" en media cuadratica en el caso r =2;
es decir, si lim. E((X, —U)2) =0, y escribiremos {X,,} I U.

n—» o

Una mierdecilla de masa muy alejada del punto "Pepe" produce mucha
"dispersion" respecto a "Pepe™: si en el origen hay una masa 0'9999999 y la

masa restante, 1077, est4 en el punto 101000 ] momento de orden 2 de
esta distribucion respecto al origen (que es una medida de la dispersion de

la distribucién respecto al origen) es brutal, nada menos que 10~7.102000

Siendo E((X,, —=U)?) el momento de orden dos,d&la Variable X, — U respecto
al origen, el valor de E((X,, = U)?2) es una medidade¥a dispersion de la distribu-
ci6on de probabilidad de X, —U respecto al,ofigen. Por tanto, al decir que

X} % U se dice que la medida de la dispe#sion de X, — U respecto al ori-
gen tiende a 0 si n — ©; o sea, la inmensa mayoria de la masa de la distribucion
de X, — U esta muy proxima al origen y*ao hay masas (aunque sean irrelevantes)

muy alejadas de €L

Relacion entre las convergencias
o Si{X IR T g3 e Wt El reciproco no es cierto, salvo si "X" es

una variable degenerada (fomawa Gnico valor "C" con probabilidad 1).
e Si{X VI O G000 U. En efecto:
E((X, ~U)?) -
g2

P(| X, — Up>8), =P((X,, ~U)2 >32)+s

segun el teorema de Markov

-T2
0 & tim P(X; U & lim. E(X, - 0) )=OEI

nke, n—- o 82
si lim. E((XH—U)2)=OJ

n—-» o

Ox g8 U




FONEMATO 1.3.1

Sea {X} una sucesion de variables aleatorias independientes, todas con distribu-
cion uniforme en el intervalo (0;a). Utilizando la acotacion de Tchebychef, de-

muéstrese que {Zn}[lj; a, siendo:

n
7. = % S X; =2.(Media aritmética de X1, X, ... ,Xy)
i=1

SOLUCION
Demostraremos que {Z,}[I%  a si demostramos que [ & de que
lim. P(|Z, —a|>€)=0 Q
n—-» o
Es:

n

X, =U(0;a) 0 E(X3 (@ a/2

E(Z,)= E{% ixl) =2 i E(X;) =
i=1 i=1

V(Zn)=V

(X3 (@ 0)2/12 a2/12

Por tanto 0 < lim. P(‘ Z 8) < lim. —2~— =0, lo que demuestra que
n-— 00 n-— 00 3 Il.82

\th. P(|Z, —a|>€) =0

n—- o

candelabro!




FONEMATO 1.3.2

1)

2)

Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias independientes, todas con las

misma distribucién de probabilidad, con media U y varianza O 2 ambas fini-

tas. Utilizando la acotacién de Tchebychef, demuéstrese que {Zn}[li Mo,
siendo Z, la media aritmética de X1,X5,,.... ,X.
Razoénese si la anterior demostracion es cierta si sélo exigimos que las varia-

bles de la sucesion {X,} sean incorreladas, no necesarian@gualmente

distribuidas, aunque todas con la misma media y la misma varj 1nitas.

SOLUCION 0

1)

2)

n
Sea Z, = % z X; =Media aritmética de X{,X>,.... , X

1=1
L 4
Demostraremos que {Z, Y% i si demostramos % & 0 sucede que

1., X, son independientes

n

n2’ n

i=

(X)=02,0E 1,2,....,n

_1 = _1 _0o2
V(Xj)=—.5 02=—n0? ==
1 n= 5 n

POI' tanto, €S 0@7 P(‘Zn - u‘ >8) < hm 0_ :O, 10 que demuestra

00 1'1_,001’1.82
que lirn;)o @—phs) =0.
n-—

St las V de la sucesion {X} son incorreladas, aunque no tengan la mis-

ma distribueion de probabilidad, si todas tienen la misma media [ y la misma

varianza G2 (ambas finitas), es:
E(Z) =H 3 V(Zq) £02/n

pues X1,X»,.... , X, son incorreladas

Asi, la demostracion hecha en 1) sigue siendo valida.



FONEMATO 1.3.3

Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias independientes, todas densidad

f(x)=e (7N x>\

Demuéstrese que {Z, YL A, siendo Z, = min.{X{,X5, ..., X, }.
SOLUCION
Demostraremos que {Z, }[Ih A demostrando que 0 & 0 sucede que

lim. P(|Z, ~A|>€) =

n-—

En efecto: Q
lim. P(|Z, —)\|>e)— hm (P(Zy <A =€) +R(Zg >\ #)) =

n—» 0

P(Z, <A —¢€) =0, pues como Xy, X2

valores inferiores a A, entonces Z,

no toma valores infeti

= lim. P(Z,>

n—- 0
como Z, = min.{X{,X,, .... serd Z, >\ +€
solo si X; >\ + l, ,
= lim. P(X{>A +e ; X, >N +g) =

n— 00 ?

pues X1,Xo, ... , X dependlentes y todas tienen

la misma di cion de probabilidad

= lim. (P(X; :m))n = 11rn (J.)\ —(X—?\),dx)n =

n—» 00
(( —(x @n lim. (e_s —e_°°)n = lim. e ™€ =(
n— oo € n— 0o n— 0o

FONEMATO 1

probabilidades tivas 1/ny 1 —1/n. Demuéstrese que {X, 5 0. :Qué

ocurre cog onvergencia de la funciones de distribuciéon de las variables que
forman la @ on?
ON

SOLUCI

* Demostraremos que {X,,}[I% 0 si demostramos que [ & 0 sucede que

Sea {X,} una g de variables aleatorias, tomando X,, valores 1 y 0 con

lim. P(|X,-0]|>g)=

n— o



lim. P X, -0[>¢) = lim. (P(X, <-€) +P(X, >¢)) =

n— o n—» 0

P(X, <—€) =0, pues X,, no toma valores negativos

sie<] ———= lim. 1/n=0
= lim. P(X, >€)=— n-®
e sig21 ——= lim. 0=0
n— 00
1-1/n 1/n &
® 9
' >

|
0 € 1 €

Si € <1, la probabilidad del suceso X, > é

n
Si € 21, la probabilidad del suceso X sO

€s una constante, para

e También puedes lidiar teniendo en cuenta qut\
que {X,} (T2  C es suficiente (no necesati
X

lim. E(X,)=C; li

n-—- o — :
En nuestro caso C =0, siendo: %
lim. E(X Qm 1/n=0
n— 00 ., 0
E(X,)=0.P( +1.P(X, =1) =1/n
T lim. (l—szo
) ! n— oo \1 n2

n) =0

n
E(X3) —(B(X,)? =
=(02.P(X, = P(X, =1)) =(1/n)2 =(1/n) =(1/n)2
g? 0 six<0
* La funciéon de disN nde X, es F(x)=P(X, <x)=91-1/nsi0<x <1
1 six>1
0 six<0 0six<0
Por tanto: lim.WE,(x)= lim. {1-1/nsi0<x<1;=41si0<x<1
n- n- @ |1 gix>1 1six>1

que es (’)n de distribucién de una variable degenerada que concentra to-
da la masa=dt probabilidad en el punto x =0.

FONEMATO 1.3.5

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias, tomando X,, valores 0 y n? con

probabilidades respectivas 1—1/ny 1/n. Demuéstrese que {X,,} (15 0.
SOLUCION




Demostraremos que {X, Y% 0 si demostramos que [ & 0 sucede que

lim. P(X,-0[>¢g)=0

n_ 00
Es:
lim. P(|X, -0|>¢€) = lim. (P(X, <€) +P(X, >€)) =

n—- 00 n—-» o j

P(X, <—€) =0, pues X, no toma valores negativos
n p n g

sie<n?2 —= lim. @
= lim. P(Xn>8)?— n- ®

n- e sie=n2 —=1i &0

n

1-1/n 1/n \.
T<— n2 —»T Q’

| | X

0 € n2 & §" n

Si € <n2, la probabilidad del \n >€ es1/n
Si € 2 n2, la probabilidad de@ X,>€es0

n

Observa: sabemos que si "C" es una co @3, para que {X,} [ C essu-
ticiente que:
lim. E(X,)= (%un. V(X,)=0

n— o0 — 00
La sucesion dada {X} demuestrz@ s anteriores condiciones NO SON hecesa-

_ »
rias, pues {X,}[I% 0 ysin Kwo lim. E(X,)#0:

n—-» o

¢
%n)?nlim;n n=+c0 #£0

=0) +n2.P(X, =n2) =n2.(1/n) =n

__Tiiy yo no convergemos |

li




FONEMATO 1.3.6

Sea {X,} una sucesiéon de variables aleatorias, tomando X, wvalores "a" y

a+n.b (b#0) con probabilidades respectivas 1 =1/ny 1/n.

1) Demuéstrese que {Xn}lji a.
2) Estudiese si {XH}E@ a.
SOLUCION

1) Demostraremos que {X,}[1% a si demostramos que [J & &de que
lim. P(|X,-a|>€)=0 0
n— 0o

Es:
lim. P(|X, —a|>€)= lim. (P(X, <a —€) P&n’ >a +€))

n- o n— 0o

P(X, <a =€) =0, pues la variable X, no to

s menores que "a"

im. 1/n=0
= lim. P(X, >€)=—
n- 0 lim. 0=0
n-— 0o
1-1/n

a c‘—el atnb € Xn
Si €<n.b,la proﬂx del suceso X, > € es 1/n

idad del suceso X, >€ es 0

Si £>n.b, 13@%'.

Observa: sabemos que es una constante, para que {X} (X 2 es sufi
ciente que:
1% E(X,)=a; lim. V(X,)=0
n—-» o
La sucesion dada demuestra que las anteriores condiciones NO SON necesa-
rias, pues {X, a y sin embargo lim. E(X,)#a:
n—- o

lim. E(X,)= lim. (a+b)=a+b #a

n- o ?ﬁ—» 00
E(Xn) =a.P(Xn :a) +(a +n,b),P(Xn =] +n,b) =
— 1 1 _
—a(1—2)+(a + L=+
a.(1 n) (a n.b).rl a +b




2) X 0% asi lim. E((X, —a)2)=0.Es:
n—- o
lim. E((X,-a)2)= lim. E(XZ -2a.X, +a2) =
n— 00 n-— 0o

= lim. (E(X%) —2.a.E(X,) +a2) N

n—-» o

UE(X,)= at b
OB(X2)= a2.P(X,= a)+ (a+ n.b)2.P(X, = a+ n.b)s

=a2.(1-1) +(a +n.b)2% =22 +2.2.b +n.b2
n

= lim. (32 +2.a.b +n.bZ —2.a.(a +b) +a2)= lin. %1, b2 = oo

n- o ns, o

Por tanto, la sucesion {X, } no converge a "a" en medi@ cuadratica.

vergencia en pro-

babilidad y en me-
dia cuadratica ten-

dra protagonismo este-
lar cuando hablemos de
la consistencia de los

K estadisticos /

/ El asunto de la con-\ _'




FONEMATO 1.3.7

Siendo Z=U(-1;1), sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias tales que
—1si-1<Z<-/n

n=90 si-1/n<Z<1/n
1 sil/n<Z<1

X

1) Calculese la funcion de distribucion de X, . A partir de ella, demuestre que la

sucesion dada converge en ley a cualquier variable aleatoria que e los valo-
res =1 y 1 de modo equiprobable. §

Aveall . : = ~1si ~1<Z <0
2) Sea "W" la variable aleatoria tal que W = { 1 si0<7 <1 o

Pruébese que (X} Wy que {X )& W-
SOLUCION \’

1) Siendo Z=U(-1;1), su funcién de densidad es \%
f(z)=1/2, =1 <™ \

Por tanto: Q

P(X, =-1)=P(-1 <Z <-/n) = . Sn )/2.n

0 1

six <-1
(n—=1)/2.n si—1<x <0

" (n+1)/2.n si0<x <1

six=>1

& 0 six <-—1 0 six<-1
Ii = J=D/20 si—1Sx<0( _J1/2 si-1<x <0
0\ X>'nf“;,o (n+1)/2.n si0<x<1 [ ]1/2 si0<x<1

1 six=>1 1 six=21

que es la funcion de distribucion de una variable aleatoria que toma los valores

—1 y 1 de modo equiprobable.



2) Para probar que {X,}[I W basta probar que "W" es una variable que
toma los valores =1 y 1 de modo equiprobable. Es:

P(W = —1) =P(-1 <Z <0) =jf1 f(z).dz =... =1/2

P(W =1) =P(0 <Z <1) =j02 f(z).dz =.... =1/2

* Probaremos que {X, }Dﬁ W probando que lim. E (Xn W)Z
n—- o &

lim. E((X, W)Z) l l
O
E((X, = W)2) =(=1 (1)) =; ) +
.
W/ X, -1
-1 "W"y X, no son 1ndepeg , pues ambas
1 estan determmadas r de "Z"

2 _ _
+H-1-1)".P(X, =-1;,W =1) +0 = P(X ;W =+4) +
+0-1)%.P(X, =0;W —1) +(1 ZP(X, =, W =4) +
1—1)2 P( W =1) =
—4P( 1,W (Xn =0;W =) +

=4.P( -1<Z <—1/ % &m P(—1/n <Z <l/n; -1 <Z <0) +

(-1/n<z<1/ Z <1) +4.P(1/n <Z <15 - < Q)f_

do es 0, pues los sucesos —1<Z <-1/n
ompatibles; el cuarto sumando es 0, pues los
n<Z<1y —1<Z <0 son incompatibles

el primer s
y0<Z<1
suce

=P 1/

<l/n; =1 <Z <0) +P(4/n <Z 4/n;0 < ) =

ersecc1on de los sucesos —1/n<Z<1/ny —1<Z<0 J
l suceso —1/n <Z <0; la interseccién de los sucesos

-1/n<Z<1/ny 0 <Z <l eselsuceso 0 <Z <l/n

=P(-1/n<Z <0) +P(0 <Z <l/n) =

1/n 1 _ 1
JO 2.dz S T

= J—l/n %.dz +




1.4 TEOREMA DE BERNOUILLI

La frecuencia relativa de un suceso converge en probabili-
dad a la probabilidad del suceso.

En efecto, llamando "éxito" al suceso de que como resultado del experimento

ocurra el suceso "A", si P(A) = p, la variable T, que expresa el aleatorio nimero

de "éxitos" al repetir el experimento "n" veces tiene distribuciéon B(n;p), y la va-

riable Z,, =T, /n expresa la aleatoria frecuencia relativa del suce§ al repetir

el experimento "n" veces.

Asi, 1 & 0, es:
T, =B(n;pU E(TF npl E(&) E(T,Mm) a0 p

v v (1-
P(|Z, = p|>€) =P( 2, ~E(Z,)| >¢) &:pfwzp)
Tchebychef %
Ty =B(n;p) U V(Trs n,
0 V2 V(T bt p/n
Por tanto:
0< lim. P ‘Z 'm

lo que demuestra que {Z, } [T %
Utilidad del teo e Bernouilli

En un experimento aleatorio, A" un suceso tal que P(A)=p, queremos

'cb

determinar el numero "n"

no sea superior a O la prob

se diferencie de "p" en ungcantidad supetior a €; es decir, buscamos

P(|Z, — \>s)<a

que debe repetirse el experimento para que
d de que la frecuencia relativa del suceso "A"
"n" tal que

’é’aﬁf

p|>€) <p.(1 —p)/(n.€2), sera
Zo—p|>€)<p.(l —p)/(n.€2) <a

Obviamente, como

%

siempre que n 2 p¥h— p)/0.€2.

Por eje i p=02,£=01ya =001, seri P(|Z, = 02[>01) <001 siem-
pre que ’;@1 - 0'2)/(0'01.0'12) =1600.

Si desconocemos el valor de "p" acotaremos el producto p.(1 —p) con
la menor de sus cotas supetiores, que es 1/4; por tanto, serd P(‘ Z, - p‘ > 8) <a

siempre que n21/(4.0.€2)=p.(1 - p)/(0.€2).



Por ejemplo, si € =01y a =0'01, sera
P(|Z, = p|>01) <001
si n21/(4.0001.012) 2 p.(1 = p)/(0'01.0"2), es decir, si n=2500.

Sigp)=p-1-pUg'(pF + 2.pesnulasi p=1/2, y como
g"(1/2) = -2 <0, el valor de g(p) =p.(1 —p) es maximo si p=1/2,

siendo g(1/2) =1/4.
N
'\90
)

L 4

§

&§§
©$

S
S
>
>
$



FONEMATO 1.4.1

Determinese el numero "n" de veces que debe lanzarse una moneda para que no
sea inferior a 0'8 la probabﬂldad de que la frecuencia relativa del suceso "cara"
esté comprendida entre 0'45 y 0'55. ;Cuantas veces debe lanzarse la moneda para
que no sea inferior a 0'9 la probabilidad de que la frecuencia relativa del suceso
"cara" esté comprendida entre 0'49 y 0'51?

SOLUCION

e Llamando "éxito" al suceso "obtener cara", si P(éxito) = 0'5gla variable X;
que expresa el numero de "éxitos" (0 6 1) en el i-ésimo lanzamiento tiene dis-
tribucién de Bernouilli de parametro 0'5, y la variable T, =Xy & .... + X que
expresa el aleatorio numero de "éxitos" en "n" lanzamiengos fiene d15tr1buc1on
B(n;0'5), supuesto que Xy, ....,X,, son independienges. Obviamente, la va-
riable Z, =X, /n expresa la aleatoria frecuencia relagivandel suceso "cara" en

anzamientos la moneda, y se nos pide que detémminemos ¢ modo
"n" 1 ientos 1 da, y id determi "n" d d

que P(0'45< Z,, <0'55) 20'8; es:
P(0'45 < Z,, <0'55) =P(| 24 0% <0’05);

T, =B(n;05) 0 E(TF 054 E@w E(T,/A) E(T,#n 05
VZ,) _, _05%2/n S
0'052 0052
Tehébychef T

T, =B(n;05) 0 V(T3 0528 (N (&) V(T,A) V(T,)/a2 052/n

=P(|2, ~E(Zy)] <0'05)i1 >0'8 [

=2 =2
0 ey o, 052 _
Q'05% 0'052.0'2

Aunque es menos elegante, puedes aplicar la receta del teorema de Ber-
nouilli: si Z, expresa la aleatoria frecuencia relativa del suceso "éxito" e

" H

n" experimentos de Bernouilli independientes y todos con probablhdad
"p" de "éxito" conocida, es (‘ Z, - ‘ > 8) <p.(1 —p)/n.€2.

Por tanto, ocutre que P(‘ Z,— p‘ > 8) <p.(1 -p)/n.€2 <a si

\ﬂzp. (1-p)/a.€2. En nuestro caso es p=0'5, € =0'05y o =0'2.

* Determinemids "n" de modo que P(0'49<Z, <0'51) 20'9:
P(049<Z,, <0'51) =P(|Z,, =05 <0'o1) =

V{Z,) _ '52/r1
=P(z, -EZ,)|<001) 21 ——=82 >0'9 [
(120 =) ) 0012 0012
0'52/n 0'52.

———-= 0 2n

< >n —=2=— 2500
0'012 0'012.01



FONEMATO 1.4.2

La probabilidad de transitos en un aeropuerto se desconoce. Para estudiar la
rentabilidad de una instalacion hotelera en el aeropuerto, se estima dicha proba-
bilidad mediante la frecuencia relativa de transitos respecto al total de viajeros del
aeropuerto. Determinese el nimero "n" de pasajeros que deben observarse si se
quiete que no sea mayor que 0'05 la probabilidad de que la desviacion entre la
frecuencia relativa de transitos y la probabilidad desconocida sea superior a 0'06.

SOLUCION

Llamando "éxito" al suceso de que un pasajero esté en transito, SIWP(&ito) = p, la

variable X; que expresa el aleatotio numero de "éxitos" (0 6 1)icof el i-ésimo pa-

sajero tiene distribucién de Bernouilli de parametro (("p¥, y la wvariable

T, =X +.... + X, que expresa el aleatorio numero de 2éxitos" entre "n" pasa-

jeros tiene distribucion B(n;p), supuesto que Xy, .... , X, S@0 independientes.

Obviamente, la variable Z, =X /n expresa la alcatefia frecuencia relativa de
pasajeros en transito entre "n" pasajeros, y se nos pidetque determinemos "n" de

modo que P(|Z, = p|>006) £0'05; es:

Ty =Bn;p) U BE(Tg npl  B(&A)NE(T,A) E(T,7Fo p
V({Zs) _
0'062

P(|Z, ~p| >O'O6)+=P(\ Z B3| >0'06) <

Tchebgehef |
T, =B(n;p) USV@F F np.E )
O V(Z3 VW V(T)/nE pt p)/n
g PAIPA N0y AP o
'062 0'062.0'05 A

como desconoc€meEs™ p", no hay mas remedio que acotar

el producto p.(1 =p)mediante la menor de sus cotas superiores,

que S /4, pues U] O;Despd p 1/4
Wt o pA7D) 4y g PATD)

0'062.0'05 0'062.0'05 0'062.0'05

Aunque es menos elegante, puedes aplicar la receta del teorema de Ber-
nouilli: si Z, expresa la aleatoria frecuencia relativa del suceso "éxito"

en "n" experimentos de Bernouilli independientes y todos con probabi-
lidad "p" de "éxito" desconocida, es P(‘ Zy— p‘ > 8) <p.(1 -p)/n.€2.

Por tanto, ocutre que P(‘ Z, - p‘ >8) <p.(1 -p)/n.€2 <a si

n=1/(4.0.€2)=p.(1 - p)/a.€2. En nuestro caso es

\ £=0'06y a =0'05.




1.5 TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Se dice que la sucesion de variables aleatorias {X} verifica el teorema Central

del Limite si la correspondiente sucesion de variables tipificadas converge en ley a
la variable N(0;1), o lo que es igual, la sucesion {X,,} converge en ley a la not-

mal con media y varianza las de X,,.



1.6 TEOREMA DE LINDEBERG-LEVY

Sea {X,} una sucesion de vatiables aleatorias independientes, todas con la misma

distribucién de probabilidad, con la misma media | y la misma varianza G2

(ambas finitas). Sea {S,, } la sucesion de variables aleatorias tales que
81 =X1 ; SZ =X1 +X2 3 eeeee ; Sn =X1 +X2 +.... +Xn S eeees
* Lindeberg-Levy demostraron que la sucesion {S,} verifica el teorema Central

del Limite; es decir: {(S,, = E(Sy))/4/V(So)} M N(0;1), o Jo%ques igual:
{Sa} I N(ESL):/VEn))

Esto significa que cuando "n" es grande (= 30), la distribueién de probabilidad
de la variable S, =X +X, +.... +X, puede aproximarse mediante la nor-

mal con media y varianza las de S, que son:

E(S,)= E(ixlk np; V(S,) =V[§ Xlk n.g2
i=1 1=1

EX)=u,0E 1,2,...,n VX, F'o2[d45 1,2,...,n

" H

Por tanto, si es grande (2 30), la distribieion de probabilidad de la varia-

ble S, =Xy +X, +.... +X, puedeaproximarse mediante la N(n.lJ.;O.\/E).

 También verifica el teorema Central dél Iimite la sucesién {Xp}, siendo
n =Xy +X, ... +X,) e =Media aritmética de X1, .... , X

O sea:

{Xn} T NEK)(VXap , N1:0/n)
E(Xy) = E[ ZX);M : V(Xn)=V[l ix];%

E(X;) =pe B 1,2,...,n || V(X;F 02043 12,...n

El que asi sean las cosas es un estupendo chollo, pues a partir de ahora
seran incontables las veces que trabajaremos con la suma o la media arit-

mética de un elevado nimero de variables independientes, todas con la
misma distribucion de probabilidad, la misma media y la misma varianza




FONEMATO 1.6.1

El nimero de muertos cada minuto a causa del hambre en una regién alejada de
nuestro idilico primer mundo tiene distribucién de Poisson de parametro 40, con
independencia unos minutos de otros. Calctlese la probabilidad de que durante el
dia de Nochebuena mueran de hambre no menos de 28800 personas en esa re-
gi6on. ¢Qué cota de muertos se superara ese dia con probabilidad 0'95?

SOLUCION

St X; =P(40) expresa el aleatorio nimero muertos durante el i-ési inuto del

dia de Nochebuena, la variable aleatoria X =Xy +.... + X440 eXprcsa el numero
de muertos en los 1440 minutos de ese dia, y X =Xy +.... + o =P(57600),
pues si las variables independientes X, .... ,X} tienen distribucion de Poisson
de parimetros respectivos Aq,...., A}, la suma de ell tigne distribucién de

Poisson de parametro Ay +...+AL. la funciﬁm probabilidad de

X = P(57600) es: \
P(X = x) =e57600 57600 /xx,’kw,z ......

Asi, la probabilidad de que el dia de Nochebu eran de hambre no menos
de 28800 personas en esa region, es: Q
799 =57600
P(X = 28800) =1 — P(X <28799 Qb y < 2 T
X

x=0
e al pensar en calcular tan espantosa
decidos a Lindeberg-Levy: como "X"
ables aleatorias independientes, todas
idad, con la misma media y la misma va-
rianza, podemos aproximar | ucion de probabilidad de "X" mediante la
normal con media y varianzﬁ% "X", que son E(X)=57600 y V(X)=57600

(si X =P(B) es E(X) = vg | Ast:
. P(X=2288 (N(57600;+/57600)2 287995 ...

CCION POR CONTINUIDAD

Naturalmente, a cualquiera se le hiela 1
suma, por ello estamos enormeme
es suma de un elevado niimero
con la misma distribucion de pro

Al aproxi istribucion discreta X = P(57600) mediante la
N(57600; ), consideramos que la " masa puntual”" que tiene
X =P(576 el punto 28800 se corresponde con la "masa continua"
quetiencda N(57600;+/57600) en el intervalo (28799'5;28800'5).

la probabilidad del suceso X = 28800 debe sumarse,
| trabajar con la normal consideramos la masa de

probabilidad que hay a la derecha del punto 28799'5

* Hay que determinar "c" de modo que P(X =¢)=0'95:
P(X=c¢) DP(N(57600;\/57600)2 c 0'5):

_ -0'5-57600 ) _ c—0'5-57600 _
=P N(0;1) =< )—O‘95D = —1'645
( ©:h 757600 757600




FONEMATO 1.6.2

Con independencia unos dfas de otros, la aleatoria demanda diaria de vino (en li-
tros) en un bar tiene distribuciéon uniforme en el intervalo (20;40). Calctlese la

probabilidad de que en 182 dias se vendan mas de 6370 litros de vino.
SOLUCION

Si X; = U(20;40) expresa la aleatoria demanda de vino el i-ésimo dfa, la variable

X=Xy +Xj, +.... +Xjgo expresa la aleatoria venta total durante dias.

Se nos pide la probabilidad del suceso X > 6370, lo que es bast
se desconoce la distribuciéon de probabilidad de "X". Por eso fj 0s con gusto
para que a Lindeberg-Levy les hagan un monumento en su : como "X" es
suma de un elevado niimero de variables aleatorias indep ntes, todas con
igual distribucion de probabilidad, con igual media (E( -{20 +40)/2 =30) y

la misma varianza (V(X;) = (40 —20)2/12 =100/ os aproximar la dis-
tribucion de probabilidad de "X" mediante la nor medla y varianza las de
"X", que son:

E(X) = E[%ZX ): % Xl)@:a(xi) =5460
182_ 1812_ m

V(X) = v(z X; )z Z 182.V(X;) =18200/3

i=l

Ast: m
6370 = 5460 |
P(X > 6370) OP(N(5460; m 6370)= P| N(0;1)> 02222000 | =
( ) DP(N( v, ( ©> = 520073 )

FONEMATO 1.6.3 Q

Al lanzar un dado 500 vec amos 100 § por punto si sale cara par, y perde-

mos 100 § por punto si sale“@ara impar. Calculese la probabilidad de ganar menos
de 23000 §.

SOLUCION

La funcién de pro ad o cuantia de la variable X; que expresa el aleatorio

resultado del i-é nzamlento del dado es:
2 3 4 5 6

P(X; —x)|1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

St ganamo $ por punto si sale cara par y perdemos 100 $ por punto si sale
cara impar, siendo Z; la variable que expresa el aleatorio beneficio obtenido en el

i-ésimo lanzamiento, es claro que

X;| 1 2 3 4 5 6
U U U U U U
Z; =100 200 =300 400 =500 600




Por tanto, la funcién de cuantia de la variable Z; es:

z | =500 =300 —100 200 400 600
P(Z;=2)| 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Obviamente, el aleatorio beneficio obtenido tras lanzar el dado 500 veces esta
expresado por la variable Z =71 +Z, +.... +Z5q.

Se nos pide la probabilidad del suceso Z>23000, lo que es bastante imposible

sin calcular previamente la distribucion de probabilidad de la vagable "Z". Por
eso, como es de bien nacidos ser agradecidos, postulamos par@indeberg-
Levy sean elevados a los altares: como "Z" es suma de un elev, mero de va-
riables aleatorias independientes, todas con la misma distri de probabili-

dad, con la misma media y la misma varianza, podemos imar la distribu-
cion de probabilidad de "Z" mediante la normal con me«{garlanza las de "Z",

que son:
500 500
E(Z) =E ZZi z E(Z ) =500 25000
i=1 i=1
F(zg) = ~300 300 _100 +@ H600 g

500 500
V)=V 5 Zi |= 5 Vg V(Z;) =500.149167
i=1

i=1
V(Z) = B(Z2) - (B(Z 106000 ~502 =149167
E(Z2)= 500 3002 y 2002 40602 6060 =910000/6
Por tanto:
P(Z<23OO N(25000;+/500.149167)< 22950 =
CCION POR CONTINUIDAD

Siendo 229 3100 los valores anterior y posterior a 23000 que
puede t , consideramos que la "masa puntual” que tiene
"Z" e unto 23000 se corresponde con la "masa continua"

e 1a N(25000;+/500.149167) en el intervalo (22950;23050).

to, como la probabilidad del suceso Z = 23000 no debe

sumarse, al trabajar con la normal sélo consideramos la masa de

probabilidad que hay a la izquierda del punto 22950

_ P[N(O,D < 22950 — 25000) _

4/500.149167




FONEMATO 1.6.4

Con independencia unos de otros, el tiempo de espera de un cliente en la cola de
un banco tiene distribucién exponencial de parametro 0'05. Calculese la probabi-
lidad de que el tiempo medio de espera de 2 clientes sea superior a 21, y la pro-
babilidad de que el tiempo medio de espera de 100 clientes sea superior a 21.

SOLUCION

* Si X; =Exp.(0'05) expresa el aleatorio tiempo de espera del i-ésimo cliente, el

aleatorio tiempo medio de espera de 2 clientes esta expresad rla variable
W =7/2, siendo Z =X +X,. Es:

P(W >21) =P(Z/2 >21) =P(Z >42) ?
37

= [ 0052 51 0052 g, = =

ye T
Como X = Exp.(0'05) = G(1;0'05) y X, = 05) = G(1;0'05)
son independientes, entonces Z = X4 + Xz. 1;0'05) =G(2;0'05);

' 2 ,
asi, la densidad de "Z" es f(2z) = 005 N.e‘o 05.2 7 >0

'

* El aleatorio tiempo medio de espera de 100 clientes estd expresado por la va-

riable X ='T/100, siendo T =Xj +.... % Es:

P(X >21) =P(T/10@ =P(T >2100) =
— [t 00519 10(%—0'05.t —
_-[2100 F (100) .t .dz =inf umable

*
T=X;+....+Xyg0 = 0'05); asi, la densidad de "T" es
.thO—l.e—O'OS.t, t>0

g(® i

ca de un elevado niimero de variables aleato-
on la misma distribucién de probabilidad, con la
arianza, podemos aproximar la distribucién de pro-

Como "X" es la media
rias independientes, t
misma media y la mi

babilidad de "X" la normal con media y varianza las de "X", que son:
1 100 | 100 1
E( loo.gxi -m.glE(Xi)-m.mo.zo-zo

E(X;)=20 ; V(X,) =400

| 100 | 100 { 1
=V 155- 2 Xi [T Y VX)) B 5100.400 =4

=L, t 1
5 10025 100

Por tanto:

P(X >21) OP(N(20;+/4)> 21)= P(N(0;1)> 21;—20) =0'3085



FONEMATO 1.6.5

Con independencia unos dias de otros, el aleatorio nimero de casos de corrup-
ci6on que se descubren cada dfa tiene distribucién de Poisson de parametro 4.
Calctlese la probabilidad de que el nimero medio de casos de corrupcion en dos
difas sea superior a 4'5, y la probabilidad de que el nimero medio de casos de co-
rrupcion en 100 dias sea superior a 4'5,

SOLUCION
* Si X;=P(4) expresa el aleatorio nimero de casos de corrupei e se des-
cubren el i-ésimo dia, el aleatorio nimero medio de casos e fas estd expre-

sado por la variable W =7/2, siendo Z =X +X,. Es
P(W >4'5) = P(Z/Z >4'5) =P(Z >9)

o8 82 L 4
=1—P(ZS9);1 34
Como X1 =P(4)y X, = P(4) son 1n<k%ﬁtes entonces
-8 SZ

=Xy +X, =P(4 +4) =P(8); por tant z) = =0,1, ....
* El aleatorio numero medio de casos en 10 esta expresado por la variable
X= T/lOO siendo T = X1 +X1OO
P(X>4'5)=P(T/1 ) =P(T >450) =

—400 400t
t!

=1 -P(T <450) =1 =inf umable

=400
T=Xy +.... +Xy00 =P@IOY asi: P(T =) =et¢0t, £ =0,1, ...

ica de un elevado numero de variables aleato-
la misma distribucion de probabilidad, con la
ianza, podemos aproximar la distribucién de pro-
a normal con media y varianza las de "X", que son:

Como "X" es la media ar‘l
rias independientes, to
misma media y la mis
babilidad de "X" me

100 100
1 1
VX, == ) =——.100.4 =
ECX)ERV Elxlj o %Eo(l) 5-100.4 =4

X, =P 0 E(X3 4y V(X7 4

100 1w ¢ 1 N
100 Z 1002 Z WJOOA =0'04

Por tanto:

P(X >4'5) OP(N(4:4/0004)> 4'5)= P(N(0;1)> & g > )=




FONEMATO 1.6.6

Una maquina necesita para su funcionamiento una determinada valvula de la que
hay en stock dos tipos A y B, en cantidades respectivas 220 y 300. Sin embargo, si
empezamos a utilizar un tipo de valvula, ya no se puede mezclar ninguna del otro
a no ser que paremos la maquina. La duracién (en minutos) de cada valvula de ti-
po A es exponencial de media 5, mientras que la duracién de cada valvula del tipo
B tiene se distribuye (también minutos) de modo uniforme en el intervalo (0;0).

Ademas, se considera que la duraciéon de cada valvula es independieate de la du-
racion de las demas. Una vez averiada la valvula que hace funcignasgla maquina,
ésta es sustituida inmediatamente por otra del mismo tipo mede automatico.
¢Cual es la probabilidad de que la maquina funcione ininterrumpidamente al me-
nos 14'5 horas si trabaja con valvulas de tipo A? ¢Y si trabajaicofa valvulas tipo B?

SOLUCION

e Si hay 220 valvulas del tipo A y X; = Exp.(0'2), expresa la aleatoria duracién
de la i-ésima, el aleatorio tiempo de funcionamientouninterrumpido de la ma-
quina esta expresado por la variable X = Xy + .. X5y, siendo:

220 220
E(X) = E[ in] =Y E(¥¥) 2220.5=1100

i=1 1=1
X, =Exp.P(02)0 EXF.U5 vy V(XF 25
220 220
VX)) =V $ X | S0mYIX;) =220.25 =5500
i=1 3 =1

* Si hay 300 valvulas del tipo B y £}, & U(0;06) expresa la aleatoria duracion de la
k-ésima, el aleatorio tiempq, déwfuncionamiento ininterrumpido de la maquina
esta expresado por la variable % 7 +.... + 723, siendo:

300 300
E(Z) 3RS 7, |= Y E(Zy) =300.3 =900
k=1 k=1

7. =U0;00EZ3 @& 6/2 3y VEZF 6 02/1z 3

300 300
VA=V| S 2 |= S V(Zy)=300.3 =900
k=1 k=1

e Tanto "X" come "Z" son suma de un elevado numero de variables aleatorias
independientes, todas con la misma distribuciéon de probabilidad, con la misma
media yMa_mifsma varianza; en consecuencia, segun Lindeberg-Levy, podemos
aproximar la distribucién de probabilidad de "X" mediante la normal con me-
dia y varianza las de "X", y la distribucién de probabilidad de "Z" podemos
aproximarla mediante la normal con media y varianza las de "Z". Asi:

P(X >14'5.60) OP(N(1100;4/5500)> 14'5.60)= .....
P(Z>14'5.60) OP(N(900;+/900)> 14'5.60)= ...



FONEMATO 1.6.7

El tiempo (en horas) que tarda una maquina en realizar un ciclo de trabajo tiene
densidad f(x)=2.x, 0 <x <1. Calctlese la probabilidad de que la maquina tarde

mas de 40 horas en realizar 45 ciclos.

SOLUCION

Si X expresa el aleatorio tiempo empleado en el i-ésimo ciclo, es:

E(X;) :J'(l) x.f(x).dx :2."'3 <2 dx :% &
V(X)) =EXP) = (BX)2 =5 ~¢ =

45
E(X) = E( > Xi] =

i=1 i=1
E(X;)=2/3;

45
VQQ:V[Z Xi)z Z‘h" T8 T2
s
variables aleatorias independientes,

Como "X" es suma de un elevado na
todas con la misma distribucién de p, idad, con la misma media y la misma
varianza, segun Lindeberg-Levy, po s aproximar la distribucién de probabi-
lidad de "X" mediante la normal c edia y varianza las de "X". Por tanto:

P(X > ‘; (3054/5/2)2 40)= ...
FONEMATO 1.6.8
Determine el percentil 9 variable X = X%O y compare el resultado con el
obtenido mediante la a acion de Lindeberg-Levy.

SOLUCION \

La tabla de la func% distribucion de la variable X%O indica que el punto "c"
tal que P(X%O =09 es c=403. 81 X; = )(12 y las variables Xy, .... ,X3( son
independientes, sabemos que X =Xy +.... +Xj5 2)(%0, siendo E(X)=30 y
V(X) =060 ¢s E(X2)=nyV(x2)=2.n Segin Lindeberg-Levy, podemos
aproximar la distribucién de probabilidad de X = X%O mediante la normal con

media y varianza las de "X". Por tanto:

P(X3y <) = P(N(30;v60) < ¢) =09 0 P(N(O;s %} =090
0<=30=1280e 3991

Jo6




FONEMATO 1.6.9

Sean Xj,.... ,X g0 variables independientes, todas con la misma distribucién de
probabilidad, con media 75 y varianza 225.

1) Utilicese la desigualdad de Tchebychef para acotar la probabilidad de que su
media aritmética no difiera de 75 en mas de 6. Comparese el resultado con el
obtenido mediante la aproximacion de Lindeberg-Levy.

2) Mediante la desigualdad de Tchebychef, determinese la cota que con probabi-

lidad no inferior a 0'75 no es superada por la desviacioén de la aritmética
respecto a 75. Comparese el resultado con el obtenido medi aproxima-
ci6én de Lindeberg-Levy. 0
SOLUCION Q
1) Siendo X =(Xy,.... ,X400)/100, es: \.

1 100 1 100
E(X) =B 1. ZX

1100 1 100 1 . - o
V(X)=V| o5 ZX ——.. =0z 100.225 7225

Segun Tchebychef, es:

P(|X = 75| <6) =P(| X E(D@zl V(X> =1 2625 =0'9375

Segun Lindeberg-Levy, podgn aproximar la d15tr1buc1on de probabilidad de

"X" mediante la normal co y varianza las de "X". Por tanto:
‘
X 75<6 2'25)= 75I< 6 N(0;1) (< =1
p( x - 75| <6) on( NBR223)- 75l )= B{[Noin)< S|
2) Debemos determinatgc'de modo que P ‘X 75‘ < c) =>0'75.
V(X
P(|X - 75\<c ~E(X)| (2) =1 =222 x075 D& 3

C C

media y za las de "X":

$ Tchebychef
Aprox distribucién de probabilidad de "X" mediante la normal con
P(| X = 75| <) OP(|N(75;4/225) 75 c)=

(\N(om m}ovsm (N(O]S \/2_)>0875E|

0 —= MB =>c¢ 1725
225




FONEMATO 1.6.10

El nimero de clientes que entran cada dfa a la farmacia "A" tiene distribucion de
Poisson de parametro 20, y para la farmacia "B" tiene distribuciéon B(30;0'7).

1) Calculese la probabilidad de que el nimero medio diario de clientes de "A"
durante 100 dias se desvie del nimero medio diario de clientes de "B" durante
200 dias en menos de dos.

2) ¢Qué cota no superara dicha desviacion con probabilidad 0'95?

SOLUCION

1) Si X; =P(20) expresa el aleatorio nimero de clientes de "A= esimo dia, el
aleatorio numero medio de clientes diarios durante 100 di expresado por
X =(Xq +.... +X400)/100. Supuesto que las variables .., X100 son in-

dependientes, podemos aproximar (Lindeberg-Levy) la distribucion de proba-
bilidad de "X" mediante la normal con media y varia de "X", que son:

B =E(X) $20 5 V) =V, =()2
X, =P0)0 E(X7F 20

s de "B" el k-ésimo dia, el
aleatorio numero medio de clientes diario te 200 dias esta expresado por
2=(Zy *.... ¥Z5()/200. Supuesto qu ariables Zq, .... ,Zpp son inde-
pendientes, podemos aproximar (Linde
dad de "Z" mediante la normal con @it

E(Z)= E(Zk)+ V(Z) =V (Zy)/200 =6'3

+
Z, =B(30;07) 0 B(ZF4 30.02 21y V(ZF 30.07.0% 6%

* Si Z); =B(30;0"7) expresa el nimero de

-Levy) la distribuciéon de probabili-

varianza las de "Z", que son:

ientes de "A" durante 100 dias se desviara del
de "B" durante 200 dias en menos de dos si

e El nimero medio dlano de
nimero medio diario de

ocurre el suceso ‘ X - s1endo
FrNes s <) =
supuesto qu (20 V0 )y Z=N(21;~4/6'3) son independientes,
la distibtieién de probabilidad de X —Z es normal, siendo:

E(X -Z)=E(X) —E(Z) =20 -21 =4

V(X =7Z)=V(X) —E(Z) =02 +6'3 =6'5

| <2= (DY 2= (DY) o
IN(0;1)| < \/6_5) 2.P(N(O,l)< \/6_5) 1=..

2) Debemos calcular "c¢" de modo que P(‘ X = Z‘ < c) =0'95:

_ (D)o =D _
P(X-Z|<c)= (\N(om_ \/6_) 0'95 0 765 196 O

U=z 1964065 1



1.7 TEOREMA DE MOIVRE

Sea {X} una sucesion de variables aleatorias independientes, todas con distribu-

cién de Bernouilli de parametro "p". Si {S,} es la sucesion de variables aleatorias

tales que S1 =X1 ;S =X +Xyp 5.5 S, =Xy Xy +oL X es claro
que S; =B(1;p), S, =B2;p), ..... , Sy =B(n;p), .....

Asi, como E(S,)=n.pyV(S,)=np.q (siecndo q =1 —p), la sucesién {Z,} de
variables tipificadas cotrespondiente a {S,,} es tal que Z, = (S,g0P)/ m ,

y Moivre demostrd que {Z. 3%  N(0;1), demostrando q gm de Z,
tiende a la f.g.m de la variable N(0;1). En efecto: (

< +] - (1) =

lim. ®; ()= lim.

n—- o ?Il—»oo

2
1+t /2 +loque sea +loqu
n n3/2

®, ()= E(et.Zn ) — E(et.(Sn o

= e—t.n.p/wln.p.q.E(et.Sn/W/n.p.q) : e_t.l®.¢sn (t/\/n—pq);
E(ePepe.Sn ) =I CDSn (Pepe) || S, = B(@ CDSn & (& p.ee)rl

=(q.e_t'P/\/n'7P'q +p.et(=p)/n.p, —(q,e_t-P/\/TP-q +p,et-q/\/ﬂ~P~Q)n =

desarrollamos e ~tP/ ¢t4/\0-P9 en serie de potencias J

n
2
=| q1-—=L +(t'8 IS L B LB
np.q 4 np.q 2npq
n

lo que sea  lo que sea
+249 +24 +o

n3/2 nd/2
lim. by.(ag—1)
m. (an)bn =(l°°) —en-®
n—- 0

lim. (t2+lo que sea +lo quesea
T ono ol 2 nl/2 n3/2 =ot2/2

t.g.m. de la variable N(0;1) |

Obviamente, si {Z,}ds N(0;1) entonces {S,} N(n.p;y/np.q).La
aproximacion de la distribucion B(n;p) mediante la N(n.p;4/n.p.q) no debe

e earse si es proximo a 0 o a 1; en otros casos la aproximacion es buena si
mplearse si "p" roximo a 0 1; en otr la aproximacion es buena si

"n.p" y"n.q" son superiores a 5.



FONEMATO 1.7.1

El 20 % de las ventas de una empresa son al contado. Si en un mes se realizan
1000 ventas, determinese la probabilidad de que como maximo 250 hayan sido al
contado?

SOLUCION

Llamando "éxito" al suceso de que una venta sea al contado, si P(éxito) =02, la

variable X; que expresa el aleatorio nimero de "éxitos" (0 6 1)gen la i-ésima

venta tiene distribucion de Bernouilli de parametro 0'2; en conse cla, la varia-
ble X=Xy +.... +X 0900 que expresa el aleatorio numero d
ventas tiene distribuciéon B(1000;0'2), supuesto que Xl,.: 000 son inde-

pendientes. La funcién de cuantia de "X" es:

N
P(X =x) = (1000)0% (1= 0'2)L000=x xé ,1000

Por tanto: ’%
250
P(X < 250) = (1000 2®)1ooo x

Como se nos hiela la sangre al pensar en el de calcular tan espantosa su-
ma, bendecimos a Lindeberg-Levy (versio tvre): siendo "X" la suma de un
elevado numero de variables aleatorias g Qe ientes, todas con la misma distri-

bucién de probabilidad, con la misma maediafy la misma varianza, podemos apro-
mediante la normal con media y va-

rianza las de "X", que son:
E(X) =1000.02 =2 Q(X) =1000.0"2.(1 —=0'2) =160
S1 X =B(n;p)

Por tanto:

P( ) OP| N(200;+/160) 250'5 | =

?

ECCION POR CONTINUIDAD
Al aprox distribucién discreta X = B(1000;0'2) mediante la
N(ZO& 0), consideramos que la "masa puntual”" que tiene
X= O 2) en el punto 250 se corresponde con la "masa continua"

tlene la N(200;+4/160) en el intervalo (249'5;250'5).
Por tanto, como la probabilidad del suceso X =250 debe

sumarse, al trabajar con la normal consideramos la masa de

probabilidad que hay a la izquierda del punto 250'5

— oy < 250'5 =200 | —
= P| N(200;~/160 S—)—
( ( ) V160




FONEMATO 1.7.2

La probabilidad de que en una ciudad y durante un afio en un parto nazca un va-
rén es 0'48. Si la probabilidad de que nazcan 1000 o mas varones es 0'1711, de-
terminese el nimero "n" de nacimientos que se han producido en esa ciudad du-
rante el afio en cuestion.

SOLUCION

Llamando "éxito" al suceso de que nazca un varén, si P(éxito) =0'48, la variable

acimiento

X que expresa el aleatorio numero de "éxitos" (0 6 1) en el i-ési
1
ia, la variable

los "n" naci-

tiene distribucién de Bernouilli de parametro 0'48; en conse
X =Xy +.... + X, que expresa el aleatorio numero de "éxit

mientos del afio tiene distribuciéon B(n;0'48), supuesto qu@, e, X SON IN-

dependientes. La funcién de cuantia de "X" es: \Q
P(X=x)= (2).0'48)(,(1 —0'48)n~x X\%, VP |
Para calcular "n" basta exigir que P(X =1000) = o lo que es igual, exigir

que P(X <1000) =0'8289; es decir: Q
999 a
5> (X).O'48X.(l - 0'4?1 53)=0'8289

x=0

Como se nos hiela el alma al pensar en@licofiazo de resolver tan espantosa ecua-
cion, glorificamos a Lindeberg-Levy (% Moivre): como "X" es suma de un
elevado numero de variables aleatori pendientes, todas con la misma distri-
bucion de probabilidad, con la mis dia y la misma varianza, podemos apro-
ximar la distribucion de probaljli@e "X" mediante la normal con media y va-
rianza las de "X", que son E( x 8.ny V(X)=n.048.(1 —0'48) =0'2496.n,
pues si X = B(n;p) es E(X) X)=n.p.(1-p).

Por tanto:
P(X <1000 (0'48.1;+/02496.0)< 999'5 | =0'8289 LI
Correc%

or continuidad: la "masa puntual" que tiene
X = B(n;0'48),%n el punto 1000 se corresponde con la "masa continua"
que ti N(0'48.0n;4/0'2496.1n) en el intervalo (999'5;1000'5).
@to, como la probabilidad del suceso X =1000 no debe
t

se, al trabajar con la normal consideramos la masa de

probabilidad que hay a la izquierda del punto 999'5

999'5 — 0'48.1 | —
0 P N(0; =0'8289 [J
( O 05296 )
0 9995-048.0 _ s ] &

1/0'2496.n




FONEMATO 1.7.3

Con independencia unos dias de otros, la aleatoria venta diaria de vino (en miles
de litros) de una bodega tiene distribuciéon U(0;2), obteniendo beneficio la em-

presa solo si la venta es superior a 1'5. Si se consideran 200 dias, determinese el
00 percentil del nimero de dias en que no se obtiene beneficio.

SOLUCION

Llamando "éxito" al suceso de que un dia la empresa no obtenga begeficio, es:
. 1
P(éxito) = P(U(0;2) <1'5) = jo > %.dx =075 &

Asi, la variable X; que expresa el aleatorio nimero de "éxi Qé 1) el i-ésimo
dia venta tiene distribuciéon de Bernouilli de parametro 0'75;%#f consecuencia, la
variable X =X; +.... + X5 que expresa el aleatorio nitmerd de "éxitos" en 200

dias B(200;0'75), supuesto que Xj, ..., Xy son iﬂ\%hentes.

La funcion de cuantia de "X" es: Q\

P(X = x) = (220).0'75X.(1 - 0'75)@ =0,1,.... 200

Debemos determinar "¢" de modo que P()@O'@ y al exigir que se satisfaga
dicha condicion, resulta:

Q

p =5 (200, 200~x <0'6 [ ;
X<o=75 (% .075X.(@5) % £0'6 0 inf umable

=07 oy

vre), como "X" es la suma de un elevado
ndientes, todas con la misma distribucion
1a y la misma varianza, podemos aproximar la
" mediante la normal con media y varianza las

0'75=150 y V(X) =200.0'75.(1 —0'75) =37'5,
PpyVX)=npd-p).

Gracias a Lindeberg-Levy (VCI%C/)
numero de variables aleatotiag i
de probabilidad, con la mism
distribucién de probabilidad
de "X", que son E(X

pues st X =B(n;p) es E(

Por tanto: \%

o) OP| N(150;+/375) ot 0'5|=0'6 0

orreccién por continuidad: como la probabilidad del suceso
debe sumarse, al trabajar con la normal consideramos
1

a fimasa de probabilidad que hay a la izquierda del punto ¢ + 0'5

O P| N(0; C+O'5—_150j:()'6D
[voss ==

~37'5



FONEMATO 1.7.4

La probabilidad de que un estudiante se chupe el dedo hasta el codo es 0'7. Ob-
servados 300 estudiantes, determinese la probabilidad de que entre 230 y 250
contesten afirmativamente.

SOLUCION

Llamando "éxito" al suceso de chuparse el dedo, si P(éxito) =0'7, la variable X;
que expresa el aleatorio nimero de "éxitos" (0 6 1) con el i-ésimo estudiante tiene

distribuciéon de Bernouilli de parametro 07, y la variable X =

que expresa el aleatorio numero de "éxitos" en 300 estudiante
B(300;0'7), supuesto que Xj,...., X3 son independient
cuantia de "X" es:

P(X = x) = (320).0'7X.(1 —07)300-x |y = @k’ 300

34)
Es: P(230 < X <250) = Xi%;(i(zo), 33\}07)300—)(

Como nos desagrada hacer sumas petardas, @os a Lindeberg-Levy (vet-

sion Moivre): siendo "X" la suma de un elev umero de variables aleatorias

independientes, todas con la misma distrib@ de probabilidad, con la misma
media y la misma varianza, podemos a a distribucion de probabilidad de
"X" mediante la normal con media y vagi as de "X", que son:

E(X); 300.0'7 =210 ; ;300.0’7.(1 —0'7) =63
X =B(n;p) U E@, pyVEF np* p)

Por tanto:

4
P(230 <X <25W 230'5< N(210;+/63)< 249'5 | =
—— ——

f $

Correccion pom' uidad: como la probabilidad de los sucesos

X =230 y% no debe sumarse, al trabajar con la normal
consideramos de probabilidad que en el intervalo (230'5;249'5)

30'5 =210 £ (g, 1) < 2495 = 210) -

V63 V63

FONE 1.7.5
La duraciéon (en horas) de un tipo de fusible tiene distribucion N(2000;200). Los

tusibles se empaquetan en lotes de 10, y se considera que un lote es defectuoso si
contiene dos o mas fusibles que duran menos de 1790 horas. Determinese la
probabilidad de rechazar un embarque de 1000 lotes si se acepta cuando contiene
menos de 150 lotes defectuosos.

SOLUCION




Llamando "éxito" al suceso de que un fusible dure menos de 1790 horas, es:

P(éxito) = P(N(2000;200) <1790) =P(N(0;1) <%) = 01469
Asi, la variable X, que expresa el aleatorio numero de "éxitos" (0 6 1) con el i-
ésimo fusible tiene distribucion de Bernouilli de parametro 0'1469; en conse-
cuencia, la variable X =Xy +.... + Xy que expresa el aleatorio nimero de "éxi-
tos" en un lote de 10 fusibles tiene distribuciéon B(10;0'1469), supuesto que

X1, ... ,Xq0 son independientes. La funcion de cuantia de "X" egs
P(X = x) = (lf).0'1469x.(1 —01469)10-x% | x =0, 1310

Siendo "A" el suceso de que un lote sea defectuoso, es:
P(A)=P(X22)=1-P(X =0) -P(X =1) =i, =0'1238

Llamando ahora "éxito" al suceso de que un lote séadefectuoso (ocurre "A"), si
P(éxito) = 0'1238, la variable Z) que expresa el aleatogio’nimero de "éxitos" (0 6
1) con el k-ésimo lote tiene distribucion de Berneuillivde parametro 0'1238, y la
variable Z =74 +.... +Zj900 que expresa el aléagorio numero de "éxitos" en
1000 lotes tiene distribucion B(1000;0'1238),%supuesto que Zq, .... ,Ziggp son

independientes. La funcién de cuantia de "Z" [es;
P(Z=2)= (10200).0'12382.(1 ~0M238)1000~2 =01, ... 1000

Siendo "B" el suceso de rechazar el embardue, es:

= 'S (1000 .
P(B)=1-P(B) =1 -P(Z <1001 ( , ).0'12382.(1 —0'1238)1000~z
z=0
Como nos desagrada hacer¥smmas”petardas, recurrimos a Lindeberg-Levy (ver-
sion Moivre): siendo "Z" la suma de un elevado numero de variables aleatorias
independientes, todas consla Misma distribuciéon de probabilidad, con la misma
media y la misma varianzajpodemos aproximar la distribucion de probabilidad de
"Z" mediante la normal.¢oft media y varianza las de "Z", que son:

E(X) =1000.04238¢=123'8 ; V(X);1000.0'1238.(1 —0"1238) =108'47
—(®&B(0:p)0 EQS npyVEF apE p)

Por tanto:

RB)=1-P(Z <150) 01— P| N(123'8;+/108'47)< 149'5 | =

f

Correccion por continuidad: como la probabilidad de suceso

Z =150 no debe sumarse, al trabajar con la normal
consideramos la masa de probabilidad a la izquierda de 149'5

— 149'5 -123'8 | _
=1-P| NO;1) <——F—|=....
( O ~108'47 )




	Tema 1 - SUCESIONES DE VARIABLES ALEATORIAS
	1.1 - Introducción
	1.2 - Sucesión de variables aleatorias
	1.3 - Convergencia de una sucesión de variables aleatorias
	1.4 - Teorema de Bernouilli
	1.5 - Teorema central del límite
	1.6 - Teorema de Lineberg- Levy
	1.7 - Teorema de Moivre

	web



