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2.1 MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

Siendo "X" una variable aleatoria unidimensional (discreta o continua), se llama

poblacion de "X" al conjunto de individuos (ya sean petrsonas, animales,
plantaciones de patatas, etc.) en los que esta definida la variable aleatoria "X". Se
llama muestra de tamafno "n" a todo conjunto de "n" obsetrvaciones de la
variable "X", y se llama muestreo al procedimiento mediante el que obtene-
mos una muestra de la poblacion. Asociada al muestreo de tamafio "n" de la va-

riable "X" hay una variable aleatoria n-dimensional (Xy;.... ;X)) xpresa los
resultados que pueden presentarse al seleccionar una muestra d fio "n"; de
ella diremos que es la variable muestral. De las vatiabl idimensionales
X1,.... , X, diremos que son las variables componente strales.

Por ejemplo, si "X" expresa el aleatorio peso de los ciudadagos y tomamos una
muestra tamafo 3, la variable muestral (X{;X,;X3) ¢ imensional, expresan-

(1=1,2,3). Asi, si la
las variables X1, X, y

do Xj el aleatorio peso del i-ésimo ciudadano sele

muestra seleccionada es la (60;76;90), resulta obv§

X3 se han concretado respectivamente en los 60, 76 y 90.

Como la seleccion de las muestras tiene como studio de las propiedades de

la poblacién, conviene que la muestra selecei sea representativa de ésta. El

muestreo aleatorio simple se apo 0s siguientes supuestos:

1) La muestra se obtiene al azar, de mo e todos los individuos de la pobla-
cioén tienen la misma probabilidad d seleccionados, y las sucesivas eleccio-

nes de los "n" individuos que forr@ muestra son independientes.
2) La distribucién de probabﬂidadﬁ‘ se altera debido al muestreo.

3) Las variables componentes

nen la misma distribuci6 abilidad que la variable "X". Por tanto, la
funcién de cuantia/ de@ la variable muestral es el producto de las res-

es X{q,.... , Xy son independientes y tie-

pectivas funciones de cu densidad de las variables X1, .... ,X,.

2.2 ESTADISTICO

Llamaremos esta%&o a cualquier funcion real de la variable muestral

(X153 X5) qu

ez sea una variable aleatoria.

Nada de asustarse: un estadistico "T" es una va-
riable aleatoria unidimensional corriente y moliente cu-
yo valor depende de los valores que tomen las variables X1, .... ,X,; por

tanto, para el estadistico "T" nos plantearemos las historias de siempre:
¢cuales son las funciones de distribucion, generatriz de momentos y de
cuantia/densidad de "T"?, scuanto valen E(T) y V(T)?, ¢cudl es la probabi-

\ lidad del suceso T =t?, ¢cual es la probabilidad del suceso a <T <b?




2.3 ESTADISTICOS FAMOSOS
Momentos muestrales respecto al origen

El estadistico llamado momento muestral de orden "k" respecto al
origen se denota ay, siendo:

akzlixk k=0,1,2, ...
ni:1 1’ bl |

El mas famoso es el de primer orden, que llamaremos media &tral y de-

notaremos X: 0
n
2 <O

1=1 S
Momentos muestrales centralesé

El estadistico llamado momento muestral. al de orden "k" se
denota my, siendo: \

il
B =

El estadistico c&arianza muestral se denota SZ, siendo:
1

n —
@ S¢=——7- 2 (X{=X)?
=

Obviamente, es S2 = n111.82 y S2 ZHT_l.S%.

Recuerda que para toda variable "X" es V(X) = E(X2) — (E(X))2. Pues bien, esa

misma relacién hay entre la varianza muestral (S2), el momento muestral de or-

den 2 respecto al origen (a5 )y la media muestral (X); o sea: S2 =a, — X2



Caso bidimensional §Q’

Si de una variable aleatoria bidimensional (X;Y) s "n"

a muestra de tamafio
(imagina que "X" expresa la aleatoria altura dé dadanos e "Y" su aleatorio
peso), la variable muestral sera (X1,Y1) (X2 23 (Xy ; asi:

¢ [.as medias muestrales son:

za muestral, que se denota Sy, es:

lLa COV@I

1
S11 = myy =

(X; = X).(Y, Y)—l[zX Y)—X?

i=1

JLMD

n.n

El coeficiente de correlacion muestral, que se denota "t", es

Sy
815,



FONEMATO 2.3.1

Se toma m.a.s de tamafo 2 de una poblacién "X" cuya funcién de cuantia es

X | 0 1 2 3
P(X=x)[1/8 3/8 3/8 1/8

Determinese la distribucion de probabilidad de los siguientes estadisticos:

DTy =X ;2) T, =Xy +Xp 5 3) T3 =52 ; 4) Ty =82

5) T5 :X1 _X2 ; 6) T2 :Z.Xl _X2 ; T7 :méx.(X1'
SOLUCION

Las variables muestrales X y X, son independientes y tien@al distribucion
de probabilidad que la poblacion "X":
X1 |0 1 2 3 X) | 41 2 3
P(X;=xq) |1/8 3/8 3/8 1/8° P(X; =x3) 3/8 3/8 1/8

La funcién de cuantia de la variable bidimensionak X)) es:

P(X; =x13Xp =x3) £ x 2 =xp) U

O 1 3/64 9/64
2 3/6@64 9/64 3/64
3 1 3/64 3/64 1/64

La siguiente tabla recoge toda h'x] acién necesaria para determinar la distri-
bucién de probabilidad de c%d% {stico:

(x15%2) | P(Xq =xq; ) | Ty | To | Ts | Ty | Ts | Tg | T;
0;0) 1 000 ]o0]o|o0]oO
0;1) 05 1 1025]05 | -1]-1]1
(0;2) 121 ]|2]|=2]=2]2
(0;3) 64 151 3 |[225 (45| -3| 3| 3
1;0) /64 051 1 [025]05| 1 2 1
(1;1) 9/64 1 2 0 0 1 1
1;2) 9/64 151 3 025105 -1 0 2
1; 3/64 2 4 1 2 2 111 3
(2 3/64 1 2 1 2 2 4 2
(2; 9/64 151 3 [025]05 | 1 3 2
(2;2) 9/64 2 4 0 0 0 2 2
(2;3) 3/64 251 5 (025105 | -1 1 3
(3;0) 1/64 151 3 | 225145 3 6 3
3D 3/64 2041 |2]2]|5]3
(3;2) 3/64 251 5 (025105 | 1 4 3
(3;3) 1/64 3 6 0 0 0 3 3




1)
2)

3)

4)

5)
0)
7)

1)

Veamos como se ha calculado el valor que toma cada estadistico en una mues-
tra concreta; por ejemplo, en la muestra (2;3):

T, =X =(X; +X,)/2 0 Ti(2;3F (& 3)/z 25
T2 =X1 +X2 O TZ(Z,S?  F 5

T3 =82 =05 (X =X = (%) —X)? +(Xp X)?) O

0 T5(2;3 %.((2 25)% (3 25)2% 0'25&

2 _ _
T, =52 =ﬁ-i§1 (X;=X)2 =(X; =X)2 +(0G X2 O
0 T,2:3 @ 25% (3 2'5)&&’

Ts =X =X, O Ts(2;3 \@’1
®

T6 =2.X1 _X2 ] T6(2’$

T7 = max.(X;X,) T7(2;QX.(2;39? 3

Lo mismo que con el punto (2;3) se hace con los restantes 15 puntos que

N [—
T M

forman la distribucién de masa de probabilidad asociada a la variable
muestral (X1;X5) que expresa los resultados que pueden presentarse

al tomar m.a.s. de tamafio 2 de la poblacion "X"

L 4 —
La distribucién de probabi estadistico T} =X es:

4
t |0 115 2 25 3
P(Ty =0)|1/ 4 15/64 20/64 15/64 6/64 1/64

Veamos cémo hemo ido que P(Ty =2) =15/64: la probabilidad del su-

ceso Ty =2 lao s sumando las masas de probabilidad correspondien-

tes a las muestra

;(2;2) y (3;1) en que T; toma el valor 2:

P(Ty =2)= =1;X, :3) +P(Xl =2;X, :2) +P(X1 =3;X, :1) —
=3 + 2 +i 15
64 64 064 064

De for ilar se hace para los restantes valores que puede tomar Tj.

Es:
E(T)) = E(%.(Xl +X,)) =%.(E(X1) +E(X2));%.(1'5 +1'5) =15

E(X)=EX)=0.= +1.2 +2.2 +3.= = =




V(Ty) = V( (X; +Xp)) =1 (V(Xl)+V(XZ))$ (075 +0'75) =

V(X;) = V(X) =E(X?2) —(E(X))? +=3 —1'52 =0'75, Oi= 1,2

2y=02 141234923 4521 =
E(X2)=02.0 +12.2 422,20 +32. =3

2) La distribucién de probabilidad del estadistico Ty, =Xy + X2 es:

t o 1 2 3
P(T, =t)|1/64 6/64 15/64 20/64 15/64 6/64

Veamos cémo hemos obtenido que P(T, =5) =6/64: @blhdad del su-

ceso Tp =5 la obtenemos sumando las masas de pr dad correspon-

dientes a las muestras (2;3) y (3;2) en que T, toma e

. c2x, =9) 4 % 6
P(T, =5) =P(Xy =2;X, =3) +P(X 3\ = 64 64
6
r

De forma similar se hace para los restantes v lo e puede tomar T).

E(T,) = E(2.Ty) =2. E 2.15 =3

(Ty) :4% =15

3) La distribucién de probab1hdad d:.(@dlsmo T3 =82 es:

0'25 2'25
P(T3 64 30/64 12/64 2/64
Veamos cémo hemos obt que P(T3 =1)=12/64: la probabilidad del su-
ceso T3 =1 la obtene ando las masas de probabilidad correspondien-
tes a las muestras (O ;3), (2;0) v (3;1) en que T3 toma el valor 1:
(T P (X1 =0;X, =2) +P(Xy =1;X, =3) +

=3 .3 .3 .3 _12
=2 = =1) =2 +2 +2 2 =<
0) FR(Xy =3:X0 =) =5 *or Yor Yor o

De forma sn@ hace para los restantes valores que puede tomar Tj.

V(T,)= V(2. Ty

=

E(T3) 0.20 402530 4112 4op5 2 24

64 64 64 64 64
V(T3) = E(T3) - (E(T3))? ;ﬁj -2 =2

(T5) =07 64 0257, 64 64 25 64 o4




4) La distribucién de probabilidad del estadistico T, =S2 es:

t | 0 0'5 2 4'5
P(Ty =t)|20/64 30/64 12/64 2/64

Veamos como hemos obtenido que P(T4 =2) =12/64: la probabilidad del su-
ceso T4 =2 la obtenemos sumando las masas de probabilidad correspon-
dientes a las muestras (0;2), (1;3), (2;0) y (3;1) en que T4 toma el valor 2:

P(Ty =2) =P(X; =0;X, =2) +P(X; =1;X, =3
+P(Xy =2;X, =0) +P(X; =3;X, =1) 634 +% 43 :é_i

De forma similar se hace para los restantes valores que pu ar Ty.

Para una muestra aleatoria simple de tamafio "n" es S2 2/(n =1); asf, si

n=2, es Ty =S2 =2.82 =2.T5. En consecuencia: ¢

E(T,) = E(2.T3) =2.E(T;) =2.

48/64

V(T4)=V(2.T3) =4.V(T3) =4s =60/64
5) La distribucién de probabilidad del estadisti% 1 — X, es:
t | =3 =2 - 1 2 3

P(Ts =t)|1/64 6/64 15/64

Veamos cémo hemos obtenido qu

15/64 6/64 1/64
—2) =6/64: la probabilidad del

suceso Ty = —2 la obtenemos suma masas de probabilidad correspon-

dientes a las muestras (0;2) y (1;3 e Ts toma el valor =2:

_3 .3 _6
==\ = =0: — + = = +— =
P(Ts; = 2) =P(X, O,’X P(X; =1;X, =3) = =7 Y T

De forma similar se hace Pa@estantes valores que puede tomar Ts.
Es:
E(Ts5 1~ Xp) FE(Xq) ~E(X7) =0
pues E(Xy) = E(X3)
V(Xy = Xp) FV(Xq) +V(Xp) =15

(b V(X)) =V(X)= 0'75, OF 1,2

0) La distribucig robabilidad del estadistico Ty =2.Xy =X, es:
/A | 1 2 3 4 5 6
P(T6 64 3/64 6/64 10/64 12/64 12/64 10/64 6/64 3/64 1/64

Veamos como hemos obtenido que P(Ty = —1) =6/64: la probabilidad del su-
ceso Ty =—1 la obtenemos sumando las masas de probabilidad correspon-
dientes a las muestras (0;1) y (1;3) en que Ty toma el valor —1:

P(Ty =-2) :P( =0;X» —1) +P(X1 =1;X, —3) 634 % _664

De forma similar se hace para los restantes valores que puede tomar T.



E(Ty) =EQ2.X; —X,) =2.E(Xy) “E(X;) =2.15 =15 =15
E(X;)=E(X,) =15
V(T) =V(2.X] —X,) =4.V(Xy) +V(X,) =375
V(X)) =V(X) =075 OF 1,2

7) La distribucion de probabilidad del estadistico T7 = max.(X1;X,) es:

t 0 1 2 3
P(T7 =t)|1/64 15/64 33/64 15/64
Veamos como hemos obtenido que P(T7 =1) =15/64: la Qbilidad del su-

ceso T7 =1 la obtenemos sumando las masas de probabilidad correspondien-
tes a las muestras (0;1), (1;0) y (1;1) en que T toma elval6r 1:
P(T7 =1) =P(X; =0;X, =1) +P(X;4 :1;X2@ X1 X, =) =
=T e
De forma similar se hace para los restantes \%ue puede tomar T5.
Es:

o1 .15 15 _126
=0.— +
E7) =000 164 364 T6a
_ _ _282 _126.,
V(T7) = E(T2) * 1 Cep)
2 =02 L+ +22 33 + 2 15 282
BT =076 64 0 T

iQue quede claro!

Siendo discreta la poblacion "X", con muestra de tamaino
2, para calcular la funcion de cuantia del estadistico
"Pepe" calculamos el valor que toma "Pepe" en cada

punto de la distribucion bidimensional discreta asociada

a la variable muestral (X;;X,); y después obramos en

\ consecuencia.




FONEMATO 2.3.2

Sea "X" una poblacién continua de la que se toma m.a.s de tamafio "n".

1) Determinese la distribucién del minimo valor muestral "Z".

2) Determinese la distribucién del maximo valor muestral "Y".

3) Determinese la distribucién de recorrido muestral R =Y —Z.

4) Apliquese al caso n =3 sila densidad de "X" es f(x)=2.x, x UJ[0;1].
5) En las condiciones de 4), determinense las siguientes probabilidades

P(Y £01) ; P(Y >09) ; P(Z<0') ; P(Z>0) ; P(R&
SOLUCION

Siendo "f" y "F" las respectivas funciones de densidad y dd disgribucion de "X",
sea (X1;....;X,,) la variable muestral que expresa los res& s que pueden pre-

sentarse al tomar m.a.s de tamafo "n"; o son independien-

; por tanto, X1
tes y tienen igual distribucién de probabilidad que 1 mén "X".

1) Siendo Z=min.(Xy;....;X,), su funcién de di ciéon F/ es:

Fy(z) = P(Z < z) = P(min. (X, ¥X ;) £7) =
=1 —P(min.(X1; w3 X ) >z) = 1 225X, >z) =

pues X1, .... ,X% pendientes
=1-[] P(X; %T ~(1 =F(z))"

i=1
P(X, >7) =P( =1 -F(z), 0= 1,2,....,n

‘& bilidad de "Z", es:

n—-1 dF(z
r(o)! L0 <

* Siendo fr(z) la densidad fl

dF
fon) =T <

n(1 -F2)" " ()

E, —(1=F(2)" dF(z)/dz =f(z)

* También podemo lar la densidad fi/(z) de "Z" asi:
+00 n-1
P(z<Z< =f,(z).dz =n . f(z).d ( f(x).dx) []
fff ﬁ -[z+dz f
] [

IZI pel" de "minimo valor muestral" puede hacerlo cualquiera de
" "

r‘

las variables componentes muestrales.
m Probabilidad de que una de las variables componentes muestrales

tome un valor en el intervalo (z;z +dz).

Probabilidad de las restantes n —1 variables componentes muestrales
tomen valores mayores que z + dz.




o n—1 -
O £, (5 n.f(z).(j; f(x).dx) ;n.(l—F(Z)) Lt

[7°£().dx =1-F()

dividimos los dos miembros por "dz", y consideramos que,

wan . L. +o00 __ (oo
por ser "dz" un infinitésimo, es JZ+ & f(x).dx = _[Z f(x).dx

2) Siendo Y = max.(Xy; .... ;X ), su funcién de distribucion

Fy (y) = P(Y <y) = P(mix.(Xy; ... ;X,) s@

pues X1, .... ,X,, son indpendientes

n
=P(X; Sy;. 35X, Sy) = _|‘| P(X;

PXjsy)=PX=sy)= F(Y)

* Siendo fy (y) la densidad de probabilidad de

£y (y) = SY ) Y(y>_ . (E(y)"” I@T: (Fy)" £ (y)

Fy <y> (F(3)) g (y)/dy =£(y)
* También podemos calcular la den fY (y) de "Y" ast:
n-—1
P(y<Y <y +dy) =ty n AE(y).dy,. Jym f(X).dX) U
o~ f

b

IZI El "papel" de '@o valor muestral" puede hacerlo cualquiera de
p

las "n" varia onentes muestrales.
. Probablhd que una de las variables componentes muestrales

tome un n el intervalo (y;y +dy).

- Proba &de las restantes n —1 variables componentes muestrales
e

tom res menores que "y".

n—1 _
‘n“fma 2 f0) ([, £ ) $n.(F<y>)“ L)

es |1 f(x).dx =F(y)

' Dividimos los dos miembros por "dy"




3) Para determinar la distribucién de probabilidad de R =Y —Z debemos calcu-
lar previamente la densidad g(z;y) de la variable bidimensional (Z;Y); es:

P(z<Z<z+dz;y <Y <y +dy) =g(z;y).dz.dy =

n—2
(n 1) f(z) dz f(y).dy,. j f(x). dx O

a i
IZl El "papel" de "minimo valor muestral" puede hacer@uiera de

las "n" variables componentes muestrales, y el "pﬁ e "maximo
Valor muestral" puede hacerlo cualquiera de las es n—1 va-
riables componentes muestrales,; por tanto, el n o de pares dis-
tintos (minimo;maximo) en que pueden cow@se las "n" obset-

vaciones muestrales es n.(n —1).
Probabilidad de que una de las Varia@ponentes muestrales

tome un valor en el intervalo (z;z+d

Probabilidad de que otra de las v@ componentes muestrales
tome un valor en el intervalo (y y @

EI Probabilidad de las restantes riables componentes muestra-
les tomen valores en el inte dz;y +dy). Como "dz" y "dy"
son infinitésimos, desprec1 o) influencia y consideramos el in-

tervalo (z;y).

% —
g e @@@ [} 0005 :

dividim®, os miembros por "dz.dy"

* Haciendo el cambio d@les {R E;Z_ Z} O {Y E ; _?_ R} , el jacobiano es:
\q 0z/0s 0z/0r

dy/0s Ody/0r
abilidad h(s;r) de la variable (S;R) es:

11

‘1 0‘1

La densidad

n—2
@: (s; +1).J| =n.(n —1).£(s).£(s +1). (j f(x). dx)
La densi e probabilidad fg (r) del recorrido muestral "R" es:

fr ()= j ~ h(s;r).ds
4) Si la densidad de "X" es f(x)=2.x, x U[0;1], entonces:

F(x)=P(X £x) =] 2.x.dx =x2



* Para n=3, siendo Z=min.(X;X,;X3)eY =max.(X;X,;X3), sus res-
pectivas funciones de densidad de probabilidad son:

£,(2)=3.(1-F(2) " £(z) =6.2.(1 —22), z 0:1]

- 3-1 -
fy (n=3(Fy)"£(y) =652, y 0o:1]
* La densidad de probabilidad g(z;y) de la variable (Z;Y) es:

y 3-2
g(z:y) = 3.0 = 1).£().£(y). (J (x). dx &

=6.(22).(2.y).[ 2.x.dx =24.2.y.(y2 =22), sien 2

* Haciendo el cambio de variables {R E;Z_ Z} U {Y Q%}, cuyo jacobiano
es 1, la densidad de probabilidad h(s;r) de la varf R) es:
h(s,r) = g(s;s +1).| ]| =24.s.(s +r '@& 12 —s2) =

en g(z;y) sustituimos z" por ! y" por"s+ 1"

{ 0<s<1
0<r<1-s

=24.5.1.(s +r1).(2s +1),

)

i{OSZSl} { 0<s<1 }E]{ 0<s<l1 }
Mzsy<1f Yy = s+r<l 0<r<1-s
* Densidad de probabilidad f;

frR(r)= J.:_:$®;r).ds =

s=1-r

= =0 24.5.1: (25 +r)ds=.... =
%rz) r [J0;1]
5) Siendo F/(z) = l%— F(z) y By (y) = (F(y)?, si F(x)=x2y n=3,es:

F7(z)=1=(1=2%) 5 Fy(y) =y°

Por tanto:
@S 0')= Fy (0"1)= 010

OP(Y> 0'9)= 1- P(Y< 0'9)= 1— FEy (0'9)=1-0'96
OP(Z< 0')= E,(0')= 1- (1- 0'12)3
OP(Z> 0'9)= 1= P(Z<S 0'9)= 1= F£(0'9)=1- (1= (1-0'92)3)

recorrido "R":

OPRS 05)= [ fr(0).dr= [)° 12.0.00= r2).dr= ...



FONEMATO 2.3.3

De una poblacién X =N(0;0) se toma m.a.s de tamafio 2. Demuéstrese que los
estadisticos "Z" y "I" son incorrelados, siendo:

(X1 +X,) ; T=X? +X3
SOLUCION
Sea (X{;X5,) la variable muestral que expresa los resultados q e&wn presen-

tarse al tomar m.a.s de tamafio 2; por tanto, Xq y X, son indep tes y tienen
distribucién N(0;0), como la poblaciéon "X".

Para demostrar que los estadisticos "Z" y "T" son incorrel ebemos demos-
trar que su covarianza es nula. N
COV.(Z;T)=E(Z.T) - E(Z).E( g
UE(Z)= ( (Xqt Xz) =5 E(Xl)"‘ =5 (0"‘ 0)=0
OE(Z.T)= E (X1+ X, 1% ¥ X3))=
=1E(X3+X X2+ +X3) =
2 1- 2 2
=2 (Bexd) +E<X1.X X2> +E(X3)) h
pues las variables aleato 1y X, son independientes

=2 (B +EXy, +E(X]).E(Xp) +E(X3)) =0

como en la distribu ;0) son nulos todos los momentos de

, es B(X3) = B(X;) =E(X;) =E(X3) =0

orden impar respecto

FONEMATO 2.@

1) En el muestreo o simple de tamafio 5 de una poblacién exponencial de
parametro "a", inese la distribucion del recorrido muestral.

2) Calctlese la ilidad de que el recorrido muestral sea mayor que 1.

SOLUCIC
1) Sea X (a) v (Xy;....;X5) la variable muestral que expresa los resulta-

dos que pueden presentarse al tomar m.a.s. de tamafio 5; por tanto,
X1, ... , X5 son independientes y tienen distribucién Exp.(a), como la pobla-

cion "X".
Si Z=min.(Xq;....;X,) e Y =miax.(Xy;....; X)), el recorrido muestral "R"

es R=Y —Z, y para determinar la distribucién de probabilidad de "R" debe-
mos calcular antes la densidad g(z;y) de la variable bidimensional (Z;Y).



Siendo "f" la funcién de densidad de probabilidad de la poblaci

on "X" es:

P(2<Z<z+dz;y <Y <y +dy) =g(z;y).dz.dy =

5-2

=5.(5 = 1), 4f (2).dz,. £(y).dy...| [T £(x).dx 0
355~ D)7y ) y@z (x)x)

TR T SR

IZl El "papel" de "minimo valor muestral" puede hacerlo
las 5 variables componentes muestrales, y el "pap
valor muestral" puede hacetlo cualquiera de las r
riables componentes muestrales,; por tanto, el nd
tintos (minimo;maximo) en que pueden concr

tome un valor en el intervalo (z;z + dz%

Probabilidad de que otra de las varia
tome un valor en el intervalo (y;y

les tomen valores en el interval

tervalo (z;y).

las "n" obser-

vaciones muestrales es 5.(5 —1). S
EI Probabilidad de que una de las variables nentes muestrales
mponentes muestrales

EI Probabilidad de las restantes 5 — 2@2 les componentes muestra-
z;y +dy). Como "dz" y "dy"
son infinitésimos, despreci nfluencia y consideramos el in-

dividimos los d@@bros por "dz.dy"

O o(z; 9 .f@.(jzy f(x).dx)3 %

siendo X i(a), es f(x)=a.e™2X x>0

U gz

< ;
@a.e_a'z).(a.e_a~Y).(—(e‘a-X)Z) =
&.e_a-@ﬂ’).(e Az —¢ _a-Y)3, siendo 0<z<y
. Hacienmbio de variables

PR LR e

0z/0s 0z/0r
dy/0s 0y/0r

el jacobiano es:

J:

11

_‘1 0‘:1

e 2.z ).(a. e_a-Y).(J.Zy ae aXdx | =




La densidad de probabilidad h(s;r) de la variable (S;R) es:

h(s;t) = g(s;s +1).| ]‘;20.212.6_3-(5*‘5"'0.(6 s —e (s "'f))3 =

en g(z;y) sustituimos "z" por "s" e "y" por "s+ "

3
=20.32.e_a~f.e_5'a'5_(1 —e—a.r) . siendo {i;g

. Jz>0 Z=s s>0 s>0
. {zSy}y{yZS +r}|:| {sSs+r}D {rZ
* La densidad de probabilidad fg (r) del recorrido muestra!@

fR()= [T h(sin).ds = [ h(s;r).ds = \~

e d.as m

s=+oo0

=20.a2.e7ar (1 —emar ) |

s=0
Ss::O+oo e—S.a.S_ds=;—a, SS::JOO e—S.a.s.d<5. r
=4.a.e_a'f.(1—e_a~f)3- ﬂ)
2) Es: PR >1)=[" f (1).dr aemar (1 —emar ) dr =
=((1 —e_a-r§=l (1 —e-a)4
FONEMATO 2.3.5 . Q

Sea "X" una poblacion CO‘I \e la que se toma m.a.s de tamafio impar

2.n+1.

1) Determinese la distrib ¢ la mediana muestral "M".

2) Particularicese en el ¢ =2 sila densidad de "X" es f(x)=2.x, x LJ]0;1].
3) En las condiciones calculense la media y la varianza de "M".

SOLUCION \

Si de una poblacién continua "X" se toma m.a.s de tamafio 9 (impar) y se
obtiene la (13;16;9;7;18,6;8;5,3), ordenando de menor a mayor los valores

observados, resulta:

13<5<6<7|<8<|9 <13 <16 <I8 |

Por tanto, en esa muestra la aleatoria mediana muestral "M" se concreta en el
numero 8, que es la observacion inferior a la mitad de las restantes
\ observaciones y superior a la otra mitad.




,. {Animol! .... después de éste, con la
mediana como estrella, viene la dife-
rencia entre el sexto menor valor
muestral y el tercer menor valor
muestral, que te cargara las pilas

Me temo que
la mediana
me va a
doler mucho

1) Siendo fy; la funcién de densidad de probabilidad de "M", es:
fyf(m).dm =P(m <M <m +dm) =

?%-Ui f(X).dx)n.(f(m).dm).( j;f . f(x).dx)n O

En el experimento consistente en observar una vez elpvaler que toma la va-
riable "X", por fuerza ha de ocurrir alguno de los siguiéntes sucesos:

[JA 1= la variable "X" toma un valor no gsupetiefa "m"
[JA,= la variable "X" toma un valor ef’el ifitgrvalo (m;m + dm)
[JA 3= la variable "X" toma un valoread fadctior a "m + dm"

Siendo "f" la funcién de densidad de "X", s:
m +o00
P(A1)=["0 f(x).dx 5 P(Ap) =f(nd) diw 5 P(A3) =] £(x).dx

Si el experimento se repite 2.n +1 Veges,la mediana muestral "M" toma un

valor en el intervalo (m;m + dm) §0leyst el suceso Ay ocurre "n" veces, el

suceso A, ocurre una vez y el gligeso Ay ocurre "n" veces .... y la proba-
bilidad de tal contingencia es:

PRSP )" P(A ) (P(A )"

n;1;
f

La probabilidad de'guc*ocurra
Ay, A, A A A A, LA
N ——

MM veces una "n" veces
vezZ
es (P(AM)RP(A,).(P(A3))", y debe multiplicarse por PR25H!,

que es“ehntmero de permutaciones con repeticion (alineaciones)
qu€_pueden formarse con Ay,A, y A3 de modo que Aqy Az es-

tén presentes "'n" veces y A, una vez, siendo:

pp2ntl = 20+ D!

oo p11lnl

? fyr (055 %Oi f(x).dx)n.f(m).(j;“ f(x).dx)n

dividimos por "dm" y pasamos del "dm" de la dltima integral




2) Si n=2 yladensidad de "X" es f(x)=2.x, x U[0;1], la densidad de "M" es:

i (m) = 2!.?1!.2!'020 f(X>'dX)2-f<m>-0;m f(X>-dX)2 =

= 30.0;1 2.x.dx)2.(2.m).(jr1n 2.X.dx)2 = . =60.m5.(1 =m2)2, m [00:1]
! f(x)=2.x, x 0]0;1]

2) Es: &
’ EM) = [ m.fp (m).dm =j(l) 60.mO.(1 —mz@ =

m=+u 0 dE du/(2/u)

los limites de integraciéon no cam

r7/2.re . 3001/ _30.7(3) 160
F13/2)  (11/2).09/2).@72)T (7/2) ~ (11/2).(9/2).(7/2) ~ 231

= 30.

: - 1 _ 160
VO = EOIRO0)? £ ()
@

S .dmijé 60.m7.(1 —m2)2.dm =
O dg du/(2./u)

ites de integracion no cambian

EM2)=["" m

los

1 1

=60.] 1—11)2.2.‘?1—“\/E =30.f, u3.(1 ~u)2.du =

r4).r3 . 312
NG =7

B(4;3) = 30.

_1
2

FONEMAT

Si se tom de tamafio 9 de una poblaciéon "X" con distribucién uniforme en

el interva ), determinese la distribucién de probabilidad de la diferencia

entre el sexto menor valor muestral y el tercer menor valor muestral.

SOLUCION

Siendo "S" el sexto menor valor muestral y "T" el tercer menor valor muestral,

sea Z=8 =T su diferencia. Para determinar la distribucion de probabilidad de la
variable aleatoria Z =8 —T debemos calcular previamente la funciéon de

densidad de probabilidad g(t;s) de la variable bidimensional (T';S); es:



P(t<T <t +dt;s <S <s +ds) =g(t;s).dt.ds =

? 21.11.311.11.31'(P<A1>)2-P<A2>-(P(A3))2-P(A4>-(P<A5>)3 =

En el experimento consistente en observar una vez el valor que toma la va-
riable "X", por fuerza ha de ocurrir alguno de los siguientes sucesos:

UA¢= la variable "X" toma un valor no supetior a "t"

LA, = la variable "X" toma un valor en el intervalo (t;gekdt)

LA 3= la variable "X" toma un valor en el intervalo [t dg;s]

LA 4= lavariable "X" toma un valor en el intervalgf8ys + ds)

UA 5= la variable "X" toma un valor no inferior an''s®ds"

» X

t J L t+dt S J L sids

Si el experimento se repite 9 veces, el tercer mefior ¥alor muestral "T" to-
ma un valor en el intervalo (t;t +dt) y el sextoumenor valor muestral toma

un valor en el intervalo (s;s +ds) solo siselfstigeso Ay ocurre 2 veces, el
suceso Ay ocurre 1 vez, el suceso A g ocuffe 2Weces, el suceso A4 ocurre

1 vez y el suceso Ag ocurre 3 veces.

2 veces 1 vez 2 veees 1 vez 3 veces

» X

t = t t¥dt}v s _4 il s+ds
La probabilidad de tal contthgcheia es:
2 ) 3
PR3 1515 (PLARP(A2).(P(A3))7 . P(Ay).(P(As))

*

La probabilidad,detgue ocurra
AFWA, Ay Ay, A5, Ay, A5, A5, Ax
N N e —

2 veces una 2 veces una 3 veces
vez vez

€S

2 2 3
(P(A1))"P(A)(P(A3))".P(A4)-(P(A5))
y debe multiplicarse por PR3,1,2.1.3, que es el numero de permuta-

ciones con repeticiéon que pueden formarse con Aq,Ay,A3,A4 ¥
A de modo que Ay y Aj estén presentes 2 veces, Ay y Ay es-
tén presentes 1 vez y Az esté presente 3 veces, siendo:

9!

9 -
PR2:1:2:13 = 2111011131




T: 2!.2!!.3!’(t)2'(dt)‘(s =% (ds).(1 ~t)’

Si X =U(0;1), su funcién de densidad es f(x) =1, x [(0;1); por tanto:

P(A)=P(X <) = [ dx =t
P(A,)=P(t <X <t +dt) =f(t).dt =dt
P(A3) =P(t +dt <X <s5) =P(t <X <5) =jts dx =(s —
P(A,)=P(s <X <s +ds) =f(s).ds =ds

P(As5)=P(X 25 +ds) =P(X 25) = dx = @

Por tanto:

siendo .%
0<t<1;0<s<1; t\

Haciendo el cambio de variables {Z\;S:—ST} gy\x; Z}, el jacobiano es:
_|ot/Oow Ot/ -1 —1
)= 0s/0w 1 0|
La densidad de probabilidad h(w;z) (%Ariable (W;2Z) es:

h(w;z —z;w).m;

por "W _ZH y HS" por "W"

en g(t;s) sustitui

)2.(w —(w —z))z.(1 —W)3 =
w—2)%.22.(1 -w)°

siendo: <w=—2z<1;0<w<l;z=20

~

*

f=w — 0<w-z<I1 0<w-2z<1

v Z}D 0<w<1l 07 0<w<l
STV w—zS<w z20

La densida probabilidad f(z) de "Z" (Z=S =T) es:
W
= 1
£,(0)= [ 2 h(wsz).dw =
_ X w=s
S ) ( —2)2 z2.(1 - )3 dw = |
w=z 202013l w VAR w) .dw =.... . |Z 1 >

siendo z [J[0;1).



2.4 LA MEDIA MUESTRAL

Siendo X el estadistico media muestral en el muestreo aleatorio simple de tama-

fio "n" de una poblacién "X" de media M y varianza 02, es:

E(X) =E[% ixl} =%. i E(X,) =%.n.p. =u
i=1 i=1 T

E(X;))=p ,0F 1,2,....n

V(X))=02 \0F 12,....n &

V(X)=V[%.§Xi) %EV(XD ’
i=1 0™ =1

N
— n2. n

—» |1

pues X1,Xo, .... , X, son independiéntes

O sea, el centro de gravedad de la distribucién de K‘mebabﬂidad asociada

al estadistico X coincide con el centro de gravedg istribucion de masa de

probabilidad asociada a "X", pero la variabilidad } expresada por V(X), es
la n-ésima parte de la variabilidad de "X", expreSsada por V(X). Por ejemplo, si

n =100, la varianza de X es la centésima part@a varianza de "X".

En el Tema 3, para expresar que el valor es o del estadistico media muestral
X siempre coincide con el valor espe de la poblacién "X", diremos que
X es un estimador insesgado d%u dia poblacional L.

Funcion generatriz @omentos del
estadistico media tral

" lafgm. de X es D(t) = ((DX(t/n))n;

ﬁ et.xi/n)T

Si Py (t) eslaf.g.m. de la vari

(_‘D(t) = E(eti) = 1+X2 + ... +Xn)/n) :E[
1=1

, X0, ... , X, son independientes

como X1,X o tienen la misma distribucién de probabilidad

es E(et~Xi/n)=E(et~X/n), UE 1,2,....,n

v n X
E(et~Xi/n) Z(E(et~X/n)) ;(CDX(t/n))
‘ : :> 1=1

pues E(ePCPe'X) = O (Pepe)

Por ejemplo, siendo X = G(p;a) es Px (1) =(1-(t/a)) ¥, ylafgm. de X es:

(1) = (O (¢/m) " :((l —L)_pjn =1

a.n a.n

e

que corresponde a una variable con distribuciéon G(p.nja.n).



Funcion de cuantia/densidad del

estadistico media muestral

La determinacién de la funcién de cuantia/densidad de la media muestral X
puede ser cosa facil o menos facil.

* Siel tamafo muestral n" es grande (=30), el teorema Central del Limite nos

permitird aproximar la distribucién de X mediante la normal con media y va-
rianza las de X ; es decir, mediante la N([;G/ \/E)

 Para muchas variables famosas, con indepe ia del ta-
maino muestral, podremos determinar la f de cuan-
tia/densidad del estadistico media mues a través del
estadistico "suma total". x:

Ejemplo 1: si la variable "X" tiene distribucién ouilli de parametro
"p", siendo T=X; +.... +X_, =B(n;p) y X = L +X,)/n =T/n,es:

P(X=x)=P(T/n=x) = %) =

T=B(m;p) 0 P(E & (‘tl).pt.a

- (nnx) prE.(1= P)%

Ejemplo 2: si la variable "X" tiene @)uci()n B(k;p), siendo
T=Xy +... +X, =B(n. m X =(Xy +.... +X,)/n =T/n

- P(X = !@— ) =P(T =n.x) =
X= n=x)= —n.x+—

T =B(n.k;p) U P( ).pt.(l—p)n-k_t,tZO,l,Z, ..... ,n.k

(@ (1= p)nk-nx X:O,l,;,....,k
n’n
Ejemplo 3:5i la "X" tiene distribucion P(0), siendo

g +X, =P(n.0) ; X =(X; +.... +X)/n =T/n
€s:
P(X =x) =P(T/n =x) =P(T =n.x)

h

e—n.0 (n. e)t
t!

=P(n.6)0 P(E &

Ejemplo 4: sila variable "X" tiene distribuciéon G(p), siendo
T=X; +... +X_, =BN(n;p) ; X =(Xy +.... +X)/n =T/n



es: P(X =x)=P(T/n =x) =P(T =n.x) i

t+n-—1
t

T=BN(n;p) 0 P(E &

g g a0l 2o

Ja=p)tpn, £=0,1,2,....

Ejemplo 5: si la variable "X" tiene distribucion BN(k;p), siendo
T=X; +.... +X, =BN(n.k;p) ; X =(Xq +.... +X,)/n_=T/n

es:
P(X =x) =P(T/n =x) =P(T =n.x):
T=BN(nk;p)0 P(E & (“’“tk 1) (1-p)t.p Q—o, 2o
:(n'x+n'k_1)(1— pynx pok x =
fn.x
Ejemplo 6: si la variable "X" tiene d15tr1buc1og ) G(1;a), siendo
T=X; + )
la funcién de densidad de probab1hdad de
fp (t g0l
()= F( )
Asi, siendo X=T/n (0 B n. X) oria media muestral y denotando
g(x) a la funcién densidad de proba@xd de X, es:
d(n.x
x) = fr(n.x n.x)0~l emanx n=
0= r ()| T S 09
% -1 —(an)x, x>0
que es la densidad de un le con distribuciéon G(nja.n).

n

Ejemplo 7: sila varia tiene distribucién G(p;a), siendo

& n =G(p-nsa)
la funcién de de d probablhdad de "T" es:

fr(t) = ——.tPn~1 emat >0

(1) |—<p n)
Por ta iendo X=T/n (0 B n.X) la aleatoria media muestral y deno-
tando a funcion densidad de probabilidad de X es:

d(n.X) ap-n _ —_
=f — (nx)pn~1 emanx =
B(x) = r(nx). < = xgpnTl et
_(a.n)pn

Xp.n—l‘e—a.n.x’ x>0

" T(pn)’

que es la densidad de una variable con distribucion G(p.n;a.n).



iNo estamos descubriendo la polvora!

Los 7 ejemplos precedentes son auténticas gilipolleces que aprendimos a
lidiar cuando en el Tema 2 estudiamos el asunto de los cambios de varia-
ble unidimensionales: se conoce la funcién de cuantia/densidad de una
variable "T" (la suma total) y nos planteamos el calculo de la funcién de

cuantfa/densidad de otra variable X (la media muestral) que esta ligada
& con "T" por la relacion mondtona T =n. X

Ejemplo 8: si se toma una muestra de tamafio 2 de una vafiable "X" con dis-
tribucion U(0;3), el problema de determinar la distribueion®™de probabilidad

del estadistico media muestral es distinto a los anteriores, pues al contrario
que en los ejemplos precedentes, ahora mo tenemos ni pu-
ta idea de la distribucion de probabilidad del estadistico
suma total.

/Siendo "X" continua y muesfra,de tamano 2, pa—\
ra calcular la densidad de la media muestral "W" (Ia denotamos "W" en
vez de X, por comodidad), trabajaremes‘e@mo aprendimos en el Tema
3: partiendo de la densidad f(xq;x,) déla’variable muestral (X;;X5),
calcularemos la densidad g(w;u)"de lajyariable bidimensional (W;U),

siendo U=X4 6 U=X,, y despué§calcularemos la densidad de "W"

\ como marginal d€ Igbidimensional (W;U). /

Vamos al tajo: como las vagiables X y X, son independientes, la funcién de
densidad f(xq;x5) de la famablé®bidimensional (X;;X,) es el producto de las
respectivas funciones de densidad de X; y X,; por tanto, como Xj y X, tie-
nen distribucién U(0; 3] es:

f<X1;X2) fl (X1>f2(X2)il/9’ 0 <X1 <3, 0 <X2 <3
XpsU©;3) 1 f;(x7g 1/3, &€ x5 3, 1,2

Recuerda: si f(xq;x,) es la densidad de la variable bidimen-

sional continua (X{;X,) definida en un dominio D 1] 2,
siendo X7 =h(W;U) y Xy =hy(W;U), la densidad g(w;u)
de la variable bidimensional (W;U), es:

g(w;u) = f(hy (w;u);hy (wiu)).| ]

donde D* es el dominio en que se transforma "D" como conse-
cuencia del cambio de variables, y "J" es el jacobiano asociado a
dicho cambio de variables.

; (w;u) UD*




USiendo W =(X; +X,)/2 y U =Xy, al despejar X; y X5, resulta:
X{ =h{(W;U)=U ; X, =hy(W;U) =2.W -U

Ox{/0w 0Oxq(/0u|_|0 1 _
dx, /0w %, /du “2 —1“ 20F 2

U El dominio D={(X1;X2)Dﬂ 2/0 g 3,9 x5 3} se transforma en:
Dt ={(w;u) 2/0 € 3,9 2w € 3]

U El jacobiano es | =

O<X1 <3 {O<u<3
0<x, <3 * 0<2.w-—-u<3

X|{=u;Xp =2.w—u

|
|
0 372 3

U Funcién de densidad g(w;u) de la vagiable (W;U):
g(wsu) = f(hy(w;u); 8@ w).| J| =2/9 5 (w;u) OD*

[ Como queda dicho, calculamos,ld densidad gj(w) del estadistico media
muestral "W" como marginalideJa bidimensional (W;U):

23, (W= Jf:c: g(w;u).du =
10 &we3/2]— =" 2.du/9 =4.w/9
= REw <3 =["""7 2.du/9 = (4w =6)/9
resto —=0 / ) ) \
iCapullito, piensa! .... ese to-

e p ro tiene cuernos muy
Seguro que en %\ grandes para una Fa-
cxamen cae / cultad de Economia, y
algo asi, nadie puede exigirte que lo li-
pero con una dies si previamente no te ha
muestra de ensefiado cémo se "ponen”
\_ tamano 3 los limites de integracion
cuando el dominio de integra-

\cién D* es tridimensional/




Naturalmente, una vez conocida la distribucion de probabilidad
del estadistico media muestral, puede marearse la perdiz
con cualquiera de las puiietas tipicas de una variable aleato-
ria unidimensional; es decit, pueden pedirte la media o la varianza de "W",
la funcién generatriz de momentos de "W", la funcién de distribucion de "W",
los coeficientes de asimetria y de curtosis de "W", probabilidades de sucesos rela-
cionados con "W", etc. ....... y nada nuevo bajo el sol:

OE(W)= [ w.gy(w).dw= 3/2 4‘3’ dw+ 15/2 %:
OV(W)= ( 2)- (E(W)Z)? ......

3 3/2 4 w3 3
E(W2)= J.O w2.g1(w).dw :J.O CA L +J.3/

Od(t)= E(etV)= | etw gl(w)§
=1 4§W . dw +J3/2 K \\dw=

OP(0'3< W< 1'7)= j oy 81(W).dw= + 0 dw=
Observa: una vez conocida la funcién 1dad de probabilidad del esta-
distico media muestral "W", el calculo de la i6n de densidad de probabilidad
r(t) del estadistico suma total T = 2 =T/2) se reduce a un cambio de
variable unidimensional; es:

_ 2)[ -1 —
r(t) = g1(t/ . ‘—5 g1(t/2) =

4

.

- -1
resto —— =0

ilidad de la media muestral (siendo continua la pobla-
e tamafio 2), puedes emplearlo para cualquier estadistico.

la distribucion de
cion "X", con m
Por ejemplo, calcular la funcién de densidad del estadistico Z=X7.X,,

partiendo densidad f(xq;x5) de la variable muestral (X;;X,), calculare-

s(z;v) de la variable bidimensional (Z;V), siendo V=X; 6

V =X, v después calcularemos la densidad de "Z" como marginal de la bidi-
2,y desp &t

mos la de

mensional (Z;V). Vamos al tajo:
USiendo Z=X4.X, yV =X, al despejar X4 y X, resulta:
X1 =Y1(4:V) =V 5 Xp =Y (45V) =2/V



U El jacobiano es | =

0x1/0z Oxy/0v|_| 0 1
0x,/0z 0x,/0v| |1/v —z/v?2

U El dominio Dz{(Xl;Xz)m] 2/0 g 3,9 x5 3} se transforma en:
D**;{(Z;V)Dﬂ 2/0 < 39 € 3v}

=1
-

0<xq <3 0 0<v<3
0<x, <3 * 0<z/v<30 & £ 3.v

X1 =V;X») :Z/V

|
M~z=3v e
| )
|
01 5 QQ}
L 4
U Funcién de densidad s(z;v) de la vatiable (Z; \

s(z3v) = £(Y1(2:v); Ya(z: )| ]|

[ Como queda dicho, calculamos la densidam(z) de "Z" como marginal de la
bidimensional (Z;V):
=[S L qv=l1n? 0<2<9

_ (v=+to ) 9
si@=[ " s(z,v).clv+ e ol =,

en D** es v 20; goor tanto: 1 -1
4 9v| 9w

Ejemplo 9: considera que
creta "X" cuya funcién de ¢

na muestra de tamano 2 de una variable dis-
es

X o 1 2

X=x)|05 02 03

El problema de det ma funcién de cuantia del estadistico media muestral es
distinto de los anté& pues ahora, ademas de desconocer la distribucion de
probabilidad del estadistico suma total, hay una putadita adicional: la
funcion de ia de la variable discreta "X" no tiene una
expresion g rica para todo valor que puede tomar "X".

/Sie@X“ discreta y muestra de tamaio 2, 1a de—\

terminacion de la funciéon de cuantia de la media muestral (variable aleatoria
discreta) es una gilipollez que aprendimos a lidiar en el Tema 3: calculare-

mos el valor que toma la media muestral en cada posible muestra (o sea, en
cada punto de la distribucién bidimensional discreta asociada a la variable

muestral (X;X,)), y después obraremos en consecuencia.

N /




Vamos al tajo: determinamos la funcién de probabilidad o cuantia de la variable
muestral (X1;X5): como X; y X, tienen la misma distribucién que "X", es:

x; |0 1 2  x, |0 1 2
P(X;=x1)] 05 02 03’ P(X,=x,)|05 02 03

Como las variables X4 y X, son independientes, la funciéon de cuantia de la va-

riable bidimensional (X;;X,) es el producto de las respectivas funciones de

cuantia de Xy y X ; por tanto:
P(X; =x1;Xp =x3) =P(X; =x1).P(Xp =xp) s

X, /X, 0 1 2
gl 0 [025 010 015 Q
1 010 004 006
2 015 006 009

(x13xp) | P(X1 =x15X5 =x5)

(0;0) 025
(0;1) 0'10
(0;2) 0'5
(1;0) 0'10 0'5

1;1) 0'04 1

(1;2) 0’(& 1'5

St IR o)) s
; v

(2;2)
A la vista del valor que to (X4 +X5)/2 en cada posible muestra y de la

probabilidad que corresp esa muestra, con la gorra determinamos la fun-
X; es:

cion de cuantia del estadi

=P(0;0) =025

0'5) =P(0;1) +P(1;0) =020

=1) =P(0;2) +P(1;1) +P(2;0) =0'34

X =15) =P(1;2) +P(2;1) =012

P(X =2) =P(2;2) =0'09 ]

q-——x |0 05 1 15 2
P(X=x)|025 020 034 012 009

[

~

©

Como queda dicho en el ejemplo anterior, una vez conocida la distribuciéon de

probabilidad del estadistico media muestral X, puede marearse la perdiz no cual-
quiera de las pufietas tipicas de una variable aleatoria unidimensional:



OEX)= 0.025+ 0'5.0'20+ 1.0'34+ 15.0'12+ 2.0'09= .....
OV E(X?)- (E(X)2)i ......

E(X2)=02.0'25 +0'52.0'20 +12.0'34 +1'52.0"12 +22.0'09
O®(t)= B(etX)=

=e0t.025 +e05t 020 +elt.0'34 +el'5t.0'12 +e2t.0'09 =.....

IZIP( 1 2) P(X -0727) =P(X 212) 012

X =07
/ Que quede csfdro'
Siendo "X" discreta y muestra de o 2, para cal-

cular la funcion de cuantia de lﬂ'\ distico "Pepe",
haremos lo que acabamos de on el estadistico
media muestral: calcularemos el v e toma "Pepe" en cada
punto de la distribucién bidimensional ‘disereta asociada a la variable
muestral (X1;X,),y después obrarenm consecuencia.
Por ejemplo, para el estadistico " que U= ‘ Xy -
(x15x2)  [(0;0) (0;1) (0;2)5@50) (1;1) (1;2) (2;0) (251) (252)
P(x4 ;xz) 025 0'10 015WAT0 0'04 0'06 015 0'06 0'09 |-y
U=|X; -X,|| 0 1 1 0o 1 2 1 0

9'25+O'O4 +O'Q%N3+O'10+O'O6+O 06, \0'15+015,

.
- o5 o e

Una vez c da la distribucion de probabilidad del
estadisti ", puede marearse la perdiz con cual-
quier p tipica de una variable unidimensional:

OE(U)= 0.0'38+ 1.0'32+ 2.0'30= .....
OV (U= E(U2)- (E(U)Z):A ......

E(U2)=02.0'38 +12.0'32 +2.0'30
O®(t)= E(etV)= e0-t.0'38+ elt.0'32+ 2£.030= .....
OP(1/(U- 0'7)< 2)= P(U- 0'72 1/2)= P(U2 1'2)= 0'30




FONEMATO 2.4.1

1) Siel 70 % de los estudiantes se chupan el dedo y seleccionamos 100 estu-
diantes al azar, determinese la probabilidad de que la proporcion de estudian-
tes que se chupan el dedo esté entre 0'65 y 0'S.

2) Determinese un intervalo en el que con probabilidad 0'95 puede esperarse que
se encuentre la proporciéon muestral de chupadedos.

SOLUCION

1) Si chuparse el dedo es un "éxito", la poblaciéon "X" objeto studio tiene
distribucién de Bernouilli de parametro 0'7, pues dicen que 70 de los es-
tudiantes se lo chupan. Asi, siendo (Xj;....;Xq00) la va muestral que
expresa los resultados que pueden presentarse al tomar ra aleatoria sim-

ple de tamafio 100, el estadistico media muestral X 3(Xg, ¥+ .... +Xj00)/100

do en la muestra; y
ar la distribucién de

expresa la proporcion de estudiantes que se chupa
como el tamafio muestral es grande, podemos

probabilidad de X mediante la normal con m ianza las de X:

E(X) ; E(X)
X=Bp)U ECF py
V(X =%i =0'0021

Por tanto: %

P(0'65 <X <0'8) DP(JB; N(0'7;+/0'0021)< 0'8)=

— 0'8®z 0'65—-0'7 | =
=P| N(O;1) < —-P| NO;1) <=—F——|=....
( O \ ( O 1/0'0021 )

ad de la variable N(0'7;+/0'0021) hay infinidad
masa 0'95, y cualquiera de ellos "sirve" para re-
ante, como la N(0'7;4/0'0021) es simétrica respecto

2) En la distribucién de pro

de intervalos que "enci
solver la papeleta. N

infinitos intervalos citados elegiremos el simétrico res-

al punto 0'7, ent
pecto a dicho pu ede demostrase que éste es el de menor amplitud). Por
tanto, debemo inar ¢ >0 de modo que P(‘ X - 0'7‘ < c) =0'95:

0'7|<c) =095 0 P(\ N(0;1)% ): 0'95 [0

C
4/0'0021
c — C
B ——|-1=0950 P|NO; ¥ ——
5 «/0'0021) ( O35 1/0'0021

€ = 196 =c 1'96.40'00621 00898

] ——=
+0'0021
O sea, si tomamos sucesivas muestras de tamafio 100 de X =B(0'7), el 95 %

de las veces sucederd que el estadistico media muestral X =N(0'7;+/0'0021)
toma un valor en el intervalo (0'7 —0'0898;0'7 +0'0898).

0 2. ) =0'97501



FONEMATO 2.4.2

De una poblaciéon "X" se toma muestra aleatoria simple de tamafio 81. En los si-
guientes casos, determinese un intervalo en el que puede esperarse, con probabi-
lidad 0'95, que se encuentre el estadistico media muestral.

1) Poblacién de Poisson de parametro 5.
2) Poblacion B(4;0'3).
3) Poblacién Exp.(0'02).

4) Poblacion U(—1;1).

5) Poblacién con densidad f(x)=2.x, 0 <x <L

6) Poblacion geométrica de pardmetro 0'1. 0
7) Poblacién G(20;2). Q
SOLUCION N

Como es sabido, en el muestreo aleatorio simple L%o n =30 de una po-

blacién "X" con media Y y varianza G2, Lindebge permiten aproximar la

stral X mediante la not-

2 N(U;0/+/n).

distribucién de probabilidad del estadistico medi

mal con media y varianza las de X; o sea, medi

N(H;0/+/n) hay infinidad de

a de ellos "sirve" para resolver la

En la distribuciéon de probabilidad de la vasi
intervalos que "encierran" masa 0'95, y ¢
papeleta. No obstante, como la N(U;0 es simétrica respecto al punto M,
entre los infinitos intervalos citados emos el simétrico respecto a dicho

punto (puede demostrase que éste e% menor amplitud).

Por tanto, debemos determina be modo que P(‘ X - p.‘ < c) =0'95:

(X - p|<c) =0 DP(\N(O;lﬁ O/C\/H)=O'95El

Q™
0—S= 196l =c 0217.0

*o
e
O "

) SiX= §(X)=u=5yV(X)=02 =5,

Asi, es 5‘ <c) =0'99 si c =0'217.4/5 =0'48; o sea, tomando sucesivas

muestras de tamafio 81 de X =P(5), el 95 % de las veces sucedera que la me-

-1=0'95[] P[N(O;lst < ): 0'975 O

O 2.P(N(O;1<) T

dia muestral toma un valor en el intervalo (5—0'48;5 +0'48).

2) Si X=B(4;0'3) es E(X)= W =4.0'3 =12y V(X) =02 =4.0'3.0'7 =0'84.
Asi, es P(|X =12|<c) =0'99 si c =0217.4/0'84 =0'19; o sea, tomando suce-

sivas muestras de tamafio 81 de X =B(4;0'3), el 95 % de las veces sucedera



que la media muestral X =N(1'2;+/0'84 /9) se concreta en algtn punto del in-
tervalo (1'2-0'19;12 +0'19).

3) Si X =Exp.(0'02) es BE(X)=n =1/0'02 =50 y V(X) =62 =1/0'022 =2500.
Asi, es P(|X =50]<c) =099 si c =0217.4/2500 =10'95; o sea, si tomamos
sucesivas muestras de tamano 81 de X = Exp.(0'02), el 95 % de las veces su-

cedera que la media muestral X =N(50;+/2500/9) toma un valor en el inter-
valo (50 —=10'95;50 +10'95).

4y Si X=U(-1;1) es
E(X)=Hn =(-14+)/2 =0 y V(X) =02 =(1 « 4))2/12 =/ 0
Asi, es P(‘X —O‘ <c) =0'99 si ¢ =0'217.4,/1/3 =0"12; o seAsi tomamos suce-

sivas muestras de tamafio 81 de X =U(-1;1), el 95 e las veces sucedera

que la media muestral X =N(0;,/1/243) tor\ alor en el intervalo

(=0'12;0'12). NN

5) Si la densidad de la poblacién "X" es £(x) :¢ « <1, entonces:
E(X) = J, x.f(x).dx :éégx’ dx =2/3

V(X) =02 =E(% )2 FU18

R(X2) =) ﬂf(@ fy 2x3.dx =172

Asi, es P(‘X - 2/3‘ <c) =0'99 si 17.4/1/18 =0'05; o sea, si tomamos su-
cesivas muestras de tamafio X", el 95 % de las veces sucedera que la
media muestral X = N(Z/é; 8) se concreta en algun punto del intervalo

((2/3) = 0'05;(2/3) +0'05)¢

0) Si X=G(0) es E(X)$‘(1 -0')/0'1 =9y V(X) =02 =(1 —=0'1)/0'12 =90.
Asi, es P(‘X - 9‘ < 9sic=07217.490 =2'05; o sea, tomando sucesivas
muestras de tama de X=G(0), el 95 % de las veces sucedera que la
media muestral t@;n valor en el intervalo (9 —2'05;9 +2'05).

7) Si X = G(20; E(X)=pn =20/2 =10y V(X) =02 =20/22 =5.
Asi, es PIX — ‘ <c) =0'99 sic =0217.4/5 =0'48; o sea, tomando sucesivas
muestr amafio 81 de X =G(20;2), el 95 % de las veces sucedera que

X= N(10;\/§/9) toma un valor en el intervalo (10 —0'48;10 +0'48).



FONEMATO 2.4.3

La produccion diaria de tomate de una empresa oscila entre 6000 y 10000 kg.

Determinese la probabilidad de que la producciéon media durante 320 dfas supere
los 8000 kg.

SOLUCION

Supuesto que la variable "X" que expresa la produccion diaria tiene distribucion
U(6000;10000), y siendo (Xy;....;X3p0) la variable muestral que(eXpzesa los re-
sultados que pueden presentarse al tomar m.a.s. de tamafio 320, €b estadistico
media muestral es X = (Xq +.... +X35)/320.

Como el tamafio muestral es grande, podemos aproximar la\distribucion de pro-
babilidad de X mediante la normal con media y varianza fas d¢ X, que son:

— \2
X =U(a;b) 0 ECG f";b v Vs (bl;)
<\ _ V(X)i 40002
VX)= 320 - 42

Por tanto:

P(X >8000) OP(N(8000;4099//12)> 8000)= P(N(0;1)> 0)= 0'5

QLO DICOTOMICO

Acabar la Carre-
ra o no acabarla
.. 8saes la
cuestion




2.5 LA VARIANZA MUESTRAL

Siendo S2 el estadistico varianza muestral en el muestreo aleatorio simple de ta-

mafio "n" de una poblacién "X" de media [ y vatianza 02, es:

E($2)= E( Z(X X)Z);l ((Z(X p.)Z) 0 (X M)Z)z

(X

s

3 (X2 =3

i=1

X; +( - -X)’ §<X " i&
—W2 —2.(X; —W.(X ) +(X - ﬁ
[z X-—u>2]—2-<>_< u)[ (X; “>)+fg’1

§1<Xi—u> (ZX )—nu

1=1

=1

=(§ (X; —u)z)—z(i —u)-(t&nw +n.(X —p)? =
=(§ X =0 (X - )
i=1

i=1

=l.E(§ (X; - p)2) —ESI )’)=L.(n.02) ~0% _n-1 52
n p— s n n n

DE(i (Xi— W2

B((X; ~W2) £ 3 V(X)) =n.02
=1 ? 1i=1

T OWF VXpH=i 12,0
= 5((X- EX))*)= V(X)= 02/n
—U=EX)

Observa: sien

2/ (n l) el estadistico cuasivarianza muestral, es:

n-1 1
n

.02 =g2

( c
En el Teara expresar que el valor esperado del estadistico cuasivarianza

muestral S2 siempre coincide con la varianza 02 de la poblacién "X", diremos

que S2 es un estimador insesgado de la varianza poblacional 62. Como

E(S2)=(n—1).02/n #02, el estadistico varianza muestral S2 no es un estima-

dor insesgado de 02; diremos que S2 es un estimador asintoticamente
insesgado de 02 para expresar que lim. E(S?)= 11m (n—1).02/n =02,

n- o n-—



FONEMATO 2.5.1

Determinese la distribucion de probabilidad de la varianza muestral en el mues-
treo aleatorio simple de tamafio 2 de una poblacién Z = Exp.(1).

SOLUCION

Siendo Z =Exp.(1), su funcién de densidad es f(z) =e™%, z>0. La funcién de
densidad "g" de la variable muestral (X;Y) que expresa los resultados que pue-
den presentarse al tomar m.a.s de tamafno 2 de la poblacion .(1) es el
producto de las densidades de "X" ¢ "Y", pues éstas son independi s:

g0¥) = F00-£() F ™04, x>0, y >&
pues X = Exp.(1) e Y = Exp.(1)

L 4
Siendo U =(X +Y)/2 la media muestral, el estadistico% za muestral "T" es:

2
=~ (X -U)2 +(Y ~U)2) = 1 ((X &%(Y_X;Y) }:
—v\2 w2 § v
:%'((XZY) +(Y2X 4.(X—Y)2
e Funcion de distribucion de "T":

Fr(t)=P(T <t) = (X%Z <t) =P((X -Y)2 <4.t) =
:P(—Z.\/; <X 9 ) t)iﬂD g(x;y).dx.dy =

n.n

siendo "g" la funcié ensidad de la variable muestral (X;Y) y

D={(x;y) M@ %E& x 5 246,x 0,3 0}

l\)l»—\

@ t v

X:2.\f :X+2.\f _ x=+00 :X+2.\f _
= t( YB e~ (x+y), dy) dx + = 2[( YN \/fte (X"'Y).dy).dX:

x=0 yA =0 YM =X —2.t

_ x=2.+/t _X( _y)y X+2\f J‘X—+ ( y)yzx+2.\/zd _

- c —-C e .ax —
x=0 y=0 2+t y=x—2.t



N P N T

X:2.\/E X:2.\/E
—_ —X — _2.X_2.\/7
=Ji=0 e X.dx J.X:O e t dx
X=t+eo ) x+2. _[XTF® ox-2 -
+J.X:2.\/E e~2xt */E.dx szz.JE e~4«X \/E.dx =
R A RN A

_%.(e—Z.X +2\/E)-2Hioft +%'(e_2.x_2.\/;);o\oft =
e N R S o 1

2 2

=

2
=l_€_2'\ﬁ,t>0 S’
* Funcién de densidad de "T": £y (t) = dFp (t)/dt = Wt t>0

FONEMATO 2.5.2 ’§

Determinese la distribuciéon de probabilidad &hanza muestral en el mues-
treo aleatorio simple de tamafio 2 de una poblaeion Z = U(0;1).

SOLUCION ‘b

Siendo Z=U(0;1), su funcién de de s f(z)=1, zU(0;1). La funcién de
densidad "g" de la variable muestral que expresa los resultados que pue-
o 2 de la poblaciéon Z=U(0;1) es el

den presentarse al tomar m.a.s de_ta

sX=U(0;1) e Y =U(0;1)
Siendo U=(X+Y)/2 1 muestral, el estadistico varianza muestral "T" es:

T=1(x —t%.y ) :%.((X Xy _Xz;Y)Z] _

o2 o2
&[(X : )+ (X . X) ] =%.(X ~Y)2
. Funciétribucién de "T":

Fr()=P(T 6 =P(1.(X ~Y)? <) =P((X -Y)? <d.) =

=p(—2,\/E <X -Y sz.\/E)FHD g(x;y).dx.dy =

siendo "g" la funcién de densidad de la variable muestral (X;Y) y

D={x;y)[ 24 2& = § 2Vt,9 < 1, § 1}




siempre hay algin capullito de alheli que no se da cuenta de que

al ser constante la densidad g(x;y) es innecesario lidiar la integral

v

, 1-2.4/t)?
=1-2.(Area de D*) =1 —2.% = 4.4/t —4.t

doble, pues el asunto se reduce a calcular areas

¢ Funcién de densidad de ""T":

()= =%—4,0<t<1/4

?" Si la probabilidad de

aprobar el examen de
Estadistica es 0'2,
jcuantas convocatorias
cabe esperar que me
tenga que chupar?




2.6 MUESTREO DE POBLACION NORMAL

Siendo X =N(MU;0), sea (Xq,....;X,) la variable muestral que expresa los re-

sultados que pueden presentarse al tomar m.a.s. simple de tamafio "n".

1) Distribucion de la media muestral si se conoce ¢

Siendo X =(Xj +.... +X)/n una combinacién lineal de variables normales

independientes, la distribucién de X es normal con media y yarianza las de
X; es decir, X tiene distribucién N(H;0/ \/H) Por tanto, la @e X es
02.12 0
t+
o) =e"" 2n :
2) Teorema de Fisher N
En el muestreo aleatorio simple de una variable X ;0), los estadisticos
(variables aleatorias unidimensionales) media y varianza muestral
S2 son independientes. En efecto, la f.g.m. riable (n+1)-dimensional

(X;X1 = X; .3 X, —X) es: Q
D(t;t15 .. 5t,) = Blexp(t.X +t1.(X|Q) +o +. (X, ~X)) =

%@didad en la notacién, hacemos 0 = % >t

i=1

= ))] = E[Jj exp(Xi.(ti ;! 5n‘ t))) -

S E(exp(Pepe.Xi)) = @, (Pepe), siendo P, la f.g.m. de X; j

< o =2351)= ] o227

?

la f.g.m de la variable X; = N(U;0) es P;(A) = exp(p..)\ +%.)\2.02)




(t+n.(y ‘5))2) =

—exp( +20— i (t2 +02.(t; =8)2 #2LA(t; —6)j:

=eXP(IJ-t +% [nt2 +n?2 (121 (t; _6)2)"'2“1 i (t _5)])):
2

1=1
=exp(u.t +;7[ t2 +n2 (121 (t; —5)2)+2t n[ lzltl)n.é)nT
5=l.§tiﬂ[§ ti)—n.5=0
N3 i=1

2 n
(u t+ 2.0n2 (n.tz +nZ.(Z1 (t; —6)2))) =

= exp(l.l.t +%.0—r12.t2).exp(%2.(z (t; = 6)2)]; Dy (). Py (ty ;.o 3ty)

1=1

(Dl(t):exp(l.l.t +%.O-—nz.t2) 5 Doty sty)= exp[ (z (t; —5)2]]

Como @ (t) espla®ig.m de X =N(|; O'/\/_) entonces ¢2(t1,... sty) es

necesariamente layfig.m de la variable n-dimensional (X; =X .. -X).

Como la f.gffinde la variable (X;X; = X;....; X, = X) es el producto de las
respectivas_f.g.t de las variables X y (X = X;....; X, —X), éstas son inde-

pendiegtes; por tanto, también son independientes X y S2, siendo:

=%i (X; - X)2

1=1

Nadie nace sabiendo de nameros y nadie es-

pabila sin sentirse gilipollas multitud de veces




3) Distribucién de n.S?/0?
En el muestreo de tamafio "n" de una variable X =N(U;0), el estadistico
n.52/02 tiene distribucion X%—l' En efecto, al calcular la varianza del esta-

distico S2 vimos que:

S (X X)Z-[zm —u>2}—n<x )2

1=1 1=1

Por tanto, es i (X; — )2 =[ > (X —X)Z) +n.(X — )2 Nast:

1=1 1=1

X;—H 1 2 XM
555 (e X>Hc/f) )
%i(xi—iﬁ 0 Z(XT 32 n.SZJA

i=1
2 PR
a X--u) _nS2 [ X-W nS2 2
O —— | = + 0
1;( o o2 (G/\/Ej + 02 Xa-1
= —1\2
OX;= N(;0)0 ¥=N(O;1)D (%) =x? O

o (SN
0 Z(ITJ ;X%

pues X1, ..., XJwson independientes

— 2
Y= XU X-H) _2
OX= O/ = E N0 O =

X= N(K4;0/~+\0) o/in N(0;1) (0/\/;) X1

— 2
2 h
UComo ncsz Vi (3(/ \/%) = X12 son independientes (por serlo

$2 y X), si sw@lima tiene distribucién X2, ha de ser & 82
y > n» 2

~v2
=~ Xon-1




4) Distribucion de la media muestral
si se desconoce O

Siendo independientes X =N(;0/ \/E) y S2, también son independientes
X-|
o/<n

variable t-Student con "k" grados de libertad es el cociente entre una variable

Pepa =N(0;1) y la raiz cuadrada de una variable Juana = Xi gda por sus

2
las variables =N(O;1) v %2 )(121_1; por tanto, recordando que la
0)

grados de libertad (siendo independientes "Pepa" y "Juana"), a que:

X -
o/\n  _ X-p
n.82/02 S/n-1

n—1 Q

Siendo S2 =n.82/(n —1), es S/~/n =1 =S, /&tanto, también es:

S../
5) Distribucion de la diferen?ntre las medias
muestrales de sendas ones normales

Co

7/ =

5
&

Considera que de las variables in entes N(H1;01) y N(H;0,) se to-

n_n

man muestras de tamafios resp n" y "m", siendo X1 y X2 las res-

pectivas medias muestrales z V.

a) Varianzas poblas%es conocidas
Siendo X1 =N(l;;07/ X2 =N(Hy;0,/m), es:

X2 =N{H1 ~Ha; o +0—%]
St

b) Varianzas Qlacionales desconocidas

pero ig|$
Siendo X3 =N(U;;0/vn) y X2 =N(Uy;0/+/m), es:

O
ST o 1,1
X1 —X2 =N My —Ho ;0. E"'—

m

5 las varianzas muestrales

Ademas n.S%/(F2 = )(121_1 y m.S%/G2 = X%n_l, y siendo éstas independien-
tes, es:
2 2 2 2
n.S7 N m.S5 _ n.S{ + m.S5
02 02 02

~v2
= Xa+m-2



Recordando que la variable t-Student con "k" grados de libertad es el co-
ciente entre una variable Pepa =N(0;1) y la raiz cuadrada de una variable

Juana = Xﬁ dividida por sus grados de libertad (siendo independientes "Pe-
pa" y "Juana"), si consideramos que

- (1= X2) 7 THa) )

Pepa =
o [L+1
n m

2 2
n.Sl +m.82

Juana = ez Xhtm—2 &
O
<O

es:
(X1 —X2) (g ~Hp)
oL+l — gl’
— \Vn m _ (X1=X2)- 2)
2= 2 2 Y = fn+m=2
\/(n.Sl +m.S5)/02 \/n.Sl + 1,1
n+m-—2 n+m n m
c) Varianzas poblacionales des cidas y
distintas, con muestras gr
Si las muestras son grandes (tamafio = as varianzas muestrales son muy
buenas estimaciones de las varianza acionales; por tanto, considerando
que 07 = 812 y que 0% =33, suced%z
-l
d) Varianzas pobl ales desconocidas y

distintas, con stras pequeias

Para muestra pequf%es:

= (X1 -X2) —(y Ha)

Y
B
n m
donde s el entero mas cercano a la solucion de la ecuacion

12, (1-0?
n* n-—1 m—1
siendo:
_ S{/(n-1)
2 2
S N S5

n—-1 m-1



6) Distribucion del cociente entre las varianzas
muestrales de sendas poblaciones normales

Sean las variables independientes X =N(M1;01) ¢ Y =N(Uy;0,) de las que

se toman muestras de tamafios respectivos "n" y "m", siendo 812 y S% las res-

pectivas varianzas muestrales.
Recordando que la variable F-Snedecor con r;s grados de libertad es el co-

ciente entre una variable Pepa = X2 y una variable Juana = X2 diyidida cada

una por sus grados de libertad (siendo independientes "Pepall y¥"'Juana"), si
consideramos que

Pepa =H-512/012 =X2_1 ; Juana =m.S%/G% =X2

n m—1
entonces:
n.S82 /02
he W' S )
- 2 P - _ 2 o2 n—l;m—l
m.S5/0%  m.(n—1).07.55
m—1
2 2
q2 :n.S1 o :m.82 |
clh—1 20 —1
2 Q2
G O3S
2 SZ n—l;m—l
01.9%,
¢Preferirias estar picando
Esto es un ocho horas al dia con un
cofiazo martillo neumatico?

espantoso




FONEMATO 2.6.1

Una maquina de refrescos esta regulada de modo que la cantidad de bebida que
suministra tiene distribucién normal con media 22'5 dl. y desviacién tipica 1'5 dlL.

Determinese la probabilidad de que al obtener una muestra de 36 bebidas, el
contenido medio supere los 24 dl.

SOLUCION

Si X =N(22'5;1'5) expresa la cantidad de bebida que suministra laf¥aquina, sien-
do (Xj;....;X34) la variable muestral que expresa los resultddos que pueden
presentarse al tomar muestra aleatotia simple de tamano 36, él eStadistico media
muestral es X =(X; +.... +X34)/36, que tiene d1str1bu normal, por ser

combinacion lineal de normales independientes, siendo N
EX)=E(X)=225; V(X) = V(X)/3® /36
Por tanto:

0
P(X >24) :P(N(22'5;l'6/6) >24) = \ %T/Zé%) =

FONEMATO 2.6.2

De una poblacion normal de varianza torna m.a.s. de tamafio 100. De-
terminese la probabilidad de que la m estral supere a la media poblacional
en no menos de 0'2.
SOLUCION

L 4

Siendo X =N(H;10) v (Xy; \NO) la variable muestral que expresa los re-

sultados que pueden prese tomar muestra aleatoria simple de tamafo

100, el estadistico media es X =(Xy *.... +X400)/100. La distribucién

de probabilidad de X es@l pues X es combinacién lineal de normales in-
E(

dependientes, siendo X)=p y V(X) =V(X)/100 =1. Asf:

@ = P(N(O;1) 2 ):

FONEMATO %
Siendo X determinese el tamafio muestral minimo que debe tomar-

se para g‘r con probabilidad no inferior a 0'95, que la media muestral no

difiera de 1 €dia poblacional en mas de 2 unidades.

SOLUCION

Siendo X =N(100;12) y (Xj;....;X,) la variable muestral que expresa los re-
sultados que pueden presentarse al tomar muestra aleatoria simple de tamafo
, el estadistico media muestral es X =(Xq +.... +X,)/n. La distribucién de

" "

probabilidad de X es normal, por ser combinacién lineal de normales indepen-



dientes, siendo E(X)=E(X)=100 y V(X)=V(X)/n =144/n. Debemos de-
terminar "n" de modo que P(‘ X - 100‘ < 2) =0'95:

P(|X -100|<2)20950 P(\N(o;m j20'95D

2
12/+/n

0 2.P(N(O;]$ 12/2\/_] ~120950 P(N(O;S 12?[)20’975 0

n n

2
] = 196 =2n 13§29 n 139
12/:}11 &

FONEMATO 2.6.4 0
Siendo X =N(M;1), determinese el tamafio muestral mi Qque debe tomarse
para garantizar, con probabilidad no inferior a 0'95, q ed1a muestral no di-
ferira de la media poblacional en mas de 0'5 umda
SOLUCION 0
Siendo X=N(U;1) v (Xq;....;X,) la Varlable ral que expresa los resulta-
dos que pueden presentarse al tomar muestr orla simple de tamafio "n", el
estadistico media muestral es X = (X + /n. La distribucién de proba-
bilidad de X es normal, pues X es c1on lineal de normales indepen-
dientes, siendo E(X)=E(X)=l y V (X)/ n =1/n.
Debemos determinar "n" de modo > 0'95:
P(|X -p|<07) >3@P IN(O; 1;@ j >0'95 0
Q\
5 0'5
[ 2.P| N(0; 20950 P| N(0; =>0'9750
( 05 ( 5 7 y \/;)

196 =2n 13212 n 16

FONEMATO 2. &

un tipo de bombillas tiene distribuciéon N(1000;100) . Se
desea enviar u ra de modo que la duracion media muestral no difiera de la

poblacional ¢n ma®de 50 horas con probabilidad no infetior a 0'95.
1) Deterel tamafo de la muestra.

En horas, la duragi

2) Determiftese el tamafio de la muestra si de "X" sélo se sabe que tiene media
1000 y desviacion tipica 100.
SOLUCION

1) Siendo X =N(1000;100) y (Xj;....;X) la variable muestral que expresa los

resultados que pueden presentarse al tomar muestra aleatoria simple de tama-
n._n

fio "n", el estadistico media muestral es X =(X; +.... +X,)/n. La distribu-



cién de probabilidad de X es normal, pues X es combinacién lineal de nor-
males independientes, siendo

E(X)=E(X)=1000 y V(X) =V(X)/n =1002/n. Hay que determinar "n"
de modo que P(|X ~1000|<50) = 0'95;

P(|X ~1000|<50) 2095 0 P(\ N(0;1¥ ) 20950

50
00//n

P(|N(0;1)| <) =2.P(N(0;1) <a) ~1

50
0 2.P| N(0; -120'950 P| N(0; 209750
( 08 100/\/5) ( 0:5

N > 198 >n 1936 n
100/+/n %

2) Si B(X)=E(X) =1000 y V(X)=V(X)/n _100@sconoc1endo la distri-
bucién de probabilidad de "X", lidiamos medlm\ otacion de Tchebychef:
X
P(|X -1000| £50) =P(| X ~E(X % V( )

2
_, 1002/ _
502

FONEMATO 2.6.6 Q
De una poblacion X =N(13;6) se torr%l de tamafio 9.
1) Determinese un intervalo en el @uede esperarse, con probabilidad 0'99,

que se encuentre la media mues

2) Repita el apartado 1) si n = n =10000.

3) ¢Qué dirfa si en una m.a.. %nano 10000 la media muestral es 15?
SOLUCION

1) Es sabido que en el co aleatorio simple de tamafio "n" de una pobla-

cion X =N(H;0), %e tadistico media muestral X tiene distribucion
N(U; 0/\/_) tanto, si  n=9 y X=N(3;6), es

X =N(13;6 13;2).
Enla d1str1 de probabilidad de X =N(13;2) hay infinidad de intervalos

que "e masa 0'99, y cualquiera de ellos "sirve" para resolver la pape-
leta. N ante, como la distribucion N(13;2) es simétrica respecto al punto

13, entre 165 infinitos intervalos citados elegiremos el simétrico respecto a di-
cho punto (puede demostrase que éste es el de menor amplitud). Por tanto,

debemos determinar ¢ >0 de modo que P(‘ X - 13‘ <c) =0'99



N — -0 . C. '
P(|X-13[<c) =099 O P(N@O31% $F 099
. C ' . £ '
0 2.P(N(0; 2} £ 099 P(N(Os) 2) 0'505
[ % 250 =c¢ 514
Asi, tomando muestras de tamafio 9 de la poblacién X =N(13;0), el 99 % de
las veces ocurrira que el estadistico media muestral X se concretard en un

punto del intervalo (13 —5'14;13 +5'14) =(7'86;18'14).

2) Si n=100 entonces X =N(13;6/~+/100) =N(13;0'6); por tagte:
Y — -0 . _C . '
P(|X-13[<c) =099 O P(N@Os1¥ ¢-F Wy
0-% 250 =c 1
0 S5 =c 154
Asi, tomando muestras de tamafio 100 de la péblagien X =N(13;06), el 99 %
de las veces ocurrira que el estadistico muestral ¥, 8¢ concretara en un punto
del intervalo (13 —1'54;13 +1'54) =(11'46;14'%4).
* Si n=10000 entonces X =N(13;6/+/10000%&.N(13;0'06); por tanto:
N —n' . C ' C — '
P(|X-13[<c) =099 O PINO: I gl 090 & 257= c 0154
Asi, tomando muestras de tamafio 10000 de la poblaciéon X =N(13;6), el 99
% de las veces ocurrird que el dstadistico muestral X se concretara en un
punto del intervalo (13 —0'154 ;33 £0"54) =(12'846;13'154).

3) Pregunta: ;qué diras si emu®mn.a.s. de tamafio 10000 se obtiene X =15?
Respuesta: depende
Pregunta: ;de qué pende?
Respuesta: entre el blance y el negro que describimos a continuaciéon hay
grises que sin duda el leetor’puede imaginar.

El blanco: trsanguilidad total

Si estamos podrid@s/@e dinero y podemos tomar muestras de tamafio 10000
constantemente (g cjemplo, una muestra cada cinco minutos), estaremos felices
mientras sea mayoto igual que 0'99 la proporcién de muestras en que la media

muestral Xwsg coficreta en algin punto del intervalo (12'846;13'154). Mientras
estemos felicés ) el que en una muestra concreta (la de las 13'35) suceda que
X =15 [J(12'846;13'154) no nos preocupara en absoluto: lo achacaremos a causas

aleatorias por las que no merece la pena obsesionarse, pues es légico y normal
que, si tomamos muchas muestras, algunas sean "raras" (en este ejemplo, si
n=10000, las muestras "raras" son aquéllas en que la media muestral no toma
un valor en el intervalo (12'846;13'154)) .... pero estaremos tranquilos mientras la

proporcién de muestras "raras" no supere el 1 %.



El negro: mosqueo total

Si somos unos pobretones y para pagar la m.a.s. de tamafio 10000 hemos tenido
que romper nuestra hucha cerdito de barro y empefiar el oso de peluche, enton-
ces, si ocurre que X =15 [J(12'846;13'154) nos pegamos un tiro, pues el que haya
sucedido tal cosa indica que algo falla estrepitosamente o que somos cenizos.

e Falla la traccion: los que han tomado la muestra estaban borrachos, o
son tan inutiles que no saben tomar una m.a.s, o estan comprados por la
"competencia" y deliberadamente nos suministran datos falsos

e Falla la informacion: el responsable del desastre es e
nos ha dicho que X =N(13;0) ...... no es cierto que X =N

rguenza que

e Somos megacenizos: la traccion hace bien su trabaj® y es cierto que

X =N(13;06), pero hemos tenido la desgracia de selecgionar una muestra "ra-

ra
Debes saber que este tipo de triangulos carecen d @: si nos obsesionamos
n

en investigar qué ha pasado, los encargados de 14¥" " diran que "ellos" no
han sido, el que nos ha dicho que X =N(13; rara por Snoopy que "su"

informacién es buena ..... y como la muestra de hablar, no habra mas re-
medio que pedir un crédito al banco y seleccio tra muestra, o suicidarnos.

X =12'83 [1(12'846;13'154) , dirfamos 1o que si X =15 [](12'846;13'154),

pues X =12'83 también corresponde uestra "rara". No obstante, la media
muestral 12'83 deja de ser "rara" si s@ nsideramos "raras" las muestras en que

X 0(11'46;14'54), que es el interv

cede con una media muestral 3

FONEMATO 2.6.7 ¢
De una poblacion X = N(

Observa: si en la muestra aleatoria de taE 0000 seleccionada se obtuviera

corresponde a n =100; lo que no su-
gue siendo "rara" para n =100.

e toma m.a.s de tamafio 16.

el suceso 5<X <5'2, la del suceso S2 <0'019125,
suceso 5< X <52 /82 <£0'019125.

Determinese la probabili
la del suceso S>0'

SOLUCION (§

En el muestreo aleatotrio simple de tamafio "n" de una poblacién N(H;0), siendo
<=1 2 S X)2
X—Ez Xi 5 S+ = z (Xl _X)
1=1 1=1
es X =N(U;0/vn) y n.82/02=x2_,. Asi,si n=16, L =5y0 =0', es:

B =

X =N(5;0'1/4) ; 16.82/0'12 = X2,
. P(5<X <52) =P(5 <N(5;0'/4) <52) =....

» P(S2£0'019125) = P(16.82/0'12 £16.0'019125/0'12) = Px {5 <30'6) =0'99



+  P(S>0')=P(S2 >0'12) =P(16.52/0'12 >16.0"2/0'12) =P(x{5 >16) =

. P(5<X <52/82 £0'019125) ;P(S <X <52)

en el muestreo de una poblacién normal, los estadisticos

media muestral y varianza muestral son independientes

FONEMATO 2.6.8

Si de una poblacion X =N(1'7;4) se toma m.a.s de tamafio 1 rminese la
cota que superara la desviacion tipica muestral con probabilid

SOLUCION Q

En el m.a.s de tamano "n" de una poblaciéon X =N(U;0; m&do S2 el estadisti-

co varianza muestral, es n.S2/0?2 =X —1- Por tan on=10y 0=4,es
10.8%2/42 = X3, y buscamos "c" (¢ >0) tal que &099

P(S>c) =099 0 P(S%> c2F 099 P 1 10.c2 /4£ 0199
0 P(x% 10.c2/423 090 10. (@2 209= ¢ 182
FONEMATO 2.6.9 %
En el muestreo aleatorio simple de ta @ ' de una poblacién normal, deter-
minese la funcion de densidad de pr ad del estadistico varianza muestral.
SOLUCION .

Siendo "Z" el estadistico Vana& estral, en el m.a.s de tamafio "n" de una po-
blacion N(U;0), es W = n% 2_1 =G((n-1)/2;1/2).

¢ Funcién de distribucid arianza muestral "Z":

F,(z) =P(Z < oZ.W/nsZ):P(W <n.z/02) =Fy (n.z/02)

=n7/02 0 % 02.W/n

w la funcién de distribucién de W = x2 _,

* Funcion de defisidad de probabilidad de la varianza muestral "Z":

_dF,(2) _dFW(n.z/OZ) _dFW(n.z/GZ) d(n.z/GZ) B
o dz dz B d(n.z/02) =~ dz A

siendo fyy la funcién de distribucion de W = = X2 S_4, es:
dFy (n.z/02)
d(n.z/02)

= f\x/<ﬁ.Z/0-2)




n (1/2)(@7D)/2
02 T((n—1)/2)°

—11 (1/2)(n=1)/2
2 ;E)D WO Fa-n2) Y

_n (1/2.02)(n"D)/2
02 T((n-1)/2)

que cotresponde a una vatiable con distribucion G((n —1)/ 2;1@) .
FONEMATO 2.6.10 o

=0%-fw(ﬂ-2/02)F (n.2/02)(n=3)/2 ¢=nz/2.02 =

(n=3)/2 ¢=w/2 >0

wW=x2_, =G("

L, (n=1)/2 o—n.z/2.02 C2>0

En una m.a.s. Xq,....,X,, de una poblacion N(U;0), sien&y S2 las corres-
pondientes media y varianza muestrales, y siendo X, 41 2 (M;0) independiente

de Xjy,....,X,, determinese la dlstr1buc1on de probabi e "T", siendo:
Xr1+l
N Vn¥a \
SOLUCION
En el m.a.s de tamafio "n" de una poblacion ;0) sucede que:
X =N(H; o/JE
Como las variables X, 4+ y X son in entes (pues X, 41 es independiente
de Xy, ....,X,), la distribucién de idad de X471 — X es normal, siendo:
B(X a1 \ 080 1) —EC) =p -t =0
— 2,0 2 n+l -
V(X1 ~ 1\7 D+V(X) =02 +=— Py
Por tanto, siendo Xn+l X 0;0. 1/(n +1)/n), es
Xn+l

=~ N(0;1)

1/(n+l)/n
Y
Recordando que %mdependlentes Y=N@O;1)yU= Xk es =ty,
JU/k

entonces, toma@mo N(0;1) la variable
Xp+1 -X

0.\/(n+1)/n

y recordando que n.S2/02 = X2 2 _1,resulta evidente que:

X, 41 - X
_0y@+D/n X=X [n-1_

- - . =t -
[n.82 /G2 S n+1 07l
n—1




FONEMATO 2.6.11

De una poblaciéon X =N(M;2) se toma m.a.s de tamafio 9. Determinese un in-
tervalo en el que puede esperarse, con probabilidad 0'95, que se encuentre la va-
rianza muestral. Repita lo anterior si n =101.

SOLUCION

En el m.a.s de tamafio "n" de una poblacién N(H;0) es n.S2/02 = XI21—1'

¢ Siendo n =9y 0=2,es 9.82/4 = X3. En la distribucién de ilidad de la
variable 9.82/4 = X% hay infinidad de intervalos que "enci ""masa 0'95, y

cualquiera de ellos "sirve" para resolver la papeleta. Comio 14 distribucion X%

no es simétrica respecto a ningin punto, por comodidad, elegimos el intervalo
que reparte la probabilidad 1—0'95=0'05 en partesd s entre las dos colas

(izquierda y derecha) de dicha X% (puede demo \ e éste no es el de me-

nor amplitud, pero del de menor amplitud esQ\ rdo de calcular que pa-

samos de €l); la tabla de la funcion de distri 9.82/4 = X% indica que:
P(2'18<9.82/4 = X3 Q3) =0'95

7'53.4
59 j=0’95; o sea:

2'18.4
Por tanto, es P(

P(0'96 <82 £7'79) = 0'95 %

En definitiva, tomando sucesiv, estras de tamafio 9 de una poblaciéon
X=N(;2), el 95 % de las ye cedera que el estadistico varianza muestral
se concreta en algiin punto Mitervalo (0'96;7'79).

¢4 &

* Siendo n=101y 0 =2, @1.82/4 =X1200. Procediendo como en el caso

de distribucién de 101.82/4 = X7, indica que:

@ <101.82/4 = X3y £129'6) =095
74'2.4 129'6.4
m <S2< =0'95:
Por tan es P( 101 <S4 < 101 j 0'95; o)
sea:P(2'93 < '13)=0'95.

En del@ tomando sucesivas muestras de tamafio 101 de una poblacién

X=N el 95 % de las veces sucedera que el estadistico varianza muestral
se concreta en algin punto del intervalo (2'93;5'13).

anterior, la tabla de la




Toy triste y lloroso Q
porque la Estadistica )

- L]
no me mima como ’
mi mama “.

FONEMATO 2.6.12

De una poblacién normal de varianza 4'5 se tom uestras independientes
de tamafio "n". Determinese "n" de modo que sea\ nos 0'95 la probabilidad
de que las medias muestrales difieran en no m%\mdades.

SOLUCION 0

Siendo X =N(HU;v4'5), si (Xq;....;Xy) e@... ;Y,,) son las respectivas va-
riables muestrales que expresan los re% que pueden presentarse al tomar
las dos muestras de tamafio "n" indicac%

n

—l .= . ! _:l
X=Ly X =N 45y Y =1,

Y; =N(U;4/4'5/n)
5O

Por tanto, siendo independien Nstadisticos medias muestrales X e Y, es:
%Y :N(O;«/9/n)
EQEY) = E(X) ~E(Y) =H —p =0
-Y)=V(X) +V(Y) =9/n

M=

Debemos determinmxie modo que P(‘ X - ?‘ < 2) >('95:

PQ@\ <2)=095 0 P(\ N(0;1¢ ﬁ) >0'95 0]
0 @(O;s 2 |—120950 P|N(0;B —2—|209750
1/9/[1) ( A/9/n

0-—2> 196 =n 9
9/n




FONEMATO 2.6.13

De dos poblaciones independientes N(H1;071) y N(H,;0,) se toman muestras
de tamafios respectivos "n" y "m", siendo X e Y las respectivas medias mues-
trales y Sgl y ng las cuasivarianzas muestrales. Determinese la distribucion de
probabilidad de los estadisticos Tj y T5:

T, =012 +m-lg2

0_12 cl 0_2

2
_X=Y)=(U “H2) Jn+m -2 &
T, = .
2 \/(012/n)+(0'%/m) JT1 (?

SOLUCION

L 4
Para la muestra de tamafio "n" de la poblaciéon N(Hy; iendo 812 la corres-

pondiente varianza muestral, es (n—1).82 /07 = \ es n.87/07 =x2_ vy
ﬁ:é

812 =(n —1).851 /n. Para la muestra de tamafio la poblaciéon N(U,;05),

2

siendo S% la correspondiente varianza mues (m —1).8%2 / 0% =X5-1>

pues m.S3/03 =X2 _; v 83 =(m —1).52,/

En consecuencia, debido a la reproductivi la distribucioén ji-dos, es:
_n—1¢ ., m 2 ~vy?2
T = 2 Sa ¥ 2 = Xa+m-2

;0,5 /+/m) las respectivas medias mues-

+ (0% /m)); por tanto:

—H2) < Ny
n) +(03/m)

En consecuencia, reco

es el cociente entre x

Juana = Xﬁ dividi sus grados de libertad (siendo independientes "Pepa" y

"Juana"), si consi

que la variable t-Student con "k" grados de libertad
able Pepa =N(0;1) y la raiz cuadrada de una variable

OSs quc

2T DT TR 20y Juana =Ty =24,
@ \(02/n) + (0} /m)
cS:

(X=Y) = (Mg —H)
1, = VO O3 /m) K-~y ) Va¥m-2_,
Ty Jo2/my+(©03/m)  T1

n+m-—2

ntm-2



FONEMATO 2.6.14

De dos poblaciones independientes con la misma varianza 02 se toman mues-
tras de tamafios respectivos "n" y "m", siendo X e Y las respectivas medias
muestrales. Si W es la media aritmética de todas las observaciones realizadas,

demuéstrese que V(W = X) =m.02/(n2 +n.m).

SOLUCION
Siendo (X71;....;X ) e (Yq;....;Y,) las respectivas variables m S que ex-
presan los resultados que pueden presentarse al tomar las dos m s indicadas,
o

x=Lyx v=L¥v O

X _H._§1Xi 5 Y —Elgl Y]

N

1
Siendo W la media aritmética de todas las observaci r@a

lizadas, es:

_ 1 n
W_n+m .ZX1+
1=1
Por tanto:
V(W -X) =v| — —Qix =
n+m I n’. !
i=1
m l n
. +ZY] _E zXI
i= i=1 i=1
1 - 1 - m <
_(n+1’n ZY]_n+m' ZY]—szl
=1 =1 i=l

.., Y, son independientes

_‘n-o'zj :m'—o-z
n2 n2 +n.m

1<@,1bles X1y s X5 Y], ..., Yy tienen varianza 02, como

las dos poblaciones muestreadas




FONEMATO 2.6.15

La duraciéon media de las bombillas tipo A es de 2500 horas con desviacion tipica
600 horas, y la duracion media de las bombillas tipo B es de 2300 horas con des-
viacion tipica 800 horas. Se toman 300 bombillas tipo A y 200 tipo B.

1) Calculese la probabilidad de que la duracién media de las bombillas tipo A no
supere en mas de 100 horas a la duracién media de la del tipo B.

2) Calculese la probabilidad de que la duracién media de las bombillas tipo A su-
pere en mas de 200 horas a la duracién media de la del tipo B.

3) Determinese un intervalo en el que puede esperarse, con pgobabilidad 0'95,
que se encuentre la diferencia de medias muestrales.

SOLUCION

Siendo "X" la duracién de las bombillas tipo A e "Y" la @uragion de las del tipo
B, se nos dice que:

E(X) =2500 ; V(X)=6002 ; E(Y) =2300, 5¢(Y) =8002

Siendo Xe Y las respectivas medias muestrale$eOfrespondientes a las dos
muestras indicadas, por ser grandes los tamafi@s muestrales 300 y 200, podemos

aproximar (Lindeberg-Levy) la distribuciéon dé"probabilidad de X mediante la
normal con media y varianza las de X, y laadiS#ibucion de probabilidad de Y
mediante la normal con media y varianza las. dedY , que son:

E(X) = E(X) =2500 ; V(X) =V (X)/300 =6002 /300
E(Y) =E(Y) =2300 ; MY)=V(Y)/200 =8002 /200
Por tanto, como los estadisticos gX ¢ son independientes, la distribucién de
probabilidad de X =Y es normaly stefido:
EX =-Y) €5 E(Y) =2500 —2300 =200
V(X =Y) = VXt W(Y) =(6002 /300) +(8002/200) =4400
1) Es:

P(X - Y <100}z P@N(200;+/4400) <100) :P(N(O;l) SM) =..

4400

2) Es:
P(X - Y 200) = P(N(200;+/4400) >200) :P(N(O;l) >Mj =0'5

4400

3) En la disftibucion de probabilidad del estadistico X =Y =N(200;~+/4400) hay
infinidad de intervalos que "encierran" masa 0'95, y cualquiera de ellos "sirve"
para resolver la papeleta. No obstante, como la variable N(200;~+/4400) es si-

métrica respecto al punto 200, entre los infinitos intervalos citados elegiremos
el simétrico respecto a dicho punto, que es el de menor amplitud. Asi, debe-

mos determinar ¢ >0 de modo que P(‘ X-Y - 200‘ <c> =0'95:



P(|X - Y -200] <c) =0'95 O P(\N(Oﬂﬁ: )=O’95|]

C
/4400
0 —== 198 130
/4400
Por tanto, si tomamos sucesivas muestras de tamafio 300 de las bombillas tipo

A'y de tamafio 200 de las del tipo B, la diferencia entre las medias muestrales
se concretara en el intervalo (200 —130;200 +130) el 95 % de las veces.

FONEMATO 2.6.16

Sean 812 y S% las respectivas varianzas muestrales correspond@s a dos mues-
tras independientes de tamafios 5 y 4 de dos poblaciones n@

rianza.

es con igual va-

L 4
1) Determinese la probabilidad del suceso S /82 > 5 2 \
2) Con los mismos tamafios muestrales, si las p son N(3;2) y N(7;8),
o&@a

determinese un intervalo en el que, con pr d 0'95, se encuentre el
aleatorio cociente de varianzas muestrales.

SOLUCION

Es sabido que en el m.a.s de tamafio "n" de oblac1on N(M;0), el estadistico

n.52/02 tiene distribucion X2 S 1 PoQ siendo S ySZ las respectivas va-

rianzas muestrales correspondientes a stras 1ndepend1entes de tamanos 5
y 4 de las poblaciones X =N(lq;0 N My;05), es:

5,52 /02 = @ 4.53 g 3=X3-1 =X3
‘\ 48 /0 1682

En consecuencia, siendo O m =F3.4.
52 /cr1 1582

1552 15 15

_ 16 20\ =1 _(y
$ =1-P(F3y SE'52) ;1 0'928
rpolando entre P(F3,4 <4'19) =0'9 y P(F3,4 <6'59) =0'95

2)S81 X = 2) e Y =N(7;8), para tamanios muestrales respectivos 5 y 4, es:
5.87/22=%2_ =X7 ; 4.85/82=X%_, =X3

16.83
1) S/s1 =P[ 2 1652} P(F3 >1852) =

5.87 /22 ,

4.82/82 83

Por tanto: =Fy.3



En la distribucién de probabilidad de la variable 15.812 / S% = Fj.3 hay infinidad

de intervalos que "encierran" masa 0'95, y cualquiera de ellos "sirve" para re-
solver la papeleta. Como la distribucién Fy.3 no es simétrica respecto a ningun
3

punto, por comodidad, elegimos el intervalo que reparte la probabilidad
1-0'95=0'05 en partes iguales entre las dos colas (izquierda y derecha) de di-
cha Fy.3 (puede demostrase que éste no es el de menor amplitud, pero del de

menor amplitud es tan petardo que pasamos de él). Segun la tabla de la fun-
cion de distribucion de la variable Fy 3 es P(F4;3 < 15'1) =097

P(Fy3<c)=00250 P(1/Fyz 1/¢f 0028 P(Fzy
0+ P(F3§ 1/g 0028 P(Bs, 1%k) 0975 =(c’

Asi, siendo P01 <15.87 /83 = Fy.3 £151) = 0'95, es: \’

P(01/15<.87 /83 <151/1
Por tanto, si tomamos sucesivas muestras de 2 5y 4 de las poblaciones

N(3;2) y N(7;8), el 95 % de las veces ocu% estadistico 812/8% se con-
creta en el intervalo (0'1/15;15'1/15).
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