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3.1 CONSIDERACIONES GENERALES

Si de una poblacién o muestra de tamafio "N" nos interesa observar a la vez dos
caracteres, a cada elemento de la poblacién le corresponde un par de valores o
modalidades, segiin que los caracteres observados sean variables o atributos.

Solo estudiaremos el caso en que los dos caracteres son cuantitativos, llamando
variable bidimensional a la correspondiente variable estadistica.

Del nimero de veces que observemos el par (xj;y;) diremos que es la frecuen-
cia absoluta bidimensional de dicho par, y se denota nj;.
La frecuencia relativa bidimensional de (xi5yj) se denota fij’ y es el cociente
entre su frecuencia absoluta bidimensional nj y la suma "n" de las frecuencias
absolutas bidimensionales:

] n: n:

b _ 1]
NI
L

Llamaremos distribucion bidimensional al conjunto de los pares (x i3Yj) con sus

respectivas frecuencias absolutas o relativas.
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3.2 TABLA DE CORRELACION

Es un cuadro de doble entrada mediante el que representaremos las distribucio-
nes bidimensionales.

X/Y | yp [z yj || Yy | Suma
X1 n11 M nij R N Nie
. ny M nij S Ny Nie
Xk Ny | 55 nkj | N Nie
Suma | neq | i Noj Nem N
siendo
m

Nje = Z nj; = frecuencia absoluta de x;
=1

I

Nej = Z ny = frecuencia absoluta de Vi
1

1

f —if--—iﬂ—l in--—nl=frec encia relativa de x;
TS T AN NS T T :
=1 =l =
k k n. k N .
fj=' fij:Zﬁzﬁ-z nj = I:]Efrecuenciarelativadeyj
B
2 Z = 2 fie S =

Exactamente lo mismo st "X" ¢ "Y" se expresan mediante intervalos de clase.

Por ejemplo: considera que al lanzar dos dados 24 veces se obtienen los siguien-
tes resultados:

X1 242 3541334125434 4
Y|231432641606512511

5316546
26 62125

Asi,da correspondiente tabla de correlacion es la siguiente:

X/Y[1[2]3]4]5]6] ni
1 [0]1]0][0|0][3] 4
2 |1]lof1]o]1]o] 3
3 |1lolol2]o]o] 3
4 |2]3]lolof1]1] 7
5 |2[1l1]o]o|1] 5
6 |ol1lolol1]o] 2
ne [6]6[2]2]3]5|N=24
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3.3 DISTRIBUCIONES MARGINALES

En una distribucién bidimensional (X;Y), la distribucion marginal de la varia-
ble "X" es la distribuciéon unidimensional de frecuencias definida por los valores
que toma "X" y las frecuencias de los mismos .... y la distribucién marginal de la
variable "Y" es la distribuciéon unidimensional de frecuencias definida por los
valores que toma "Y" y las frecuencias de los mismos.

X | x| xp [un| x| LY | V1 ¥l Vm
Nje | N1 | Npe | | Nie | ~ | Dej | Nl || Nep [ | Nepy

Para las distribuciones de frecuen-
cias marginales pueden pedirte
cualquier asunto relacionado con
el Tema 2

=5

DI9TRIBUCIONES
UNIDINENSIONALES %

iCazado al
vuelo!

Por ejemplo;la distribucion de frecuencias marginales de "X" en el caso de los
dos dados, es:

X/Y 1 [2(3]4]5]6] nj
1. [o[1]0]0]0[3] 4
2. [t1]ol1]of1]0] 3
3 [1]olof2]ofo] 3 | X [112]314]15]6
4 J203fofof1l1] 7 ne [4]3]3]7]5]2
5 J2l1f[1]ofof1] 5
6 lof1]oflof1]0o] 2
N =24

e [.a media de "X" es:

1.4+2.3+33+4.7+55+6.2 g4

24 _24_35

X =

¢ El momento de segundo orden de "X" respecto al origen es:

12.4+4223+4323+42.745254+62.2 1357
24 24

o .2 varianza de "X" es 14'66 — 3'52 = 2'41.

=14'66
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Por ejemplo, la distribuciéon de frecuencias marginales de "Y" en el caso de los
dos dados, es:

Y [1]2
6

Ne; | 6

4
] 2

3 516
2 315

e [.a media de "Y" es:

__1.6+2.6+3.2+4.2+5.3+6.5_ﬂ_3,21
T 24 T 24

e El momento de segundo orden de "Y" respecto al origen es:

12.64+22.6+32.2+42.2+52.3+62.5 335
24 24
o .2 varianza de "Y" es 13'95 — 3'212 = 3'64.

=13'95
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3.4 DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS

® La frecuencia de y; condicionada a que X =x; se denota f (v / X;), vy es la fre-

cuencia relativa con que se observa y; en el conjunto de observaciones en que
NG b s de "7

X =xj; o sea: f(yj/xi)z = La distribucion ide frecuencias de "Y
s .

1@ 1

condicionada a que X =x; es la distribuciéon unidimensional que forman los
valores yq, ...,y que toma "Y" con sus correspondientes frecuencias condi-

cionadas f(yy / X;), eees £(y i / X5)-
® La frecuencia de x; condicionada a que Y = yj se denota f(x; / ¥i), y es la fre-
cuencia relativa con que se observa x; en el conjunto de observaciones en que
n.. ..
Y =yj; 0 sea: f(x; / Vi) = = fi Ila distribucion de frecuencias de la varia-
Nej; o
] J
ble "X" condicionada a que ¥ =7y; esla,distribucion unidimensional que for-
man los valores xq,.... ,x} que toma "X" con sus correspondientes frecuencias
condicionadas f(xq / yj), .5 £(xi / yj)-

e Se verifica que

k ] .
S fx /3y ===
1=1

= 3
S tsy/x)=E—= e s
jzl i. i.
Obviamente, para las distribucio-
nes de frecuencias condicionadas
pueden pedirme cualquier asunto
relacionado con el Tema 2

DISTRIBUCIONES
UNIDIMENSIONALES

iCazada al
vuelo!
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Por ejemplo, en el caso de los dos dados, determinemos la distribucion de fre-
cuencias de la variable "Y" condicionada a que X =5:

X/Y[ 1] 23] 457 6] ni
1 o1t ]Jo]o]ol]s3 4
2 1o | 1]0] 1|0 3
3 1 ]Jojo|2]07]0 3
4 2 310l o1 ]1 . |~
5 20011l t]]]ol]lo]]]1 5
6 0O |1t ]o0o]o01T]o0 2
nej | 6 | 6| 2] 2| 3 |5 [IN=24
Y/X=5 | 1 [ 2]31]4]5] 6
= E(y; /xi=5) [ 2/5[1/5[1/5 0,0 1/5
e amediade Y/ X=5es:
6
T =Nvfv Sx. =5 =1 2401 ,31 1_13_,
yXi:S—Zy].f(y]/xl—5)—1.5+2.5+3.5+4.0+5.0+6.5— =2'6

=1
¢ El momento de segundo orden de Y /X =5 respecto al origen es:

12%+22%+32%+42.0+52.0+62%:%:10

e Lavarianzade Y / X =5€s10 — 2'62 = 3'24.

Por ejemplo, en el casorde los dos dados, determinemos la distribucion de fre-
cuencias de la variable "X" condicionada a que Y = 2:

X/YP| 2 [374]5]6] npe
1 olof[1]]ofo]o[3] 4
2 |1]]ol[1]o]1]0o| 3
3 |1f[o]joj2|0l0| 3
4 [2|T3]lolol1l1] 7 |7
5 |2f[1][1]o]o]1] 5
6 |o|[1]lofo]1]o] 2
ney |6[[6]]2]2|3|5|N=24
X/Y=2 [ 1 ]2]3]4]5]6
= fGxi/y;=2)[1/6 [0 [0[3/6[1/6|1/6
e lamediade X/Y=2es:
6
- _ Cf(x. Jv.=2)=1L 3.1 1_24_
ij:5—le.f(xl/y]—2)—1.6+2.O+3.0+4.6+5.8+6.6— =4

i=1

¢ El momento de segundo orden de X /Y =2 respecto al origen es:

21,52 2 23,201,201 109 _,q
l.6+2 0+34.0+4 .6+5 .8+6.6 3 18'16

o L.avarianzade X /Y =2 es 1816 —42 =216
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3.5 MOMENTOS BIDIMENSIONALES
Momentos respecto al origen

El momento de orden (r;s) respecto al origen se denota a., siendo:

ZZXY

1=1 j=1

s>

Casos famosos:

m m k m k _
alo—Z;X}y]OfI] Z%lelf:Z%XI Zlfl IZX fie =x
= i=1 j= i= i=

ag = ZZXﬁ)Y} —iiy]fl—fy@ ) ;Zn; foj=y

1=1 j=1 =1

m
De igual modo, apy = Z Z X‘12 y? fj; es el momento de orden 2 que respecto
i=1 j=1
s 0,2
al origen tiene la distribuciéon marginal de "X", y agp = Z‘i Z% X7V fjjes el
1= ]:

momento de orden 2 que respecto al origen tiene la distribucién marginal de "Y".

Momentos respecto a las medias

1=1

El momento de orden (r;s) respecto a las medias se denota m ., siendo:
k m B \
=2 2 (i ==y f
i=1 j=1
Casos famosos:
k m _ k (m k _
mlozz Z (Xi_x>l'fijzz (Xl_x>[zf1] IZ (Xi_x)'fio =
=1 j=1 1=1 =1 1=1
k m _ m B k m _
mop =2, 2, (v~ DL =200 = Y)-(Zfij =2, (yj—v)fej=0
i=1 j=1 =1 i=1 i=1
k m _ k B m _
myo =, D, (xi =26 =D (xi =2 X6 |=2 (xi —x)2fe=8%
i=1 j=1 1=1 =1 1=1
k m k m
moz =Y, 2, (i~ V)7 —Z (Vi = 02| 26 =2 (rj—v)2fej =5%
7| : .

Del momento myyse dice que es la covarianza, y se denota Sy

k m
Sxy =miq1 =2, D (xi = x).(y; ~ y)-f
1=1 j=1
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El signo de la covarianza Sy indica el sentido de variacion conjunta de las
variables. Si Sxy >0, las dos variables varfan en el mismo sentido (en prome-
dio) .... y st Sxy <0, las dos variables varfan en sentido contrario(en promedio)

Es:

=a11 — X-Yiall —210-4201

X=2410 > Y=an

Por ejemplo, en el caso de los dos dados, sabiendo ya que x = 325 e y = 3'21, es:

Sxy =a11 —x.y=aqq —3'5.321=10'33 — 3'5.3'21 = -0'905

A
X/Y|[1][2]|3]4]5]|6
1 0/1/0[0]0]3
2 110]1]0]11]0
3 110/012]0]0]|=
4 213010111
5 211111001
6 0[1]0]0|1]0
1 8¢
= a1 :EZ z Xi'Yj'nij =
i=1 j=1
—1'2'1+1'6'3+2'1'1+2'3'1+2'5'1+3'1'1+3'4'2+4'1'2+4'2'3+4'5'1+
B 24
+4.6.1 +5.1.2+5.21+53.1+5.6.1+6.2.1+6.5.1 _
24 B
248 .
==—==10'33
24
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La covarianza ante los cambios de origen y escala
X — A4 Y-A,
By B, ’

SiU=

yV=

k m B ~
Sxy =mi1 =2, 2, (xi =)0~ v)-fip=

=1 j=1
u-—Xl_A1:> X_i:Bl‘Ei+A1
! Bl XIBl.u-l-Al
o T - A - ¥j=B2.vj +A
] By y=By.v+ A,

m J— J—
:Z Z (Bl‘ui+A1 —B1.u—A1).(B2.Vj+A2—B2.V—A2).fij:

—_
Il
—_
—_—
Il
—_

Por tanto, eligiendo adecuadamente el nuevo origen (Aq1;A5,) y los factores de
escala By y By, podemos aligerar notablemente el calculo de la covarianza.

El coeficiente de coarrelacion

o = OXY
XY T S¢Sy

SiU=

yV= , €s:

Sxy
Suv__ BBy _|By|[By| Sxy :|B1|-|Bz|r

rUV:sU.sVTsX Sy BB, Sx.Sy B.B,

[By|'[ By
Sxy Sx Sy
Suv = s Su=t=75 Sv =15
SV BBy Y (B[ TV [By|
Si B B : : : |B1||B2| — —
1y By tienen igual signo, es =1, porlo que 1y =rxy-
B;.B,
Si B B : : : |B1||B2| — _ —
1Y By no tienen igual signo, es BB, 1, por lo que ryy = —rxy.
1-
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3.6 INDEPENDENCIA ESTADISTICA

Se dice que la variable "Y" se distribuye independientemente de la variable "X" si

sea cual sea el valor elegido para "j", la frecuencia de y; condicionada a que
X = x; es la misma para todo valor de "i"; o sea:
£(y; /xq1)= f(y; /Xo)= ... = f(y; /x1), Vi=1,2,....,m

Propiedades que se derivan de la independencia

1) Si todas las frecuencias condicionadas de y; son iguales, coinciden con'la fre-

cuencia marginal de y;. En efecto:

si f(y; / x;) es constante

k v
:Z (Y /X 10 f(y /X1> pr f(y /X1>
TS plo

£
£(y; /Xi>:f_]:>fij =£(y;/ xi)-fie Zfio =1
i=1

10

Obvio: siendo siempre fj; = f(y; / x;).f;e, si cuando las frecuencias condicio-
nadas de yj son iguales sucede que f.j =f (v / x;), también sucede que
f = fq; fl., o sea, la frecuencia bidimefisional relativa es el producto de las co-

rrespond1entes frecuencias marginales relativas.

Obvio: si cuando "Y" es independiente de, "X" sucede que fj; = fjo.foj; se tene

. Ne Nig.MNe;
t;; —fl.f.}:>N¢(ﬂlo)[ ]]:n]_ 1N J

I'l.j

que

Ili.
s LI
N > .] N

2) Si la variable "Y" 'se distfibuye independientemente de la variable "X", la va-

fio=

riable "X" se‘distribuye independientemente de "Y", pues por ser "Y" inde-
pendiente de "X", esify = fj4 .fo;, y como siempre es fj; = £(x; /y-) foj, resulta
que f(x;/ ¥;j) = fje; es decir, sea cual sea el valor clegido para "i", la frecuenc1a

de x; condicionada a que Y =y es la misma para todo valor de "j".

3) St"Y" ("X") es independiente de "X" ("Y"), las medias de "Y" (de "X") condi-
cionadas a los diversos valores de "X" (de "Y") coinciden entre si .... y también

coinciden con la media marginal de "Y" (de "X").

4) Todos los momentos respecto al origen o a la media de "Y" ("X") condiciona-
das a los diversos valores de "X" (de "Y") coinciden entre si .... y también co-
inciden con los momentos marginales de "Y" (de "X").
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5) La covarianza es 0:

k m

SXY = Z Z (Xi —;)(y] —§)f1] =
i=1 j=1

- Z _ (X —g)-(yj —v).fie foj =

k m
:[Z (Xi—g)-fio)- D, = y)-fej [=0
: 5

v

0 0
Naturalmente, si la covarianza es 0, el coeficiente de correlacién también.

Ojo!: la covarianza puede ser 0 sin que "X" e "Y" sean independientes.

El que "X" ¢ "Y" sean independientes significa que cada una va a su bola; es
decir, los valores de una no condicionan en modo alguno los valores de la otra.
Por ejemplo, "X" expresa el peso de los estudiantes e "Y" la nota que obtienen

en el examen de Matematicas.
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