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4.1 INTRODUCCION

Siendo (X;Y) una variable estadistica o poblacién bidimensional, nos plantemos
estudiar la relacion de dependencia entre "X" e "Y".

La relacion entre "X" e "Y" puede obedecer a tres motivos:

1) Una de las variables influye en la otra. Por ejemplo, del nivel "X" de tentain-
fluye en el gasto "Y" en alimentacién.

2) Una tercera variable influye en "X" e "Y". Por ejemplo, el nimera"X" de telé-
fonos méviles en un pafs y el nimero "Y" de coches que se venden emese pafs
pueden mostrar cierta relacion debido a la influencia que en X" e™Y" tiene la
renta disponible "Z".

3) El azar. Por ejemplo, podemos encontrar cierta relacioft entre el numero "X"
de matrimonios en Moldavia en los dltimos 124 meses y.el numero "Y" de va-
cas locas en Inglaterra en el mismo periodo de tiempo .....pefo es evidente que
no tiene sentido plantearse estudiar la relacion entre "X" ¢ "Y".

Dependencia funcional

Diremos que la variable "Y" depende funcionalmente de la variable "X" si pode-
mos establecer una funcién f:R = R quena cada valor de "X" le asocia un valor
de "Y". Por ejemplo, siendo "X" la velocidadide un movil e "Y" el espacio que
recorre en un tiempo dado "t", sucede que ¥.= £ (X) = X.t.

Dependencia estadistica

Es claro que hay variables (coma pesoyy estatura, renta y ahorro, horas de estudio
y calificaciones en los examenes, etc.) que estan relacionadas, pero la relacién en-
tre ellas no puede expresarse mediante una funciéon "F". De este tipo de relacion,
que n puede expresarse de modo funcional, se dice que es una relacion estadisti-
ca.
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4.2 RECTAS DE REGRESION

Sea (X;Y) una variable estadistica o poblaciéon bidimensional representada por
"n" pares (x;;y;) de frecuencia absoluta unitaria.

Regresion de "X" sobre "Y": pretende explicar el comportamiento de "Y"
(variable dependiente) en funcién del comportamiento de "X" (variable inde-
pendiente) mediante una relacion lineal y* =a.x + b.

Determinaremos "a" y "b" mediante el método de los minimos eiadrados; o

sea, "a" y "b" son los que minimizan la suma "S" de los cuadrades de losyresi-

duos e; =y; — (a.x; + b); 0 sea, minimizan

S=3 (1 - (a.x; + b))?
i=1

[ { .
Recta de regresion de "Y" sabre *X"

ﬁy*za.x+b
[ ]

(R

a.x;+b

Como veremos en la pagina siguiénte, resulta ser:
a=Sxw/S¥ ; b=y-—ax
Asi, 1a llamada recta de regresion de "Y" sobre "X" es:

S - =S
ViEax + b= y*= XY <+ y — X. XY |
2 2

a=SXY/S%< 5 b=5_7—a.§=§_7—§.SXY/S%<

- S —
= yFoy=—r(x—x)
SX

Obsétvarlarecta de regresion pasa por el punto (x;y).

De a= Sxy/S%(, que es la pendiente de la recta de regresion, se dice que es el

coeficiente de regresion de "Y" sobre "X", e indica la variacién que sufre "Y"
cuando "X" varfa una unidad, supuesto cierta la relacion lineal y*=a.x + b.

Como S%( >0, el signo de "a" es el de la covarianza Sxvy; por tanto, si la cova-
rianza es positiva (negativa), la recta de regresion tiene pendiente positiva (negati-
va); o sea, es ascendente (descendente).
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S
S:Z(Yi_(a-xi"‘b)) es minimo s1a—ﬂ y b=y—ax

22 (a.x; +b)).(=1)=0

Ecuaciones normales

n n n n n n
in-Yi_a'Zij_b'ZXi:O a.ZXiZ-l-b.ZXi:ZXi.yi
=il i i=1 i=1 i=1 i=1

iyi—a.ZXi—n.b=0 ale-l—nb ZYI
1=1 1=1

J L 1=1

: LS Y =y —ak i .
De la 27 resulta b—n.(gyl a.gxlj—y a.x, que sustituido en la 1%

n _ . n n
a.ZXiZ +(y— a.X).ZXi 2 ZXi-Yi =
i=1 i=1 1=1
n . n n y o
= a.(ZXiZ - XZ&] y ZXi~Yi - Y'in =

n _ 1 1 n o
ZXi'Yi —y.ZXi Hleyl —X.y
i=1 i=l  _ 7=l

= a=1= =
n | | n l n 5 —
Z:XIZ—XZ:X1 T EZXI - (x)

dividiendofnumerados y denominador por

_OXY
2
5%

" H

s un minimo, pties a matriz hessiana de es definida positiva en todo
E inimo, triz h de "S" es definid it tod
punto:

- O
228 028 2.) x2 2. x;
0a2  0adb 25 22
028 928 a

oboa b2 Z.in 2.n

H(S) =

ya que
Hy =2 x2>0

Hy =[H)|= 403 x2~4.(Y x;)* = 4.02.(L. 3 x?-()2) = 4.n2.8% >0
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Regresion de "X" sobre "Y": pretende explicar el comportamiento de "X"
(variable dependiente) en funcién del comportamiento de "Y" (variable inde-
pendiente) mediante una relacion lineal x*=a'.y + b

Determinamos a' y b' mediante el método de los minimos cuadrados; o sea,
a' yb' son los que minimizan la suma S' de los cuadrados de los residuos

e; =x; —(a.y; +b'); o sea, minimizan

n

' ' "2
S'= > (xj —(a".yj +b))
i=1
Y A .
Recta de regresion de "X" sobre "Y"
| l ej=x; —(ayj +

x*=a'.y+L

~» X

a'.yi +b'

Resulta ser:
a'= Sxy/S%( y b': g — a'.§_7

Asi, la llamada recta de regresion de "Y" sabre/fX" es:

S - =S
X*=a'.y+b':>X*=—}§Y.y+ X—y.—}éY
T SY SY
a'ZSXy/SZ ;b'=§—a'.§=§—§.5xy/8%{
3 _
=>X*—X=L2Y-(y—y>
SY

Observa: la recta de regresiéh pasa por el punto (x;y).

De a'=Sxy /S%(, que, con los ejes dibujados, es la inversa de la pendiente de la
recta defregresion de 'X" sobre "Y", se dice que es el coeficiente de regresion
de "X" sobre "¥", efindica la variacién que sufre "X" cuando "Y" varia una uni-
dad, supuesto cierta la relacion lineal x =a'.y +b'.

Como S%{ >0, el signo de a' es el de la covarianza Sy ; por tanto, si la covarian-

za es positiva (negativa), la recta de regresion tiene pendiente positiva; o sea, es
ascendente (descendente).
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4.3 VARIANZA RESIDUAL

La recta de regresion de "Y" sobre "X", es la que, segin el método de los mini-
mos cuadrados, mejor representa o explica la relacion entre la variable depen-
diente "Y" y la independiente "X", pues para esa resta se minimiza la suma

S=>(y; —(ax; + b))2 de los cuadrados de los residuos e; =y; — (a.x; + b).

Conocidos a=SXY/S%< y b=y—a.x, queda determinada la distribucién de
residuos e; =y; — (a.x; + b), que tiene media 0 y varianza S/n:

‘:%.Zei =%.Z(yi —(a.x; + b)) =
— (%,Zyi)— a.(%.ZXi) — bzgf— a.x—b=0

b=y-ax T

S2=L.3(e; — o> ;%.zegfzﬁ.z(m —(ax; +Db)* =3

e=0 e; =y; —(a.x; + b)

De S2 =S/n se dice que es la varianza residual, y es una buena,medida de la
bondad o calidad del ajuste lineal y* = a.x + b realizado.

Observa: es SZ =0 si todos los residuos e; =y; — (a. ¥} + bjason nulos; o sea, si

H "

y; = a.x; + b para todo valor de "i", es decir, cada valot observado y; de "Y" co-
incide con el valor tedrico a.x; + b que propoteiona la fecta de regresion (por
tanto, la relacion entre "X" e "Y" es de dependencia funcional). Cuanto mayor

sea SZ, menor es la representatividad de la recfa'de regresion.

iChollo!: podemos determinar la varianza residual 82 = S/n sin calcular "S":

2 122—12 ax+b))

:

S - S
esa= ¥ bh=y—ax= ZXY
X S%{
S S g S ’
_12 XY - XY & 12 XY
0 [YI_Q 1 i S%{ X) n [( . )_ o X)]

4 " g2
SX Sk .
s%{ s§< SxXY
S2 S S2
2 XY 2 XY 2 XY
X X X
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4.4 DESCOMPOSICION DE LA VARIANZA

Refiriéndonos a la regresién de "Y" sobre "X", la varianza S%, de la distribucién

de valores observados y; de "Y", la varianza S%(* de la distribuciéon de valores
tedricos y; =a.x; +b de "Y" y la varianza SZ de la distribucién de residuos

e; =v; —V: =v; — (a.x; + b) son tales que:

2 Q2
S§ 758+ +52

Es: S%(* :lZ(YT _;7*)2 ;%Z(YT _§)2

a.xi+b:>§_7*=a.§+b;a.§+(§—a.§)=§

*_

Yi

b=y—ax

Es:

S :%-Z(Yi —y)? K%Z(Yf —y+ 61)2 =%-Z((Y}k -7+ ei)z .
Vi=Vitei=yi—y=vyi—y+te
=(%-Z(Y? —§)2) + (%-Ze?) + 2-(%-2@? _5_7)-61);
2 —yei =2 yiei—y. D¢ Y 2 vi-¢i=Xaxihb).¢i =

Zei =0
Za.ZXi.Ci U b.Zei ia.in.ei io

segun la 1* de las ecuaciones normales

= (3207 -9)) £ XM= 58 + 52

n

N

S 52

De S%{* se dice que es la varianza explicada por la regresion, y expresa la varia-
bilidad de "Y" debida a la supuesta relacion lineal entre "Y" y "X" ... y la varian-
za residual SZ expresa lag¥asiabilidad de "Y" que se debe a causas ajenas a la
relacion lineal entre "Y" "' X".

Es S%{ = S%{* si S2 =040 scaysi todos los residuos e; =y; — (a.x; + b) son nulos,

nn
1

es decir, para todo(valor de\"i" sucede que el valor observado y; de "Y" coincide

con el valor teético anx; +/b que proporciona la recta de regresion.

A la hora de lo cetidiano, si conocemos "a" y S2 , calcularemos S%{* teniendo

en cuenta que como y; =a.x; + b, es S%{* =22.5%.
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4.5 COEFICIENTE DE DETERMINACION

El coeficiente de determinacién R2 es el cociente entre la varianza S%{* expli-

cada por la regresion y la varianza S%{ de "Y", y puede emplearse como medida

de la bondad o calidad del ajuste y* = a.x + b realizado.
2 2

SZ ? SZ SZ
S% =534 +52 =53, =53 —S2

El valor de R? esta en [0;1], pues R2 es un cociente de varianzas (ndfaeros no
negativos) y el numerador no es superior al denominador. Si R =1 S2 = 0),
la relacion entre "X" e "Y" es de dependencia funcional, como,quedé dicho. Si
R2 <0'75 consideraremos que la relacion lineal y*=a.x4 b no €§ buena para
explicar los valores que toma "Y" a través de los valores que toma "X".

4.6 COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL
Sxy
De r=

Sx-Sy
coeficiente de correlacion lineal.

, que tiene igual signo que la coyafianza Sy, se dice que es el

q2 252 g2
Como Sy =12.8%.5%, es $2 =83 - e S% -2 = (1-12).8%
SX SX
2 2 2 2
e RZZSY*:SY—S§:1_£:1_SY—(S Xy /S%) _ Sk 0
' 2 2 2 2 2 Q2
% % 55, 4 % - 5%.82
SE= 8% 8%y /%)
52
Asi, siendo R2 €[0;1], es r €[x=1;1]. Como r2 =R2 =1 —8—2, se tiene que:
Y

®Sir= {_11} (= S2 =0),4a relacion de dependencia funcional entre "X" ¢ "Y" es
{directa

inve rsa}’ pues la'pendiente a =Sxy/ S%( de la recta de regresion tiene igual

sicno que la covarianza S e es positiva sit= { 1 }
u u i .
shoq Xy 9 negativa -1

e Sip=0(=S2=52 ), no hay relacién lineal entre "X" e "Y".

Si Us(X—A)/ByV=(X—-A"/B,es:
Sxy BB'Syy BB Syv _ BB

r I
XY 7 8x Sy +(|B|SU> (B|Sy) [Bl/B|sy.Sy |B[[B]"YY
Sxy =B.B".Syv ; Sx =|B|Sy ; Sy =|B|.Sy

Por tanto, si By B' tienen igual signo, es ryy =ryy, siendo ryy =—ryy si
By B' tienen signo contrario.
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4.7 POSICION RELATIVA DE
LAS RECTAS DE REGRESION

La pendiente a =Sxy/ S%( de la recta de regresion de "Y" sobre "X" tiene igual

siono que la inversa a'= Sy /S2 de la pendiente de la recta de regresion de "X"
gno q XY /9y p g
sobre "Y", siendo:

SZ
a.a'=—2Y =2

2 Q2
S5 .S%

e Sir=t1=a.a'=r2=1=a=1/a"= las dos rectas de regresion tienen igual

pendiente .... y como ambas pasan por el punto (x;y), son la misma recta.

A
Casor=1 Casor=-1

> X | > X

X X

-

'
E
pendiente de la recta de regresién dé "Y' sobre "X" es inferior al valor absolu-
to de la pendiente de la rectade regresion de "X" sobre "Y"

e Sire(-1;0)U(0;1)=]|a.a'|=r2 s> |a|<5—; 0 sea, el valor absoluto de la

Y4 0<f<i Y4 O<r<-1
X/Y

Y/X

N \‘<1|

> X L > X

X X

e Si r=00=a= 0= la recta de regresion de "Y" sobre "X" tiene pendiente O y
pasa‘por el punto (x;y) .. y la recta de regresiéon de "X" sobre "Y" es la
perpendieilar a la anterior que pasa por el punto (x;y).

Y X/Y
y Y/X

| — » X
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