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1.1 CONJUNTOS CONVEXOS

e Si x1y x2 son puntos de R, la recta que pasa por dichos puntos es el sub-

conjunto de R™ que forman los puntos z tales que:

£=K0§1+(l—k)0§2 :heR

n.n

Por ejemplo, en N3, la recta "t" que pasa por los puntos x1=(2;1;0) y
x2 = (1;0;4) es el subconjunto de R3 que forman los puntos z = (z1;2,;23) ta-
les que:

(z1529523) =A@ (2;1;0)+ (1= A) e (1;0;4) ; A eR
O sea: (z1529323) =1+ A;h;4—=4.0) ; AeR

Para cada valor concreto que se asigne a A se obtiene un punto
* SiA=2=(1+2;2;4—-4.2)=(3;2;—4) es un punto dea’
* SiA=-3=(1-3;-3;4—-4.(-3)=(-2;-3;10) e @

*Sih=...
o Si §1 y ;2 son puntos de M1, el segmento linealfgerrafo que los une es el
subconjunto de R™ que forman los puntos "z" tales q

Z=hexi+(1-L)e P<1
O asf: Z=7\.10§1+7»20§2 ; N 0, +Ap =1

Por ejemplo, en R2, el segmento ki c o que une x1=(2;1) y x2 =(1;0)

O sea:

se dice que "A" es convexo si el segmento lineal cerrado que
uamguier par de puntos de "A" esta contenido en "A"; o sea:

V'x1,x2 €A, VA €[0;1] sucede que?»0§1 +(1_7\4).§2 cA

A A

»
| »

CONJUNTO CONVEXO CONJUNTO NO CONVEXO

Convenimos que el conjunto vacio es convexo.
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1.2 COMBINACION LINEAL CONVEXA

® Decimos que el punto x e R es combinacion lineal convexa (CLC) de los
puntos X1, X2, .., xkeRD,six=2y ° x| +As °x) +. A e x|, siendo

A 20, Vi=1,2,...,k
M+AA +. .+ =1

En el caso k=1, resulta obvio que x es CLLC de x1 sélosi x =1ex1 = x7.

De la definicion se deduce de forma inmediata que, en el caso k=2, el punto
x €Rn es CLC de los S puntos X1 y X x2 s6lo si x es un punto del segmento lineal
cerrado que une X1 y X2.

e Teorema de caracterizacion de los conjuntos convexoff con®nto
no vacilo A R es convexo si y sélo si toda CLC de puntos dGpA" & punto
de "A".

(Por induccién)
Sea A < R un conjunto convexo.
Si x1 e A, las CLC que pueden hacerse con X1 son x —Mx| =x] €A.

Si x1, x2 €A, las CLC que pueden hacer b | VEZ son los puntos x del

segmento lineal cerrado que une x1 r "A" convexo, estd garanti-

zado que x €A.

Supongamos que §1, ;2, v Xk E ue toda CLC de §1, ;2, s Xk_1 €s
un punto de "A".

=1, xk €A, toda CLC de ellos es un punto
14 ...+ A1 ®Xk-1 + Ay ®x[, siendo

1+7\‘k =1; 7\4120, Vi=1,2,..,k

Demostremos que si x1,
de "A". En efecto, sea
A
Asi:
® X1 +...+7\,k_1 ® X|k—1 +7\,k.Xk:

siendo A =A1 + ... + A1

:XO(%O% +...+7L1;:1 'gk—1j+7‘k o x|

J

elemento de "A", por ser CLC
de x1, ..., Xk—1

elemento de "A" por ser CLC de dos elementos

Ao — A
de"A", el Tl'Xl + ..+ 11 1

Observaque A+ A =(A +... + A1)+ Ay =1.

Si toda CLC de puntos de "A" es un punto de "A", toda CLC de dos puntos de

"A" es un punto de "A"; por tanto, el segmento lineal cerrado que une cualquier
par de puntos de "A" esta contenido en "A", por lo que "A" es convexo.

x| — 1yel Xk.
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1.3 PROPIEDADES DE LOS CONVEXOS

1) La interseccién de conjuntos convexos €s un conjunto convexo.

2) Si A1y A, son subconjuntos de R, susuma Ay + A, se define
Al +A2 :{; eRn /§:§1 +§2, §1 EAl,gz EAz}
Asi, si A1y Ay son convexos, su suma Aq + Ay es un conjunto convexo.

3) St f: M= RM es una aplicacion lineal y S R™ es un conjunto convexo, el
conjunto f(S)= {E eRm /I xeS/f(x)= E} es convexo.

4) El conjunto "S" de las soluciones no negativas de un sistema lineal dgeecuacio-
nes (soluciones con todos los componentes no negativos), es conve

En efecto:

1) Siendo "I" un conjunto de indices (un subconjunto de lo @ les, incluso el

conjunto de los naturales), sea A; € R™ un conjuntgfconvgxo, Viel

Si N A; =9, estd demostrado que (] A; es conve es el conjunto vacio
1€l 1el

s Convexo. L 4

Si ) A #J, para demostrar que (| W€ e 0, debemos demostrar que
1€l 1€

Vu,ve(] A, VA e[01ffu uedeu+(l-A)eve() A

iel 1€l

Vamos al tajo: si u,v € ) AjyveA; Viel

Por ser convexos €0;1], es Leu+(1-A)eveA;, Viel; en

consecuencia:

Aeu+(l-Ayeve() A

iel
2) Para ue A1 + Ay es convexo, debemos demostrar que:
v@m +A,, VA e[0;1] sucede que Lou+(1—A)eveA; +A,
Si A0;1], es:
x-£+<1—x)-§?x-(£1 +uz)+(1-A)e(vi+v2)=

*SiueA;+A, =u=uj +uy, siendo u; €Ay yu2 €A,

*SiveA]+A, =>v=vi+va,siendo vi €Ay yv2 €A,
=(Leus +(1—x)-€1)+(xoaz+(1—x)o§2)$A1 +A,

Aeun +(1 —7»)0;2 €A,, yaque 52,92 €Ay y Ay es convexo

P {X eu; +(1—L)evi €Ay, yaque ui,vi €Ay y Aq es convexo
ues
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3) Para demostrar que el conjunto £(S) es convexo, debemos demostrar que:
V u, v ef(S), VA €[0;1] sucede que L e u+ (1— L) e v ef(S)
Si A €[0;1], es
x-ﬁ+(1—x)&?x-f@wo—k)-f(%):

*Siuef(S)=>3J u; €S/ f(u1)=u
*Sivef()=>3vieS/f(vi)=v

Siendo "f" aplicacién lineal, sip € Ry w e RO, es p o f(w)=f(ew)
:f(KoE1)+f((l—K)o;1)?

Siendo "f" aplicacién lineal, es f(Pepe) + f(Juan) = f(Pe Ju
=f(Loui +(1-L)evy) ef(S)

Pues A ® uq + (1-A)e vi €8, ya que ui,up € onvexo
4) Consideremos un sistema lineal de ecuaciones:

nes no negativas del sistema:

eRn/Aex = X>O}

@_ o
Para demost s convexo, debemos demostrar que:

u, veS VA e[0;1] sucede que ke u+(1—A)ev €S
@ ar'que z=A ou+(1—L)ev eS debemos demostrar que z es una
cim ngfhegativa del sistema lineal dado, lo que es trivial, pues

OE:AO(XOE+(1—X)0\7) XO(AOu)+(1—k)0 A.V =

*ueS=>Aeu=b T
* veS=>Aev=Dh
=Aeb+(1—-L)eb=b

Ademés, como u, v €S,es u=0y v>0; ycomo A €[0;1] y 1—A €[0;1], es
Leu>0; (1-L)ev>0
porlo que L ou+(1—A)ev=>0.
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|*SiueC=u=u] —u2

V*Si;eC:>§=v1—
=(heus +(1-2

T

1.4 HIP MO

Si c eRN es un vector de constantes (c#0) y o € R, llam ngrplano de

K1 al conjunto H={§ eRn /c'ex= OL}.

Todo hiperplano es un conjunto convexo, pues si V@, vell y A €[0;1], suce-

deque heu+(1—A)eveH, yaque c o(Leu+(l—- ) =a. En efecto:

#zk.oc+(l—7»).a:a

cle(Leu+(1-N)ev)=Ar.(c'ou)+(l

Por ejemplo, un hiperplano de ‘% {(X;y) eR2 /2.x+3y= 6}, que es
;0) y al eje OY en el punto (0;2).

Por ejemplo, un hiperp Res H={(x;y;2) eR3 / 2.x + 3.y + 2.2 =6},
que es el plano que ¢ agje OX en el punto (3;0;0), al eje OY en el punto
(052;0) y al eje OZ @m (050;3).

O a

X 3

Por ejemplo, un hiperplano de R+ es el conjunto
H= {(X;y;z;t) eR* /2.x-3y+5z—t= 7}
Naturalmente, es imposible visualizar "H", pues no es posible dibujar con 4 ejes.
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1.5 SEMIESPACIOS

Sea H= {; efn/clex= OL} un hiperplano de R1.

El semiespacio cerrado positivo asociado a "H" es Ht = {E eRn /clex> oc}.

El semiespacio cerrado negativo asociado a "H" es H™ = {E eRn /clex< oc}.
El semiespacio H* es un conjunto convexo, pues si V u,veHt y A €[0;1],
sucede que Ao u+(1-A)eveHT yaquec o(Aeu+(1—L)ev)>a.

En efecto:

cle(heu+(I-1)ev)=A.(c" -G)+(1—x).(2t-§)%x.a

- E— - E—
uveHt =>c eou2a ; veHT  =c ov

Analogamente se demuestra que el semiespacio H™ es @h confunto convexo.

Por ejemplo, los semiespacios cerrados positivo HT y tivo H™ asociados al
hiperplano H = {(X;y) eR2 /2.x+3y= 6} d o
H+:{(x;y)em2/2.x+3.y26} - ,Y)€m2/2~x+3°yg6}
A Y
a0

e

» X

(o} HE)“ ={§ eRn/cex> oc} se dice que es el semiespacio abier-

to positivo asociado a "H", y de Hy = {; eRn /clex< OL} se dice que es el

semiespacio abierto negativo asociado a "H".

1.6 PUNTOS EXTREMOS
DE UN CONJUNTO CONVEXO

Si A CR™ es un conjunto convexo, se dice que u €A es un punto extremo o
vértice de "A" si no es posible expresar u como CLC de otros puntos de "A" dis-

tintos del propio u; o sea, si u no es interior a ningun segmento lineal cerrado
contenido en "A".

Tema 1. Conjuntos convexos 7



El conjunto formado por los puntos extremos de "A" se denota Extr.(A).

Por ejemplo, si
AZ{(X;y) eR2 /yS2.x,y2%, x21, XSZ}

el punto "H" no es punto extremo de "A",
pues "H" es interior al segmento lineal cerrado
que une los puntos "S" y "T"; el punto "N" no S
es punto extremo de "A", pues "N" es interior
al segmento lineal cerrado que une los puntos /
"P" y "Q"; el punto "R" no es punto extremo Al
de "A", pues "R" es interior a "A". Los unicos
puntos extremos de "A" son "S", "P", "Q" y 7
"T": ninguno de ellos es interior a ningun seg-
mento lineal cerrado contenido en "A". \ ’

v

Observa: el conjunto "A" es la interseccion de los siguient @ spacios cerra-
dos:

(x;y)eiRZIy—Z.xs

"=

H, {(x;y)emzly o}‘
Hy = {Ociy) e @2 @
Ha = {0GY) &2

Por ejemplo, los puntos extremosfle lo
/ x2+y2 < 4}

son los puntos de la circ (2 x2 +y2 =4, que no son interiores a ningtin
segmento lineal cerra i

1.7 ENVOLVENTE CONVEXA

Siendo "A" un subconjunto de R™, la envolvente convexa o cierre de "A" se

denota A, y es la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen
a"A"; o sea, el "menot" conjunto convexo que contiene a "A".

-

Naturalmente, si "A" es convexo, entonces A = A.
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Por ejemplo, si "A" es el subconjunto de R?2 formado por los puntos (0;0) y
(1;2), su envolvente convexa A, el menor conjunto convexo que contiene a "A",
es el segmento lineal cerrado que une dichos puntos.

Por ejemplo, si "A" es el subconjunto de R2 formado por los puntos no ali-
neados (2;1), (1;2) y (2;2), su envolvente convexa A, el menor conjunto convexo
que contiene a "A", es el triangulo cuyos vértices son dichos puntos:

K={(X;y)€‘.ﬂ2/x+y23,XSZ,ySZ}

1 o
y=<2 . x+y=>3
1 2
Observa: que el conjunto A es la interseccién 0s sguientes semiespacios ce-

rrados:

H1={(X;y)6m2/x+y23& ,y)efRZ/XSZO}
Hy ={(x4 <2}

Por ejemplo, si A = {(X;y) eR2 = 9}, su envolvente convexa A, es:

2/X2+y239}

1.8 POLIEDRO CONVEXO

Se llama poliedro CO@ la envolvente convexa de un nimero finito de pun-
tos de RO,

O

Tema 1. Conjuntos convexos 9



TEST 1: CONJUNTOS CONVEXOS
01) Sean A,BcC R convexosy X = {X eRn /x=a—-b,conacAyb EB}

a) X es convexo ; b) X es convexosib=0 ; ¢) X es concavo
02) El conjunto {(x;y;z)/ 2.x + 3.y + 4.z=12} es convexo porque
a) Es un hiperplano ; b) Es una recta ; c¢) Es un semiespacio
03) La envolvente convexa de los puntos (0;0), (0;2), (1;1) y (2;0) es:
a){(x;y) eR2 /XZO,yZO,X+yS2}
b) {(x;y) eR2 /x+y=2}
C) {(X;y) eR2 /XZO,yZO,X+y=2}

04) Sean A,B < M conjuntos convexos y
Xz{x eRN /x=aa+Pb,conaecA, beB @
y

a) X es convexo ; b) X es convexo solo si B $n positivos
c) X es concavo

05) La envolvente convexa de los puntos (0;2 #0) es:

a){(x;y) eR?2 /x +y$2}
b) {(x;y) e R2 N30, x<2,y<2]

c){(x;y)eﬂ? yZO,le,yZl}

06) El conjunto {(X;y) eR2 V= 6} es:

; b) Abierto ; ¢) Acotado
n/x=a—b, conaeAybeB}:

07) Sean A,Bc Rn
a) ; b) Ces convexo si"A" y "B" son convexos

o es convexo aunque "A" y "B" sean convexos

08) El c o@g combinaciones convexas de los puntos (0;0), (1;2) y (2;2) es:
a){(x;y) eR2 /OSXSySZ.X,ySZ}
b) {(X;y) eR2 /XZO,OSySZ,yZX,YZZ.X}
C) {(X;y) e R2 /XZO,YZO,YSX,YSZ.X}

09) El conjunto Yz{y eRN /y=ax, cona €N, x engRn}

a) Es convexo ; b) Es convexo silo es "X"
c) Es convexo st a €[0;1]
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SOLUCION

01) La correcta es a), famosa propiedad de los conjuntos convexos.

02) La correcta es a).
03) La correcta es c): los tres puntos estan alineados.

04) Entendiendo que o y B son constantes, la cortecta es a), ya que si u,v €X y
A €]0;1], sucede que Au+(1-A)v eX:

Au+(1- MV; Moy +Puy) + (1 =)oy +Pvy) =

* Siu e X = u=o0uy +Puy, siendou; eAyu, €B

*SiveX=>v=avy +Pv,, siendov) €Ayvy

=a(Auy + (1= A)vy) +B(huy + (1 - A)v,

onvexo

{kul +(1-=X)vy €A, yaqueuy,vy ey A
Pues

Ausr +(1—=A)vy, €B, yaqueuy,uy €

05) La correcta es a). ¢
00) La correcta es a). \

07) La correcta es b).

S CONVEXO

08) La correcta es a), el triangulo de s (0;0), (1;2) y (2;2) y sus puntos inte-
riores.

09) La correctas es a): el

minan el punto "x

X
ox
ax

v
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