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2.1 FUNCIONES CONVEXAS Y CONCAVAS

e Sea f:Sc R > R, siendo convexo "S". Se dice que la funciéon "f"' es estric-

tamente convexa en "S"si V u,v €Sy VA €(0;1) sucede que

f(Aou+(1—A)ev)<i.f(u)+(1—1r).f(v)
En términos geométricos significa que la cuerda que kz/,,/
1 \_/ >

une cualquier par de puntos de la grafica de "f" esta
por encima de dicha grafica.

e Se dice que la funcién "f" es convexa en "S" si V u,v €Sy VA €[0;1] sucede
que f(A e u+(l—2A)e ;) < K.f(t_l) +(1- k).f(;) . En términos geométticos sig-
nifica que la cuerda que une cualquier par de puntos de la grafica de "f"! no esti
por debajo de dicha grafica.

La cuerda que unelos puntos
"M" y "N" esta pot encima de la
grafica de "f"', pero no asf cuerda

que une los puntos "S" y "T",
que coincide con la grafica de "f"

»
»

e Se dice que "f" es estrictamente concava en‘z" si V u,v €Sy VA e(0;1) su-
cede que f(L e u+(1—A) e v)>L.f(u)+( —})f(;) En términos geométricos
significa que la cuerda que une cualquiet par de puntos de la grafica de "f" esta
por debajo de dicha grafica. }

e Se dice que "f" es Cc')ncava% "S" si Vu,veS y VAe[0;1] sucede que
f(Leo ut+(l—-2)e ;) > K.f(f‘+ (1- X)f(;) En términos geométricos significa

que la cuerda que une
cualquier par de un-
tos de la grafica d&'f" =

’ . » »
no esta pot en-cima Gt | >
de la grafica.

l - i 7 7
Estrictamente cOncava Concava

e Obvio: toda funcién estrictamente convexa (estrictamente concava) en el con-
junto convexo "S", es convexa (coéncava) en "S". El reciproco no es cierto.

o W |07 si la funcidon "f" es estrictamente convexa (estrictamente concava) en el
conjunto convexo "S", su funcién opuesta —f es estrictamente concava (estric-
tamente convexa) en "S".

e ODbvio: sila funciéon "f" es convexa (concava) en el conjunto convexo "S", su
funcién opuesta —f es concava (convexa) en "S".

e ODbvVio: puede ocurrir que "f' no sea concava ni convexa en el conjunto con-
vexo "S"; tal es el caso de la £:[1;4]+> N cuya grafica es la de la siguiente figura.

1 4
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e Toda funcion lineal es a la vez convexa y concava, pero no estrictamente
convexa ni estrictamente céncava.

En efecto, sin pérdida de generalidad, si f(x1;x9) =a1.x] +a5.Xp +as, es:
f(h o (ugsup)+(1=21)®(vi;vy)) =
= f(?u.ul +(1 —}\,).Vl;k.uz +(l —K).Vz):
= 211.(7\‘.111 + (l - 7\.).\71) + az.(K.u2 + (1 - 7\‘).V2) +ag =
=al.(7u.u1 +(1 —7\.).V1)+32.(7\4.UZ + (1 —}\,).Vz)'i‘(}\. +1—K).a3 =
27\,.(211.111 +ajs.un +a3)+ (1 —K).(al.vl +ajy.vo +a3)=

f(ugsup) t(vi;va)
:k,f(ul;u2)+(1—7\.).f(V1;V2) A

FONEMATO 2.1.1

Analicese si f(x;y) =x2 —y es convexa o concava en R2.

SOLUCION
Debemos estudiar el signo de f(Leu+(1—1)ev) g K.f(‘ﬁ)‘— (1=2).f(v), que
resulta ser no positivo, por lo que "f" es convexa en R2:
f(hou+(1—A)ev)—Af(u)—=(1=1).f(v)=
=f(he(upsup) +(1=A)e (visvp))=A.flugsuz) — (1= 1).f(vy;v2) =
=f(Au; +(1=A).v;huy + (1=A).vp) —Af(up;ur) — 1 =A).f(vy;vo) =
= (Mup + (1= A)ovy)? = (ug + (15)5) = A(u? —up) = (1= 1).(v¥ = vy) =
=ﬂxﬁ+a—xﬂN%+ZLa—ﬁhqwi—xuz—a—mwg—xu%+xu2—
(e X)vE+(1=A).vy =
=22.uf + (1= A)2.v7 + 20 (1= A)upvy —huf —(1—A).vf =
=Lhufs = D% 1=L).vi(1-R) = 1)+ 2.h (1= L).up.vy =
=duf. A =1 =r(A=L).v] +2.A. (1= R).uj.vq =
=A.(1- K).(—u% - V12 + 2.u1.V1) =—A(1- 7\.).(u12 + Vlz - 2.u1.V1) =

=—h(d=2).(u —v{)* <0
A\ t

pues A >0, 1-A >0y (u; —v{)> 20

Esperas bien

9

Espero que haya otra forma de analizar la concavi- A
dad/convexidad de una funciéon "f"' en un conjunto
convexo "S", porque hacerlo a lo bestia, estudiando el

signode f(heu+(1—2A)e ;) —Lf(u)-(1- X).f(;),
como acabamos de ver, es espantoso, a pesar de que
f(x;y) =x2 —y es un triste polinomio de grado 2
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FONEMATO 2.1.2

Demuestre que una forma cuadratica semidefinida positiva es convexa.

SOLUCION

Sea Ay, una matriz simétrica con elementos reales tal que la forma cuadratica

f:3R1 > R asociada a ella es semidefinida positiva; o sea:
f(x)=x ' ®Aex>0, Vx eRn

Demostraremos que "f"' es convexa demostrando que si u,v e Ry A €[0;1], su-

cede que f(L o u+(1— L) ev)<A.f(u)+ (1—A).f(V).
En efecto: § N
f(hout+(1-A)yov)=(heu+(1-A)ev) e Ae(Leu+(l=L)ev)=
=(v+rou-v) eAe(vre(u—v)="
=v' eAe(vire(u-v)+A(u-v)ieAe(v+re(w=v)))=
=vieAev4L(vieAe =)+

+Ah.((u=v)t e Aev)+22.((u—y)te Aw(u —5))?

"A" simétrica = v e Ae(U-V)=(u—v)teAev

=V e AoV 2 (@ -v)t e Aey)+ 2 (W-V)t e Ae(u—v))

<
siendo "f" semidefinid o«!lﬁva, es (GG)toA-(GG)zo,J
y como A €[0;1], es 0 < A2 <A <1; por tanto:

22 ((a-@t @ Ae(u=v))<h((u-v)t o Ae(u—v))
S;t.A.;+2.7\1.((a—;)t.A.;)-i-}\‘.((a—;)t.A.(a—;))z
=vieAev+2h(u-v)teAey)+
+A.((u-v)feAeu)-A(u-v)ieAev)=
=§tvo§+k.((ﬁ—§)tvo§)+x.((ﬁ—§)tvoE)=
=vieAev+i(u eAev|-A(v eAev)+i u eAeu)-A(vieAsn

TN TR RYCIVE YRS R

i

L —t - —t —
"A" simétrica =>u eAev=v eAeqy

:;tOAo;—k.(;t 0A05)+k.(GtOAOG)=

:k.(at voG)+(l—7\,),(§t vo;):
—_— —_—
f(u) f(v)

=Af(u)+ (1= 1).f(v)

Analogamente se demuestra que toda forma cuadratica semidefinida negativa
es una funcion concava.
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FONEMATO 2.1.3

Demuestre que toda forma cuadratica definida positiva es una funcién estricta-
mente convexa.

SOLUCION

Sea Ay, una matriz simétrica con elementos reales tal que la forma cuadratica

£:R0 > R asociada a ella es definida positiva; o sea:

f(x)=x"eAex>0, Vx#0eRn

Demostraremos que "f" es estrictamente convexa demostrando que si u,v € R0y
A €(0;1), sucede que f(A e u+(1—L)ev)<A.f(u)+(1—A).f(v). En e;e'fo:
fhout+(1-R)ev)=(heu+(1-A)ev) eAe(Leu+(l-L)ey)=

=(v+re-v) ' eAe(v+re(u—v))=. ~

=vieAe(vire(u-v)+A(u-v)ieAe(v+reu=v))=

:§t0Ao;+K.(§t0A0(ﬁ—_‘Q)+\ *
A=)t e Aev)+22 (u—v)te As(a—v))=

>

"A" simétrica => v @ Ae(uTy)=(u—v)feAey

=vieAev+2A((u—-v)t -A‘G)MZ.((G—;)t eAe(u—v))<

siendo "f" definida positiva,ls (u—v)teAe(u—v)>0,
y como A €(0;1), es 0 < A% <A <1; por tanto:

W ((a-y)teAeu—v))<i(u-v)eAe(u—v)
<vieAev+2lf(u-v)ieAev)+r((u-v)ieAe(u—v))=
=V eAev 2 (-V)teAey)+
+h.((u-v)teAeu)—A(u-v)ieAey)=
w=vieAev A (u-v)ieAev)+h((u-v)ieAeu)=

:Gt«%o;+k.(ﬁtvo§)—x.(§tvo§)+%.(Et -A-a)_x.(;t eAeu

g

: s, -t — —t —
"A" simétrica =>u eAev=v eAeqy

=v' OAOQ—%(?OAO§)+k.(Et0AOH):

=h(u e Aeu)+a-n).(vieAey)=
e e
£(u) f(v)

=Af(u)+ (1 -A).f(v)

Analogamente se demuestra que toda forma cuadratica definida negativa es una
funcion estrictamente concava.
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FONEMATO 2.1.4

Sea f:[0;+00) > R una funcién estrictamente convexa tal que £(0) = f(1)=0. De-
muestre que f(x) <0, Vx €(0;1).

SOLUCION

Si £:[0;40) > R es estrictamente convexa, V u,v €[0;+0) y Vx €(0;1) sucede
que

f(x.u+(1—x).v)<x.f(u)+1-x).f(v)
Asi,siu=1yv=0, Vx €(0;1) sucede que:

f(x.1+(1-x).0)<x.f(0)+ (1 —x).f(1) y \
O sea:
’
f(x)<x.f(0)+(1—-x).f(1)=
e
pues £(0)=£(1)=0
FONEMATO 2.1.5 N\ ¢
Sea f:R2 > N tal que £(0;0)=—1, f(1;1) =1y f(2;2)= 1.
Demuestre que "f" no es convexa. [ {
SOLUCION
A

f:SC RO >R es convexaen "S" siV u,v €Sy VA €[0;1] sucede que

f(Aou+(1-A)yev)<A.f(u)+(1-A).f(v)

El punto w = (1;1) pertenece al segmento lineal cerrado

cuyos extremos son los'}untos u= (O 0)y v=(2;2); o (aic)

sea, w = (1;1) es Cl&ea 0;0) y v =(2;2): 1:1)
Fhe[0;/w=Aou+(1—-L)ev (050)

En efecto:

\\ W= K0u+(l—7»)0v:>[ﬂ K0[0}+(1—X)0B}:>

0
S1=2(-M)=h=T>w=leu+ ey
La funcién "f" no es convexa, pues:
el =1 1
f(w)=f(§0u+§ )>—f(u)+ f()
=1 —Vl
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2.2 PROPIEDADES DE
LAS FUNCIONES CONVEXAS

1) Si SCSR™ es un conjunto convexo y no vacio, la funcién £:S R es convexa

en"S" siysélosi VA, ... ,Ap 20 tales que Ay + ... + A, =1, sucede que:

f(i Ki.giJ < i ki.f(gi)

i=i =1

m _ m _
La funcién "f" es concava en "S" siy solo si f(z Ki.xi] > A f(xi).

i=i i=1

2) Si SCR™ es un conjunto convexo no vacio y £:SH R es una funcién con-
vexa en "S", la funcién h=c.f es convexa en "S" si ¢ 20, pues.si'e =0, la fun-
cion h=-c.f es la funciéon nula que, como todas las funciones constantes, es

convexa; y si ¢ >0, siendo u,v €S y A €[0;1], resulta ser: o

h(loﬁ+(l—k)oQ)?c.f(koE+(l—k)o\_‘):

segun la definicion de "h", es h(Pepe) = c.f(Pepe)
=c(F(rou+1-2)ev))<c(ME@+ (1 1)) =
c(f(heu+-1)ev)) g e @ 1-1).£()

por ser convexa,"f"

=A.c.f(u)+ (1 =A).c.f(¥)=X.h(u) + (1-1).h(v)
Obvio: si c> 0y "f" es concava en ",S’, la funcién h=c.f es concava en "S".

3) Si"S" es un subconjunto conve§ no vacio de MM y las funciones f;:S+— R
(i=1,2,...,k) son conviexas en "S") su suma "f" también es convexa en "S",

pues siendo h(x) = fj (_‘+ W+ fi(x), st u,v €S y A €[0;1], resulta ser:

. & |por la definiciéon de "h"

k
h(Reu+(1-A)ev)=> f(heu+l-L)ev)<
i=1

por ser convexas las funciones f; |

5
Q <Y (£ () + (1= R).£(v).=
=1

k k
= (x. D f (H)] + [(1 -0 (5)} T A.h(u) + (1= A).h(v)
i=1 i=1

por la definicién de "h"

Obvio: si las funciones f::S R son céncavas en "S". su suma también es
1 )
céncava en "S".
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4) Si"S" es un subconjunto convexo no vacio de R y las funciones f;:SH> R
(i=1,2,...,k) son convexas en "S", toda combinacién lineal no negativa (de co-
eficientes no negativos) de dichas funciones es una funcién convexa en "S",
pues si ¢; =20,....,c =0, esta garantizado que las funciones cq.fq, ..., c|.fy
son convexas en "S"; asi, su suma cy.f] +.... + ¢.f} es convexa en "S".

Obvio: silas funciones f;:S+> R son concavas en "S", toda combinacion line-
al no negativa de ellas es una funciéon concava en "S".

5) Sea Sc R™ convexo y no vacio y £:S=> R convexa en "S". Si k e R, el con-
junto A ={x €S/ f(x) <k} es convexo, pues si u,v €S y A €[0;1], es:

pues "f" es convexa en "S" >

f(?»OE+(1—%)-§)§k.f(ﬁ)+(1—%).f(§)§x.k+(l—?ﬁ.k:k

GeAsf(w<k;veAfW<k| <

Obvio: si f:SH R es concava en "S", el conjunto 1&2& eS/f(x)=k} es

Cconvexo.

Por ejemplo, en el ejercicio 2.1.1 hemos visto que f(x;y) =x2 —y es convexa
en R2; asf, apoyandonos en la propiedad.5), podemos garantizar que los si-
guientes subconjuntos de R2 son convexos:

So ={(x;y)/ x? —ys7}={<x;y>/f<x;\y>s7}
Sy ={(x;y)/x2 —y<—4} ?{(Xfy) /f(xy) <-4}
Sy ={(x3y)/ x2 Sy}={><;y)/><2 —y <0} ={(x;y) / £(x;y) < 0}
Sy ={xsy)/y=x2 %3} ={(xsy) / x2 —y <3} ={(x5y) / £(x;y) < -3}
No es convexo eI‘onjgnto Sy:
Sy ={(sm/y £x2 +9}={(x3v) / x2 =y 2 -9} = {(x;y) / £(x3y) 2 -9}

La funciénug(x;y) = —f(x;y) =y — x2 es concava en R2, pues f(x;y)=x2 —y
es convexa en R2, asi, segun la propiedad 5), podemos garantizar que los si-

&ientes subconjuntos de K2 son convexos:
S5 =1{(x;y) / y—x2 22} ={(x;y) / g(x3y) 2 2}
S¢ ={(x3y)/ y—x2 2 =5} = {(x;y) / g(x;y) > -5}
S7={tsy)/y2x2+7}={(xsy) /y - x2 27} ={(x5y) / g(x3y) 2 7}
Sg ={(x;y)/ x2 <y +4}={(xsy) /v —x2 2 =4} ={(x3y) / g(x;y) = —4]
No es convexo el conjunto Sg:

So ={(xsy)/y<x2+5}={(x3y)/ y —x2 <5} ={(x3y) / g(x;y) <5}
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2.3 HIPOGRAFO. EPIGRAFE

e Sellama hipografo dela funcién £:3R2 - R al conjunto

Hip.(f) = {(x;y) e R0 x R/ y<f(x)}

e Sellama epigrafe de "f" al conjunto Epi.(f) ={(x;y) R0 x R/ y = f(x)}].

e Puede demostrase que "f" es convexa (concava) siy solo si su epigrafe (hipogra-
fo) es un conjunto convexo.

Por ejemplo, si f(x)=x2, es Epi.(f) = {(X;y) ERxR/y2> XZ}, que viene a ser el
subconjunto de R2 formado por los puntos de la parabola f(x)=x2 y 16s ubica-
dos entre los dos brazos de ella. Es Hip.(f) = {(x;y) ERXxR/y< XZ}, que viene

a ser el subconjunto de R? formado por los puntos de la paribola f“(x) =x2 y los
no ubicados entre los dos brazos de ella. P et

Por ejemplo, si ‘
f(x1;x9)=2.x1 +3.x9, es:

s
Hip.(f)z{(xl;X2' e xR /y<2.xq +3.X2}
Epi.(f)= {?;ﬁ)iz;y) eER2xR/y>2.x1 + 3.X2}

2.4 FUNCIONES CONVEXAS Y CONCAVAS
. DIFERENCIABLES UNA VEZ

Sea S € R convexo, abierto y no vacio. Sea f:S R diferenciable en "S".

Recuerda: si te desplazas desde el punto v €S hasta el punto u €8, el
namero real f(u) — f(v) expresa la variacion que sufre "f"' ... y el nimero real
Vi) e (u—v)", que es la diferencial total primera de "f" en el punto v €S si

te desplazas desde v €S hasta u €8S, expresa la variacion que sufrirfa "f'" si
se comportase como su elemento tangente (recta tangente si n=1, plano

tangente si n = 2, hiperplano tangente si n = 3) en el punto de partida v €8.

2) "f" es convexa en "S"< VE(v) e (u—v)" < f(u)—£(v), V u,v €S
b) "f" es concava en "S"<> VEi(v) e (u—v)' = f(u) - f(v), ¥ u,v €S
c) "f" es estrict. convexa en "S"< V) e (u—v)" < f(u)— £(v), V u,v €S
d) "f" es estrict. concava en "S"< VE(v) e (u—v)" > f(u) - f(v), V u,v €S
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Demostracion de a)

Si "f" es convexa en "S", sucede que:
f(hoeu+(1—A)ev)<Af(u)+(1—A).f(v), V u,veS, VA [0;1]
Como f(heu+(1—L)ev)=f(v+Ae(u—v)), también es:
f(v+Ao(u—v)<Af(u)+(1—A).f(v)
O sea, f(v + A o (u—v)) — f(v) <A.(f(u) — £(v)). Por tanto, si A # 0:

f(v+Ae(u—v)—f(v)
, f(v+reo(u—v))—f(v) , — _
xhi)n.O ( 5 )s khi)n.o (f(u) - f(v)) =

? VE(v)e (u—v)t <f(u)—f(v) Pad\

<f(u)—f(v)=

N

e Como "f" es diferenciable en todo punto de "S", tiene derivada en

todo punto "Pepe" de "S" segun cualquier vector "Juan", siendo:

_ f(Pepe + A ® Juan) — f(Pepe) ) o (Tuan)t
&?o( X ;wg—vm%m>0 )

derivada de "f"" en Pepe" segin el vector " Juan"

Por tanto, si Pepe = v y Juan=u— v, es:

- ) ) I

« s lim (F(a)y— £(v)) = f(u) - £(v).

Si VE(v)e(u —\)t <f(u) - f(v), V u,v €S, entonces, si A €[0;1], es:
Vih e us (1=h) e v) e (u— (Ao u+(1-1)ev)) <f(u)—f(h e u+(1-1)ev)
Vikeu+(1-A)ev)e(v—(Aeu+(1-L)ev)) <f(v)—f(heu+(1-1)ev)

,\O sea:
(1=2).(VE o u+ (1=1) o ¥) o (u—v)") < f(w) — f(h e u+ (1=2) o v) (]
x.(Vf(x eu+(l-A)ev)e(v— G)t) <f(v)—f(hou+(1-A)ev)+ (II)

Multiplicando (I) y (II) respectivamente por A y 1—2A, sumando después
miembro a miembro, se obtiene:

fheu+(1—A)ev)<Af(u)+(1—L).f(v)

lo que demuestra que "f" es convexa en "S".
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Demostracion de c)

Si "f" es estrictamente convexa en "S", es convexa en "S"; asi, segun a),
V u,v e§, VA €(0;1), es:
Viv)e(heu+(1—N)ev—v) <fheu+(1—L)ev)—f(v)=
= f(heu+ (-1 ev)=f(v)+h(VEE)e(u-v)) (D)
También es:
Vi) e (u—v) <f(u)—f(v) IV)

"__

Si u# v, la inecuaciéon (IV) no puede satisfacerse con el signo "=", pues si

uzvy VE(v)e(u—v)" =f(u)—f(v), por ser "f" estrictamente convexa en

"S" V u,v €S, VA €(0;1), serfa:
_ _ _ ol ™
f(hoeu+(1—L)ev)<A.f(u)+(1- k).f(v):

Vi) e (u—v) =f(u)— f(v)= f(u) = f(¥) T VEE) o (u—v)"
= 0(E() + V) 0 (w =)' )+ A= N.E () =
= £(v)+ h.(VE(w)e (@_ v)')

A
Como el resultado f(A @ u+ (1 — X)* v) < f(v)+ K.(Vf(;) e(u-— ;)t) contra-

dice a (III), en (IV) no puede dasse la igualdad; en consecuencia:
V‘fG)\o (us— V) <fu)-f(v) aQV)

Si VE(v)e(u—7v)" <‘f(ﬁ) < f(v), V u,v €8S, entonces si A €(0;1) y u# v, es:
Viheu+(1-A)ev)e(u—(Aeu+(1-L)ev)) <f(u)—f(heu+(1-L)ev)
Vihea (=) ev)e(v—(Leu+(1-L)ev)) <f(v)—f(heu+(1-L)ev)

O sea:
(= ). (VEL o w+ (1=2) o v) o (u—v)" ) < () = A o u+ (1=2) o %) (V)
L(VEL e ut (1=1) e v)e (v =) ) <(¥) = f(h e u+ (1-h) o v) (VI)

Multiplicando (V) y (VI) respectivamente por A y 1—A, sumando después
miembro a miembro, se obtiene:

fhou+(1—A)ev)<A.f(u)+(1-1r).f(v)

lo que demuestra que "f" es estrictamente convexa en "S".
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2.5 FUNCIONES CONVEXAS Y CONCAVAS
DIFERENCIABLES DOS VECES

Sea S M1 convexo, abierto y no vacio. Sea f:SH> R de clase C2 en "S"; o sea,

"f" y sus funciones derivadas primeras y segundas son continuas en "S".

convexa

, en "S" siy sélo si la matriz hessiana de
coéncava

e Puede demostrarse que "f'" es {

"f" es semidefinida {p OSiti-V"l} en todo punto de "S".
negativa

positiva

~ } en todo punto de "S", la fun-
negativa

e Sila matriz hessiana de "f"' es definida {

..... pero el reciproco nd esicie to,

convexa ngn
, n'S
concava

cion "f"' es estrictamente {

como lo prueba f(x;y)=x% + y*, que es estrictamente convexd en 2 sin que

su matriz hessiana sea definida positiva en todo punto de r, pues no es defi-
nida positiva en (0;0):
12.x2 0 0
Hf(O;O):[ 2} :[ ﬂ .
0 12y (0;0) 0

P

TOMA BUENA NOTA 1:

‘
Estas propiedades son un chollo, pues abren(na nueva via para analizar la
convexidad/concavidad de una funcién™f" en un conjunto convexo "S": en
adelante, salvo que nos exijan emplear la deﬁﬁci()n de funcién convexa/céncava,
no estudiaremos el signo de f(A o u t{@d=1)e v) = A.f(u) = (1= A).f(v), como en
el ejercicio 2.1.1, pues bastara Cwicar la forma cuadratica correspondiente a la
matriz hessiana de "f". \

Por ejemplo, si f(x;y) =x% =y es VE(x;y) = (2.x;-1) y Hf(x;y) = [é (0)}'

Como la matriz Hf\&y)&s semidefinida positiva en todo punto de R2, la fun-

cién "f' es convexa en R2.

Por ejemplo, sivf(x;y) = y2 + ¥, es VE(x;y) = (e¥;2.y) y HE(x;y) = [eg g}

Como\la matriz Hf(x;y) es definida positiva en todo punto de R2, la funcién

"Fhstrictamente convexa en R2.

Por ejemplo, si f(x;y)=5.x — 3.y2, es Vf(x;y)=(5;— 6.y) y Hf(x;y) Zl:g —06:|

Como la matriz Hf(x;y) es semidefinida negativa en todo punto de R2, la fun-

cién "f" es concava en R2.

Por ejemplo, si f(x;y)=5.x —y3, es VE(x;y) = (5;— 3.y2) y Hf(x;Y) =[8 _g Y}'

La funcién "f' no es céncava ni convexa en R2, pues la matriz Hf (x;y) es semi-
definida negativa si y > 0 y semidefinida positiva si y < 0.
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TOMA BUENA NOTA 2:

Estas propiedades permiten analizar la convexidad de un conjunto "A" sin
emplear la definicion de "conjunto convexo"; es decir, sin necesidad de com-

probar que:
Lexi+(1—-N)exp eA, Vxi,x2 €A, VAe[0;1]

Recuerda;:

Siendo S € R convexo y no vacio, si £:S> R es convexaen "S" y k e®R, el
conjunto A ={x €S/ f(x) <k} es convexo .... y si f:S+> R es concava en
"S", el conjunto A ={x €S/ f(x) =k} es convexo. L

Por ejemplo, al estudiar la convexidad del siguiente subconjunto de w2

x2 4+ey <7 o

S=4(x;y)€R2/ 3.x—y2>2
3x+4.y 2? \ L 4
es claro que "S" es la interseccion de los siguientes.conjuntos:
Sy ={(x;y) eR2/x2 + {}7}
S, ={(x;y) € ;/3 x —y2 22}

S3={(X;y?€ /3.x + 4.y 29}

Asf las cosas:

e Como fj(x;y)=x2 +eV es con%a (compruébalo tt), podemos garantizar que
el conjunto S; = (X y)/t&z V< 7} ={(x;y)/f1(x;y) £ 7} es convexo.

e Como fj(x;y)=3.x —% es concava (compruébalo ti), podemos garantizar que
el conjunto S, = {&,ﬁ/3x —y2> 2} ={(x;y)/f2(x;y) = 2} es convexo.

e Como Sj3 es un semiespacio cerrado, s convexo.

En deﬁmt% como "S" es la interseccion de conjuntos convexos, podemos garan-

tizar que "'S" es convexo.
‘\
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TEST 2: FUNCIONES CONVEXAS/CONCAVAS
01) La funcién f(x;y) =y3 — x3 4+ 3.x2 — 3.y2 es coéncava

a) En el conjunto X ={(x;y) eR2 / x<1,y<1} ; b) En R2
¢) En el conjunto Xz{(x;y) eR2 /x>1, y<l}

02) Sea f:R2H> R tal que Va €R el conjunto {(X;y)e‘ﬁz /f(x;y)S(x} es

convexo:
a)"f" es convexa ; b) "f" es concava
c) Nada puede afirmarse sobre la convexidad de "f"
03) Sea f:Sc R > R una funcién lineal: N

a) Vx €8, la FC de matriz adociada Hf(x) es definida positiva
b) Six,y €Ses (x —y)tVi(y) = f(x) — f(y)
c) Va >0, la funcién af es estrictamente convexa'y coneava

04) Sea f:R1 = R una funcioén concava:

\ ¢
a) El conjunto A = {(X;y) eRotl /y< f(X)} es concavo
b) El conjunto A = {(X;y) e R+l fy > f(x)} €s convexo
c) El conjunto A = {(X ;y) e R+l /iy < f(x)} es CoNvexo

05) Sea "f" funcién convexa y "g" funcién céxnbava. SiaeR"yPeRT, la fun-
cion of + Pg:

4

a) Es convexa ; b) Es.céncava ; c) No es concava ni convexa

06) Sea £:R™ > R una funcién.de clase C2 y "S" un conjunto convexo. La con-
dicién necesaria y suficiente para que "f" sea concava es que:
a) Su hessiana cotresponda a un a FC semidefinida negativa en "S"

b) Su hessiga corresponda a un a FC semidefinida positiva en "S"
c) Su hessiana corresponda a un a FC indefinida en "S"

07) La funcion f(x;y;z) =eX + 2.y + 3.2:
a) Es convexa ; b) Es concava ; c¢) No es concava ni convexa

08).Si S€R™ es convexo, la funcién diferenciable £:S R es convexa si y sélo

i

S
a) Vx €8, la FC de matriz adociada Hf(x) es definida negativa

b) Vx,y €8 es (x — )V 2 £(x) — £(y)
o) Vx,y eSes x—y)Vix) 2 f(x)—1{(y)
09) Si SCR" es convexo, la funcion diferenciable f:S+> R es estrictamente
convexa si y so6lo si:

a) Es continua en "S"
b) Vu,v €Ses (v—uw)t Vi) <f(v)—f(u)
c) Vu,v eSes (u—v)'Viu) > f(u) - f(v)

Tema 2: Funciones convexas y concavas 25



SOLUCION

01) La correcta es ¢): Hf (x;y) = 6 _06'X 6 YO_ 6| es definida "=" si x >1 ey <1.

02) La correcta es c).
03) La correcta es b).
04) La correcta es b).
05) La correcta es b).

06) La correcta es a).

0 iy

eXx 0 0 A
07) La correcta es a), pues Hf(x;y;2)=| 0 0 0] es semidefinida positiva en
0 0

todo punto.
-4

08) La a) es una tonterfa. La b) es falsa, pues (x —y)tVi(y) 2 f(x) ?f (y) expresa
que la aproximacién lineal (x —y)tVi(y) al incremento f(x)—f(y) que sufre
"f" al desplazarnos desde el punto de partida "y" hasta el punto de llegada "x"
no es inferior al valor de f(x) — f(y) = "f" es concava.
La c) es verdadera, pues (x —y)'Vi(x) 2 f(x) = f(y) expresa que la aproxima-
cion lineal (y — x)tV1(x) al incremento f(y)—f(x) que sufre "f" al desplazar-

n_n n_n

nos desde el punto de partida "x" hasta cl puﬁto de llegada "y" no es superior
el valor de f(y) — f(x):

(x = Y)tVf(Xg2 f(x)—f(y)=
= —Xe VIR s () - () =
[ =y = x)VER) < f(y) - f(x)
09) La a) es una tonteria.\La b) es falsa, pues (v —u)tV{(v) <f(v)—f(u) expresa
que la aproximacioéndineal (u—v)tVi(v) al incremento f(u)—f(v) que sufre

"f" al desplazatnos desde el punto de partida "v" hasta el punto de llegada "u
es superior al valor de f(u) — f(v) = "f" es estrictamente concava.

v-u)tViv)<f(v)—f(u)=
= —v-—w)tVIv)>—(f(v) - f(u) =
A\ = (u— VVEE) > f(u) - £(v)
La c) es verdadera, pues (u — v)tVf(u) > f(u) — f(v) expresa que la aproxima-
cion lineal (v —u)tVf(u) al incremento f(v)—f(u) que sufre "f" al desplazar-

nos desde el punto de partida "u" hasta el punto de llegada "v" es inferior al
valor de f(v) — f(u) = "f" es estrictamente convexa.

(u—=v)tVi) > f(u) - f(v) =
= —(u—v)tVi@u) <—(f(u) - {(v)) =
= v —u)tVi) <f(v)—f(u)
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