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3.1 EL VERBO "OPTIMIZAR"

El diccionario de la Real Academia dice que optimizar es buscar la mejor mane-
ra de realizar una actividad, lo que viene a ser como decir que optimizar es
elegir, entre diversas opciones, la que mas conviene a nuestros intereses.

El verbo optimizar vale para los rotos y para los descosidos: una empresa que
optimiza sus costes, los minimiza ..... y si optimiza sus beneficios, los maximiza.

3.2 PLANTEAMIENTO FORMAL DE UN PROBLEMA
DE PROGRAMACION MATEMATICA

Llamamos problema de programacion (optimizacion) matematica al problema
de determinar el valor maximo o minimo de una funciéon de una o mas variables
que se encuentran sometidas a un conjunto de restricciones, ya sean.conjuntistas
o funcionales.

De forma general, lo formulamos asi:
_ g(x)<h
Opt. f(x) sujetoa ="
siendo f: RO > R, g RO > RM x eR B eRM
De x e R1 se dice que es el vector de variables de decision o eleccion.
De "f", 1a funcién a optimizar, se di@ue es la funcién objetivo.

Del conjunto X = {; eRn / g(g)&_ b, x €S mn} se dice que es el conjunto

de soluciones factibles (CSF).del problema, y de cada elemento de "X" se dice
que es una solucion factible. =~

Si X = se dice que el prxlema es no factible (infactible).
Si X =, puedebaco'zdo 0 no.

o\ 3.3 PROGRAMAS CONVEXOS

- 3 min imizacion . g -
Dlrel& que un programa de {max imizaci(')n} es convexo si la funcién objetivo
convexa . - .
es { . } y el conjunto de soluciones factibles es convexo.
concava

Para que el CSF sea convexo es suficiente (no necesario) que las funciones g(x)

g(g) <0 convexas
que definen restricciones de la forma { g(x) =2 0 ¢ sean § concavas .
o(x)=0 lineales

Como veremos mas adelante los programas convexos gozan de espectacula-
res propiedades.

Tema 3: Consideraciones generales sobre la optimizacion 28



3.4 OPTIMOS DE UNA
FUNCION EN UN CONJUNTO

Siendo "X" un subconjunto no vacio de R, diremos que en el punto xg € X la
] q p
funcién £: X+ R presenta un:

1) Maximo local (o relativo) estricto si el valor de "f" en x( es mayor que
el valor de "f" en todo punto x # x( de un entorno de x.

2) Minimo local (o relativo) estricto si el valor de "f" en x( es menor que
el valor de "f" en todo punto x # x( de un entorno de x¢.

3) Maximo local (o relativo) no estricto si el valor de "f" en x( es/mayor o
igual que el valor de "f" en todo punto de un entorno de x.

4) Minimo local (o relativo) no estricto si el valor de "f" ed x('es menor o
igual que el valor de "f" en todo punto de un entorno de x(s N

5) Maximo global (o absoluto) estricto si el valor de "f'.en x( es mayor

ue el valor de "f" en cualquier otro punto de "A". &
q q p L 2

6) Minimo global (o absoluto) estricto si elfalor.de "f" en X0 es menor
que el valor de "f" en cualquier otro punto de "x.

7) Maximo global (o absoluto) no estricto si el valor de "f" en x( es ma-
yor o igual que el valor de "f" en cualquier otro punto de "A".

8) Minimo global (o absoluto) no&ricto si el valor de "f" en x0 es me-
nor o igual que el valor de "f" en lquier otro punto de "A".

/Como el mas listo (tonto) del\

planeta es el mas listo (tonto) de
su pueblo, deduzco que todo
optimo (maximo o minimo)
global también es 6ptimo local
.... pero no al reveés: el mas listo
(tonto) de Villaconejos no nece-
sarlamente es el mas listo (tonto)

\ del planeta /
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Por ejemplo, considera que X ={x €R/1<x<13}cR y que la grifica de
f:X = R es la siguiente.

A f(X)

1 2 4 7 10 13

La funcién "f' presenta un maximo local (relativo) estricto en el punto "2",
pues el valor de "f"' en "2" es mayor que el valorde "f" en todo punto x # 2 de
un entorno de "2". También presenta "f"' un maximo global (absoluto) no es-
tricto en "2", pues el valor de "f" en "2" es ma%o igual que el valor de "f" en

cualquier otro punto de "X". Observa que f(2) = £(13), y por eso el maximo
global es no estricto.

La funciéon "f" presenta un minimo kal (relativo) estricto en el punto "4",
pues el valor de "f" en "4" es mne?)r que el valor de "f" en todo punto x # 4
de un entorno de "4". Dicho minimo local no es global, pues en "X" hay pun-
tos donde "f" toma un valorinferior al que toma en "4".

La funcién "f" presen W’ minimo local (relativo) estricto en el punto "10",
pues el valor de "f" en%@ es menor que el valor de "f"' en todo punto x # 10
de un entorno‘de "10". También presenta "' un minimo global (absoluto) es-
tricto en "10";. pues el valor de "f" en "10" es menor que el valor de "f" en

cualquiet otro punto de "X".

La funcién "f" presenta un minimo local (relativo) no estricto en el punto "7",
pues el valor de "f" en "7" es menor o igual que el valor de "f" en todo punto
de un entorno de "7" ... . y dicho minimo local no es global, pues en "X" hay
puntos donde "f" toma un valor inferior al que toma en "7". En "7" también
presenta "' un maximo local (relativo) no estricto, pues el valor de "f" en "7"
es mayor o igual que el valor de "f' en todo punto de un entorno de "7"... .y
dicho maximo local no es global, pues en "X" hay puntos donde "f"' toma un
valor superior al que toma en "7".

La funcién "f" presenta un maximo global (absoluto) no estricto en el punto
"13", pues el valor de "f" en "13" es mayor o igual que el valor de "f" en cual-
quier otro punto de "X".
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3.5 TEOREMA DE WIERSTRASS

Si A CRD es compacto (cerrado y acotado) y f: A >R es continua en "A",

presenta un maximo y un minimo globales en "A", pues por ser continua "f"
en el compacto "A", el conjunto f(A) R también es compacto. Asi, si "m" y
"M" son los respectivos extremos inferior y superior de f(A), ambos pertene-
cen a f(A), pues f(A) es cerrado; por tanto, existen x0,x1 €A tales que
f(xp)=my f(x1)=M, siendo f(x0) < f(x)<f(x1), Vx €A.

3.6 PROPIEDADES DE OPTIMIZACION DE
FUNCIONES CONVEXAS/CONCAVAS

1) Sea A R convexo no vacio y f:A >R estrictamente concava (convexa)
en "A". S "f" tiene maximo (minimo) global en "A", es unico.

Por reduccién al absurdo: si la funcién estrictamente céncava "f" presenta
maximo global en el punto x1 € A y existe x2 €A tal que f(x2)=1f(x1), en-
tonces, por ser convexo "A", si A €[0;1], el punto A.® x1 + (1 —L1)ex2 es de
"A", y el valor de "f"" en ¢l es mayor que f (%)*)ﬁue ?otzcradice la hipotesis

de que "f" presenta méaximo global en x1:

por ser "f" estrictamente concava

f(hexi +(1—2)ex2) i MEGx) +(1—1).f(x2)=f(x1)

pu f(§1 f(gz) ]

Por tanto, no puede existir x2 eA tal que f(x2)=f(x1).

2) Teorema local-global: Sea*A < R" convexo no vacio y f:A > R conca-
va (convexa) en "A™. Si'f' presenta un maximo (minimo) local en el punto
x( €A, dicho m’ximo‘qinjmo) también es global.

Por reduccién’al.absurdo:
Siel méxirrw no es global, existe x1 €A tal que f(x1) > f(x0).
Por set '%' convexo, si x0,x]1 €A, es Lexg+(1-A)ex1 €A, VA €[0;1].

pues "f" es concava en " A"

_ — V. - _
Fhoxo+(1—A)ex1) > Af(x0)+(1—A).f(x1)>

pues f(x1)> f(x0)
>\ f(x0)+(1—A).f(x0)=f(x0)

Si A —>1, el punto A exg+(1—L)ex] esti tan proximo a x( como quera-
mos, siendo (L ex0 +(1—A)ex1)>f(x0), lo que va contra la hipétesis de
que "f" presenta maximo local en x(. Asi, no pudiendo existir x1 € A tal que
f(x1)>f(x0), el valor de "f" en x0 es mayor o igual que el valor de "f" en
cualquier otro punto de "A".
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3) Si AcC R es convexo no vacio y f:A >R es concava (convexa) en "A", el
conjunto "H" formado por los puntos en que "f"' presenta maximo (minimo)
global es convexo.

En efecto, si "f" es concava y presenta maximo global en x1,x2 eHCA, por
ser convexo "A", si A €[0;1], es @ x1 +(1—A)®x2 €A; ademas:

por ser concava "f"

fhexy +(1—A)ex2)>Af(x1)+(1—A).f(x2)=Ff(x1)

pues f(x1) = f(x2)

Si la desigualdad f(h @ x1 + (1—A)®x2)>f(x1) se verificase con el sigho.">",
habria puntos A ex1 +(1—A1)ex2 €A en que "f" toma un valor mayor que
f(x1), lo que contradice que "f" presenta maximo global en x{mAsi, la des-

igualdad f(L ex1 +(1—L)ex2)>f(x1) debe verificarse con clsigno "=""
fhexi +(1—-A)exn)=f(x1)>f(x), Vx €A
A

pues "f" presenta maximo global én x1 |°

Por tanto, "f" presenta maximo global en tod(;gmto Lexi+(1—L)ex2 que

sea CLC de x1,x2 €H, lo que garantiza que "H" es convexo.

4) Sea A < R™ convexo no vacio y compacto (cerrado y acotado) tal que su con-
junto de puntos extremos (puntos que no son interiores a ningin segmento li-
neal cerrado contenido en "A") es ﬁm&Si f:A > N es concava (convexa) en
"A", presenta al menos un maximo (minimo) global en "A", y se encuentra en
uno de sus puntos extremos:

3.7 RESOLUCION GRAFICA DE PROBLEMAS
DE.OPTIMIZACION CON DOS VARIABLES

. . ® . .
Siendo "X" un subeonjunto de R2, podremos determinar los 6ptimos de la fun-
cion £:X > R enel conjunto "X" trabajando ast:

1) Visualizamos el conjunto "X" de soluciones factibles, para lo cual hay que estar
tamiliarizado con las ecuaciones de las curvas planas mas famosas.
2) Visualizamos el mapa de curvas de nivel de "f"; es decir, visualizamos el con-

junto Sy = {(X;y) eR2 /f(x;y)= k} para diversos valores de "k".

3) Como la funcién objetivo "f"' toma el mismo valor en todos los puntos (x;y)
situados en una misma curva de nivel, la solucién al problema de maximizar
(minimizar) "f" corresponde al punto (o puntos) del CSF por el que pasa la
curva de nivel de "f"' con mayor (menor) valor de "k".

No distingo una para-
bola de un trasatlantico
de cinco chimeneas

iNo te privas
de nada!
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FONEMATO 3.7.1

2x+y<l1
Optimicese f(x;y) = x2 + y2 sujeto a x>0
y =0

SOLUCION
Siendo f:R2 >N tal que f(x;y)=x2 +y2, entre los puntos (x;y) € R% que
satisfacen las restricciones o condiciones 2.x+y<1,x20 e y2=0, debemos

encontrar aquéllos en que "f"' presenta un 6ptimo.

De la funcién "f" se dice que es la funcion objetivo del problema.

Del subconjunto de R2 formado por los puntos que satisfacen todas lag restric-
ciones, se dice que es el conjunto de soluciones factibles (posibles), y escribi-
remos CSF para referirnos a él. De cada punto del CSF se dice.que es una
solucion factible (posible).

Si el CSF es el conjunto vacio (o sea, no hay ningin punto que cumpla todas las
restricciones), se dice que el problema es infactible.

7N
. , A4
Naturalmente, si el CSF no es el vacio, puede ser ico%do 9 Nno; en nuestro caso,
como vemos en la siguiente figura, es acotado.

La curva Sy de nive\"k"?la funcién "f" es:

Sk :{(53;) eR2 /f(x;y) =k ={(x;y) eR2 /x2 +y2 =k} =
<. =circunferencia de centro en (0;0) y radio Jk

N

A

b Y
b Al asignar valores a "k"

resulta la familia que for-
man las circunferencias de

J Jk > X centroen el origen de
coordenadas

Como la funcién objetivo "f"' toma igual valor en todos los puntos (x;y) de una
misma curva de nivel, la solucién al problema de maximizar (minimizar) "f" co-
rresponde al punto o puntos del CSF por el que pasa la curva de nivel de "f" con
mayor (menor) valor de "k".
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Al superponer las figuras anteriores, resulta
evidente que:

1) El punto del CSF por el que pasa la curva
de nivel con mayor valor de "k" es el (0;1);
asf, "f" presenta un maximo global estricto
en (0;1), siendo £(0;1)=1 dicho wvalor

maximo.

-
P

2) El punto del CSF por el que pasa la curva
de nivel con menor valor de "k" es el (0;0);

asi, "f" presenta un minimo global estricto en

(0;0), siendo £(0;0) =0 dicho valor minimo.

Obvio: como todo 6ptimo (miximo o minimo) global también_es éptimo lo-
cal, la funcion "f"' presenta un maximo local estricto en (0;1) y {minimo local
estricto en (0;0).

St
FONEMATO 3.7.2 ®
Optimicese f(x;y)=x +y sujetoa x2 +4.y2 =40 .
SOLUCION p
Siendo f:R2 > N tal que f(x;y)=x+y, €n=
tre los puntos (x;y) €R?2 que satisfa%la

4

AY

1
restriccion o condicion x2 + 4.y2"=4 \de- /\ -
bemos encontrar aquéllos en que la funcion \_/
objetivo "f" presenta un 6ptimo.

Del subconjunto de 92 formade por los puntos que satisfacen la restriccion
x2 +4.y2 = 4, se dice que es-¢l conjunto de soluciones factibles (posibles), y
escribiremos CSF para re&imos a él. De cada punto del CSF se dice que es una
solucion factibleﬁssiblﬁ). Si el CSF es el vacio (o sea, no hay ningun punto que
cumpla todas las. restricciones), se dice que el problema de optimizacién es infac-
tible. Si el €SE no es el vacio, puede ser acotado o no; en nuestro caso, s aco-

tado, pues estd formado por los puntos de la elipse x2 +4.y2 =4, cuyos
semigjes son "2" y "1". Recuerda: (x2/a2)+ (y2/b?) =1 es la ecuacién de la elip-
se dessemiejes "a" y "b".

La curva Sy de nivel "k" de la funcién "f" es:

S ={(x;y) eR2/f(xsy) =k} ={(x;y) eR2 /x +y =k} =

= recta con pendiente —1

y
Sk —"\] 1
kT

Al asignar valores a "k"
resulta la familia que

N\ k
\\ » X forman las rectas cuya
endiente es —1
| B \ P
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Como la funcién objetivo "f" toma igual valor en todos los puntos (x;y) de una
misma curva de nivel, la solucién al problema de maximizar (minimizar) "f"' co

rresponde al punto (o puntos) del CSF por el que pasa la curva de nivel de "f"

Xy

1) El punto del CSF por el que pasa la curva de nivel de "f" de mayor valor de
2) El punto del CSF por el que pasa la curva de nivel de "f"' de menor valor de
"k" es "B"; asi, la funcién "f"' presenta un minimo global estricto en dicho

con mayor (menor) valor de "k"
Al superponer las figuras anteriores, resulta evidente que
"k" es "A"; asi, la funciéon "f"' presenta un maximo global estricto en dicho

que, en ellos, la pendiente de la elipse es —1, por ser tangente.a la curva de nivel
A W
y

punto.

que tiene pendiente —1. Para calcular la
pendiente de la elipse, debes saber que si la
5 "y"

ecuacion F(x;y) =0 define a la variable
como funcién de la variable "x", es
oF/ox _  «
4.y \
C x\

dy _
= T oF/dy
y2—4
K

punto.
Para hallar "A" y "B" basta observar que ambos estan en la ehpﬁvx2 +4.y2=4y

dx
st F(x y)=X2+4y

Asi, las coordenadas de "A" y "B" corres-
ponden a la solucion del 51sterna
x2 +4.y2 = )«4 y)
Dela 2 ecuac1onﬁ§ulta?< = 4.y, que sustituido en la 1% da
203‘2\:4: +1/4/5 = x = +4//5 = A = (4/4/5;1/4/5)
~1/35 = x = —4/5 = B = (=4//5;— 1//5)
4 1 5
£F(4//5;1/5 =
( VTETE TV
4 1 __5
5

siend@_\
NG

f(—4/N5;—1//5)=—

FONEMATO 3.7.3
x+y<4
2x+y<8
X+2.y<6
x20,y20
35

Optimicese f(x;y)=2.x + 3.y sujeto a
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SOLUCION

Siendo f:R2 1> R tal que f(x;y)=2.x+ 3.y, entre los puntos (x;y) € R? que
satistacen las restricciones x+y<4, 2.x+y<8, x+2.y<06,x20ey=0, de-
bemos encontrar aquéllos en que la funcién objetivo "f" presenta un éptimo.

Del subconjunto de R? formado por los puntos que satisfacen todas las restric-
ciones, se dice que es el conjunto de soluciones factibles (posibles), y escribi-
remos CSF para referirnos a él. De cada punto del CSF se dice que es una
solucion factible (posible). Si el CSF es el conjunto vacio (o sea, no hay ningun
punto que cumpla todas las restricciones), se dice que el problema de optimiza-
cién es infactible. Si el CSF no es el vacio, puede ser acotado o no; en nuestro
caso, como vemos en la siguiente figura, es acotado.

o pendiente —2

pendiente —1/2

pendiente —1

) x >0

Observa: la restriccion 2.x +y <8 es supetflua y puede eliminarse, pues
se satisface siempre que se satisfagan las demas restricciones del problema

La curva Sy de nivel "k" k‘la f{mcién de beneficio "f" es:
S = {(X@‘GSR‘ /f(x5y)= k} = {(X;Y) eR2 /2.x + 3y= k} =

N = recta con pendiente —2/3

\ wq\ Al asignar valores a "k"
™ resulta la familia for-
> mada por las rectas
K 7\& con pendiente —2/3

Como la funcién objetivo "f"' toma igual valor en todos los puntos (x;y) de una
misma curva de nivel, la solucién del problema de maximo (minimo) correspon-
de al punto (o puntos) del CSF por el que pasa la curva de nivel de "f" con mayor
(menor) valor de "k".

Al superponer las figuras anteriores, resulta evidente que:
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1) El punto del CSF por el que pasa la curva de nivel con mayor valor de "k" es
C=(2;2), interseccion de x + y=4 y x + 2.y = 6; asi, la funcién "f" presenta
un maximo global estricto en "C", y £(2;2) =10 es dicho valor maximo.

2) El punto del CSF por el que pasa la curva de nivel con menor valor de "k" es
A =(0;0); asi, la funcién "f"" presenta un minimo global estricto en "A", y
dicho valor minimo es £(0;0) = 0.

Obvio: como todo 6ptimo (miximo o minimo) global tamyﬁ es optimo lo-
cal, la funcién "f"' un maximo (minimo) local estri%i "C" (en "A").

NOTA 1:
o N

iHemos hecho el gilipollas!: podtia-

mos haber ahorrado el trabajo de visualizar Y
el mapa de curvas de nivel de la funcién ob- 3
jetivo "f" y la superposicion del CSEy (&
mapa, pues el problema de opti-mizacion
planteado es lineal (problema en la fun-
cién objetivo y todas las restriccio-nes son
lineales) ..... y todo el rnur*o IS?DC que si el CSF de un problema lineal es aco-
tado, puedes apostar guilamente la vida a que tanto el problema de
maximo como el de mini tienen solucién, que se encuentra en la frontera
del CSF .... y si§ lucion al problema de méaximo (minimo) es Unica, co-
rresponde al vértice'del CSF en que la funcion objetivo toma el mayor (me-
nor) valor; si el mayor (menor) valor de "f" se presenta en varios vértices, el
problema aximo (minimo) tiene infinitas soluciones, que corresponden a
dichos vertices y a todos los puntos que son combinacion lineal convexa de
eIIos& | CSF de un problema lineal no es acotado, puede ocurrir que el
problema de maximo, el de minimo, o ambos, carezcan de solucién finita.
Como ¢l CSF de nuestro problema es acotado, para lidiarlo basta determinar el
valor del "f" en cada vértice de CSF:

F(A)=£(0;0)=2.0+3.0=0 ; f(B)=f(4;0)=2.4+3.0=8
f(C)=£(2;2)=2.2+3.2=10 ; f(D)=£(0;3)=2.0+3.3=9

Por tanto, resulta obvio que, en lo que a maximo (minimo) se refiere, el vértice
6ptimo es el "C" (el "A").

NOTA 2:

Con las mismas restricciones dadas, si la funciéon objetivo del problema es
£:R2 > R tal que f(x;y)=2.x + 4.y, entonces:

D

B

A 4
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f(A)=£(0;0)=0; £(B)=1£(4;0)=8
f(C)=1(2;2)=12 ; £(D)=1£(0;3)=12
En este nuevo problema lineal, el valor maximo se presenta en los vértices "C" y
"D", y eso indica que el problema de maximizar "f" tiene infinitas soluciones: el
punto C=(2;2), el punto D =(0;3) y cada punto "E" del segmento que los une,
puessi E=A (2;2)+(1-1)®(0;3)=(2.A;3—1X), A €[0;1], es:
f(E)=f2A;3-1)=2.21 ) +4.3-1)=12, VA €]0;1]
Sucede tan magico evento porque las curvas de nivel de "f" son las rectas de
pendiente —1/2, y da la casualidad de que la recta x +2.y =6 que pasa por los
puntos C=(2;2) y D=(0;3) también tiene pendiente —1/2; es decir, dicha recta

es una curva de nivel de "f"' (la que corresponde a k =12): \
S ={(xsy) eR2/f(x;y) =k} ={(x;y) eR2 /2.x + 4y =k}=
= recta con pendiente —1/2 @)

Al asignar valores a "k"
resulta la familig for-
mada por las rectas

diente —1/2
1l con pen
N

Asi las cosas, al superponer el CSF y el mapa de‘curvas de nivel de "f", resulta
obvio que los puntos del segmento que tne"C" y "D" son aquéllos por los que
pasa la curva de nivel de "f"' con mayet valor de "k". Naturalmente, la funcion "f"
presenta un maximo global no estr@ en cada uno de dichos puntos.

T

NOTA 3. =
Con, las mismas restricciones dadas, si la funciéon objetivo del problema es
£:R2 > R tal que f(x;y)=3.x + 3.y, entonces:

f(A)=1(0;0)=0 ; £(B)=1{(4;0)=12

£(C)=£(2;2)=12 ; £(D)=£(0;3)=9
En este nuevo problema lineal, el valor maximo se presenta en los vértices "C" y
"B", y eso indica que el problema de maximizar "f" tiene infinitas soluciones: el
punto C=(2;2), el punto B=(4;0) y cada punto "T" del segmento que los une,
puessi T=A o (2;2)+ (1—-1A) e (4;0)=(4—2.1;2.1), A €[0;1], es:

f(T)=£(4-2.1;2.0)=3.(4 =2.1) + 3.(2.A) =12, VA €[0;1]

Sucede tan magico evento porque las curvas de nivel de "f" son las rectas de
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pendiente —1, y da la casualidad de que la recta x + y =4 que pasa por los puntos
C=(2;2) y B=(4;0) también tiene pendiente —1; es decir, dicha recta es una
curva de nivel de "f" (la que corresponde a k =12):

Sy :{(X;Y) eR? /f(X;y)=k}={(x;y) eR2 /3.x +3.y:k}E

= recta con pendiente —1
y % nmn
/ kT Al asignar valores a "k
resulta la familia for-
**  mada por las rectas
e / con pendiente —1
Asi las cosas, al "superponer” el CSF y el mapa de curvas de nivel de "f", resulta
obvio que los puntos del segmento que une "C" y "B" son aquéllos por los que

pasa la curva de nivel de "f" con mayor valor de "k". Naturalmenteyla funcién "f"
presenta un maximo global no estricto en cada uno de dichos puntos.

=
FONEMATO 3.7.4
C[x+4.y=8
Optimicese f(x;y)=y = %uje{) a iiiz i °
x20,y20

L 4
SOLUCION A\

Siendo f:w—) R tal que f(x;y) =7y — x, entre los puntos (x;y) € R2 que satis-
facen IA\restriccioneS x+4y28,x+2y26,x+y=24,x20ey=0, debemos
encontrar aquéllos en que la funcién objetivo "f" presenta un 6ptimo.

El problema es lineal, pues la funcién objetivo y todas las restricciones son linea-
les, pero como el CSF no es acotado, el problema de maximo, el de minimo, o
ambos, pueden no tener solucion finita, lo que jamas ocurre si el CSF es acotado:
en tal caso es seguro que tanto el problema de maximo como el de minimo tie-
nen solucién, que se encuentra en la frontera del CSF.... y si la solucién al pro-
blema de maximo (minimo) es unica, corresponde al vértice del CSF en que la
funcién objetivo toma el mayor (menor) valor ... y si dicho mayor (menor) valor
de "f" se presenta en varios vértices, el problema de maximo (minimo) tiene infi-
nitas soluciones (6ptimos globales no estrictos), que corresponden a dichos vérti-
ces y a todos los puntos que son combinacion lineal convexa de ellos.
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sief A e )

X+4.y28~L

pendiente —1/4

X
diente —1 =4 ]
i pendiente —1/2—*® ,
La curva Sy de nivel "k" de la funcién "f" es:
v
Sk = {(X;y) eR2 /f(x;y)= k} = {(X;y 9@— X = k}E
= recta con pendie%
kT \ Ay/ Al asi%i valores a "k"
. % tesulta la familia for-
/< % % mada por las rectas
// i, ’ con pendiente 1
Como la funcién objetivo igual valor en todos los puntos (x;y) de una
misma curva de nivel, la's n del problema de maximo (minimo) correspon-
de al punto (o puntos) del €SF por el que pasa la curva de nivel de "f" con mayor
(menor) valor de."k" ...<y al superponer las figuras anteriores, resulta evidente

que tanto el p de maximo como el de minimo carecen de soluciéon opti-

ma finita.
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FONEMATO 3.7.5

Una empresa produce dos tipos de aceites "A" y "B", y para ello dispone de 6 Tm
de aceituna picual, 4 Tm de hojiblanca y 3 Tm de arbequina. Para producir una
tonelada de "A" se necesitan 3 Tm de picual, 2 Tm de hojiblanca y 1 Tm de ar-
bequina, y para producir una tonelada de "B" se necesitan 4 Tm de picual, 1 Tm
de hojiblanca y 3 Tm de arbequina. Determinese la produccion 6ptima si los res-
pectivos beneficios obtenidos por tonelada de "A" y "B" son 20 y 40 €.

SOLUCION

n_mn

Siendo "x" e "y" las respectivas producciones de "A" y "B" (en Tm), si el respec-
tivo beneficio por tonelada de "A" y "B" es de 20 y 40 €, la funcién que determi-

na el beneficio total de la empresa es la f:R2 > R tal que f(x;y) =20+ 40.y.

Como para producir una tonelada de "A" (de "B") se necesitan 3 Tm (4 Tm) de
picual, 2 Tm (1 Tm) de hojiblanca y 1 Tm (3 Tm) de arbequina, si la empresa
s6lo dispone de 6 Tm de picual, 4 Tm de hojiblanca y 3 Tm de atbequina, los

valores de las variables "x" e "y" han de ser tales que: Nt

3.x + 4.y <6 (picual) #
2.x +y<4 (hojiblanca) .~ ©
x + 3.y <3 (arbequi

x20,y20
Por tanto, debemos resolver el siguiente problema‘de optimizacién:
3x+4.y<06
Maximizar f(x;y) = ZWB sujeto a ii ;;7 i ;
N\ x20,y20
El conjunto de soluciones factibles del problema es el de la siguiente figura.
y

pendiente —2

pendiente —1/3
pendiente —3/4

Observa: la restriccion 2.x + y <4 correspondiente a la aceituna hojiblanca

es superflua y puede eliminarse, pues se satisface siempre que se satisfagan
las demas restricciones del problema
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Como la funcién objetivo y todas las restricciones son lineales, nuestro problema
de maximizacion es lineal, y como su CSF es acotado, podemos garantizar que
tiene solu-cion, que se encuentra en la frontera del CSF .... y si la solucidn es
Unica, corresponde al vértice del CSF en que la funcion objetivo "f" toma el
mayor valor; si el mayor valor de "f" se presenta en varios vértices, el pro-
blema tiene infinitas soluciones, que corresponden a dichos vértices y a to-
dos los puntos que sean combinacion lineal convexa de ellos. Asi, para lidiar
el problema, basta determinar el valor de f(x;y) =20.x +40.y en cada vértice de
CSF:
f(A)=£(0;0)=0 ; £(B)=1£(2;0)=40
f(C)=1£(1"2;0'6) =48 ; {(D)=1£(0;1)=40

Por tanto, el vértice 6ptimo es C = (1'2;0'6); o sea, la empresa maximiza su bene-

ficio si produce 1'2 Tm del aceite "A" y 0'6 Tm del "B"; y en tal caso, el beneficio
es de 48 €.

FONEMATO 3.7.6 \

Un individuo ingiere diariamente sélo dos alimentos "A" y "BMyos respectivos
precios unitarios son 1y 2 €, siendo los contenidos unitaries de proteinas, hidra-
tos de carbonos y grasas de cada alimento los indic*o‘a continuacion:

Proteinas Hidratos Grasas
Alimento "A" 1 1 1
Alimento "B" 4 2 1

Deteminese la dieta mas economi s&ara
estar bien alimentado, la ingesta diatia de pro-
teinas, hidratos y grasa nos debe ser inferior a
8, 6 y 4 respectivamente.

SOLUCION \NJ/

n_n n_mn

Siendo "x" e "y" la resp&ivas cantidades diarias ingeridas de "A" y "B", si los
respectivos precios, L itatios de "A" y "B" son 1 y 2 €, la funcién que determina

el coste de losﬁhmentos esla f:R2 > R tal que f(x;y)=x+2.y.

4

Sila ingestﬁaﬁa de proteinas, hidratos y grasa nos debe ser inferior a 8, 6 y 4

respectixlmente, los valores de las variables "x" e "y" han de ser tales que:

x + 4.y 28 (Proteinas)

x + 2.y 2 6 (Hidratos)

X +y 24 (Grasas)

x20,y20
Por tanto, debemos resolver el siguiente problema de optimizacion:
x+4.y28
X+2.y206
x+y=4
x20,y20

El conjunto de soluciones factibles del problema es el de la siguiente figura.

Minimizar f(x;y) =x + 2.y sujeto a
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A )

x+4y28

pendiente —1/4

= X

di -1
s pendiente —1/2 £

La curva Sy de nivel "k" de la funcién "f" es:

S ={(x;y) eR2 / f(xsy) =k} ={(x;y) eR2/x+ 2y =k} =

= recta con pendiente

U = Al asignar valores a "k" resulta la familia
formada por las rectas con pendiente —1/2;
> X
ky\’\

por tanto, la recta que pasa por los puntos
"P"y "Q" es una curva de nivel de "f"

Como """ toma igual valor enM{aumtos (x;y) de una misma curva de ni-

vel, la solucion del problevg}ls‘sp'onde al punto (o puntos) del CSF por el que
'c

pasa la curva de nivel menor valor de "k". Al superponer las figuras
anteriores, resulta evid ¢ hay infinitas soluciones (minimos globales no es-

trictos), que corres ndgn a los puntos P=(2;2), Q=(4;1) y a los que son
combinacion line vexa de ellos, o sea, los puntos del segmento que une "P"
y"Q" ... ys %Qal cosa porque la recta que pasa por "P" y "Q" es una curva
de nivel de de nivel "6", que es el coste minimo de la dieta diaria).

00)

T
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FONEMATO 3.7.7

Siendo a €R, sea el programa

x2 +y2<4
Opt.:a.x+ 2.y syjetoa {x + 2.y = 2
x20,y=20

1) Resuélvalo graficamente para los distintos valores de "a".
2) Demuéstrese que el problema es convexo.

SOLUCION

e La curva Sy de nivel "k" de la funcién objetivo f(x;y) =a.x + 2.y es:

Sk ={(x3y) eR2 / f(xiy) = k) ={(x;7) €2 Jax + 2y =k} =

= recta con pendiente —a/2

e E] CSF es el sombreado.

e Como "f" toma igual valor
en todo punto (x;y) de

o y

una misma curva de nivel,
el maximo (minimo) se
presenta en el punto del
CSF por el que pasa la cur-
va de nivel con mayor
(menor) valor de "k".

_ex(xy) _ x

e [a pendiente de la circunferencf?‘g(x;y) =x2+y2—-4=0es
gy(y) Y

e Sia=1,las curvas de ni‘el ti?ne/n pendiente —1/2:

El problema de minimo tiene infinitas soluciones: los puntos del segmento que

une (2;0) y (0;1).
La solucién del problema de maximo corresponde al punto "A" en que la cit-
cunferencia x2 + y2 = 4 tiene pendiente —1/2:

x2 +y2=4 2 4
R
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e Sia>1,las curvas de nivel tienen pendiente —a/2 < 0:

e N Loy — 2 \ y

El minimo se presenta en el punto (0;1), y el maximo es el punto " %I& la

circunferencia x2 + y2 =4 tiene pendiente —a/2: \
S

X2+y2=4
_x__a (=B=(2A 4 45
2 Va2 +4 a2 +4

y
e Si 0<a<1,las curvas de nivel tienen pendiente —a/f < (i ¢

e R —

Pendiente —1/2 —7

El minimo se preseﬁt% %)unto (2;0), y el maximo es el punto "C" en que

la c1rcunferenc1a 4 tiene pendiente —a/2:

2_
4
x__a =>C=( ; ), 0<a<l1
& } \/32+4 Va2 +4

l?curvas de nivel tienen pendiente 0:

El minimo se presenta en el punto (2;0), y el maximo en el punto (0;2).
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e Sia<0,las curvas de nivel tienen pendiente —a/2 > 0:

El minimo se presenta en el punto (2;0), y el maximo en el punto (0;2).

Un programa de minimo (maximo) es CONVEXO si la funcién
objetivo es convexa (céncava) y el CSF es convexo.

El programa dado &

A
R A4
Opt. :a.x + 2.y sujeto a x%yZZ
x20,y20

es convexo, pues siendo lineal la funcién/objetivo, es convexa y concava; ademas,
el CSF es convexo, por ser la interseccion de los convexos Ay, Ay, A3y Ay:

Aq Z{(X;{kﬂ?z / x2 +y2 34}

Ay ={(x;y)eR2 /x +2.y>2}
As= {p;}) eR2 / x>0}
\ §>= {y) eR2 /y>04
El conjunto A4 es convexo, pues u(x;y)=x2 + y2 es convexa, ya que su mattiz

hessiana [%ﬁ es definida positiva en todo punto.

Los (‘g\mtos Ay, Ay y Ay, por ser semiespacios cerrados, son convexos.
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FONEMATO 3.7.8

Razone si el conjunto X = {(X,y) /y-x3>0, x+y<2, x> O}CS O NO convexo.

SOLUCION

es suficiente (N0 necesario) que g(x) sea

convexa
concava

x)<0
si su restriccion asociada es de la forma {g(g) = O}.
g(x)=0

El conjunto "X" es la interseccion de conjuntos Ay, Ay y As: \
A1={(X;y)em2/y—x320} ”
Ay ={(X;y) eRN?2 /x +yS2} ; As ={(X;y) eR2 /f}%

Los conjuntos Ay y A3, por ser semiespacios cerrados, sofi co
vemos en la figura, el conjunto A no es convexo.

0s, y cOomo

N
@
ky—x3—0
> X

No obstante, Sm rseccion "X" de Ay, Ay y A3 es un conjunto convexo.

. 4
\A“"
-

. ) Xx+y<2
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TEMA 3: EL PROBLEMA DE LA OPTIMIZACION

01) Senale la afirmacién cierta para un problema de programacién matematica:

a) Si tiene soluciones factibles, tiene soluciones 6ptimas finitas.
b) Puede no tener soluciones factibles y tener soluciéon optimas.
c) Si tiene soluciones 6ptimas, tiene soluciones factibles.

x+y<2

x >0, y > O} Puede clasificarse como

02) El programa Max. 2.X.y sujeto a {

a) Diferenciable ; b) Lineal ; c¢) Convexo

03) Dada £:Sc R™ =5 R, sea el programa Opt. f(x) sujeto a x € X < R%ydonde
"X" es un conjunto no acotado:
a) El problema no tiene solucion finita.
b) El problema es infactible.
c) Las respuestas a) y b) no tienen porqué ser ciertas.

04) Siendo f,g,h:R2 > R, el programa A\r
v
g <AL WL
Max. f(x;y) s.a { h(x;y)2
(x;y) €S R2
es convexo st:
a)"t" es concavay "g" y."—h" son convexas V (x;y) €S

b) El conjunto {(x;y) €S /gx;y) <4, h(x;y) 2 2} es convexo

c)"f" y"h" son concavasy "g" es convexa

05) Sea el programa Min. (iz 1)’ +(y—3)* s.a {X >0,y > O}'
a) E1L.CSF cShel triangulo de vértices (0;4), (4;0) y (0;0).
b) ﬂESF%S cerrado y no acotado.

\c) El problema no tiene solucién acotada.
06) El éptin}) del programa anterior

- a) Bs el punto (1;3).
b) Es es el punto en que la recta x + y =4 es tangente a la curva de
nivel de la funcién objetivo.
¢) No es acotado.

07) Sefale la correcta:

xty=4

tiene infinitas soluciones.
x20,y2 O}

a) Min. (x +y) s.a {

xty=4

—(x =12 —(y-3)2
b)Max. ~ (x =1)? = (y = 3) “{Xzo,yzo

} tiene solucidon no acotada

x+y=>4

C)Max.(X—1)2+(Y_3>2 S'a{XZO,yzo

} es infactible.
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08) Siendo f,g,h:R2 > R, sefiale el CSF del programa

glx;y) <4
Max. f(x;y) s.a{h(x;y) =2

(x;y) €Sc R2

a) {(X;y) e R2 / g(x;y)< 4, h(X;y)ZZ}
b) {(x;y) €S/ glx;y) <4, h(x;y) = 2}
o) {(x;y) €R2 / g(x;y) <4, h(x;3)22,x 20,y 20}

x+y=1

El Max. x? +y?2 s,
09) El programa Max. x4 +y Sa{XZO,yZO

} verifica.

a) El teorema de Weierstrass

b) El teorema de local - global

c) El teorema de local - global y el de unicidad de'solucion

10) Sea £: R = R. El programa Max. f(x) s.ax e X € R es'convexo si:

o

a)"f" es convexay "X " es convexo
b) "f" es concavay "X " es convexo
c) "f" es continua y "X es convexo

11) Sea programa Opt. f(x) sujeto a x € X y'x* e X'un minimo de éste:

a) El conjunto "X" es acotado.

b) El conjunto " X" es'convexo.

c) Las respuestas a) y.b) no tienen porqué ser ciertas.
N
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SOLUCION

01) La a) es falsa: el que haya soluciones factibles (puntos que satisfacen todas las

restricciones) no garantiza que haya soluciones 6ptimas finitas.
La b) es falsa: si CSF = = no hay soluciones 6ptimas.
La c) es verdadera: las propias soluciones 6ptimas son soluciones factibles.

02) La correcta es a): no es lineal, porque la funcién objetivo f(x;y) =x.y no es
lineal. No es convexo, porque la funcién objetivo no es concava.

03) La correcta es c).
04) La b) no es verdadera, pues nada dice de la concavidad/convexidad de "f'".

En la solucién supuestamente corregida en la Facultad dice que la buena es
a) ... y dice que la buena no puede ser la c¢) porque no especifica que es
(x;y) €S, lo que no tiene sentido: la concavidad/convexidad de-"f" no es una

caracteristica "puntual” de "f"', es una caracteristica "conjuj%t‘i'sta": en teotia se
define la concavidad/convexidad de f(x;y) en un conjunto de puntos, y no

en un punto. e \ J
05) La correcta es b). N
06) La correcta es a).
07) La correcta es a).
08) La correcta es b). (, \

09) La correcta es a), pues el SCF es cefrado a acotado y es continua en €L

Siendo un problema de'maximo con CSF convexo, se verificaria el teorema
Local/Global si la funcién objetivo f(x;y)=x2 + y2 fuera céncava en el

2 0
CSF, pero no loes, uﬁs Hf(x; 2[ ]
p G4 P‘ sy)=lp 2

10) La correct\a es b).

11) La correcta es 0).

x\
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