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4.1 OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES

Nos planteamos el problema de determinar los puntos de R en que la funcién

diferenciable f: A € R™ > R presenta un maximo o un minimo.

e Sif:AcC R I> R es diferenciable en el abierto A € R?, se dice que x0 €A
es un punto critico de "f" si Vf(x0) =0.

* Un punto critico X0 €A se dice de silla si en todo entorno de_§0 hay puntos
x1 tales que f(x1)>f(x0) y también hay puntos x2 tales que f(x2) < f(x0).

Condicion necesaria de primer orden

Si f:Ac R > R es de clase Cl en el abierto A < R1, una condiciég,ﬁec&ria
para que x( € A sea 6ptimo local es que Vf(x0)=0.

O sea, si Vf(x0)#0,
el punto xp €D no
es un 6ptimo local

En efecto: si "f" tiene un 6ptimo local en el pu X0n€ A, la derivada de "f"' en
x( segun cualquier vector de MM debe ser nula, si existe un vector v € R

tal que D5f(x0) #0, un desplazamiento _iffinitesimal en la direccién de v hace

{gliﬁﬁffr} el valor de "f" si {Bzfi(;g ) , y un desplazamieito infinitesimal
en la direccién de —v hace {?Srrlﬁar} el valor de "f" si {Bzg%g% z 8}, lo que

es absurdo, pues asi "fsnofpresenta un éptimo local en x) €A.

Por ser "f" de clase C1 ‘ , es diferenciable en x0 €A, y eso garantiza que
D f(x0 )= VfEEo) v; asf, es D f(x0)=Vf(xp)®v=0, Vv eRn sélo si ocurre
que Vi(x0)=0.

Condiciénwecesaria de segundo orden
Sif:A aiﬁn,;—) R es de clase C2 en el abierto A C Ry x0 €A un punto criti-

co de al que Hf(x0) no es la matriz nula, una condicién necesaria para que
x() € Alsea maximo (minimo) local de "f" es que es que Hf(x() sea semidefinida

negativa o definida negativa (semidefinida positiva o definida positiva).

/ O sea, si Vf(x0)=0y \

Hf(x0) # 0 no es semidefinida
negativa ni definida negativa
(semidefinida positiva ni defi-
nida positiva), el punto x( no

\es un maximo (minimo) local/
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Observa: siendo f:A c R+ R de clase C2 en el abierto A C Ry x0 €A
es un punto critico de "f", si Hf(x0) es indefinida no hay 6ptimo local en xo,
pues para que haya 6ptimo local en x( es necesario que Hf (x0) sea semidefinida
o definida. Asi, el punto x( es de silla,

Condicion suficiente de optimo local

Siendo f:A c R >R de clase C2 en el abierto AC R0 y x0 €A un punto
critico de "f", si la matriz Hf(x() es definida negativa (positiva), el punto xo € A
corresponde a un maximo (minimo) local estricto de "f".

Condicion suficiente de optimo global ’t \
Sea f:A C R > R de clase Cl en el abierto ARy céncav%xx:xa). Si

’

x() €A es un punto critico de "f", entonces "f"' presenta un mﬁ() inimo)

global en x(, pues si Vf(x0)=0 y "f" es concava y de clas¢”Cl cual sea el

punto x €D que elijamos, es: Q
f(x)—f(x0)<VE(x0)e (x —x0)t =0 :\f&f f(x0)
pues Vf(x0)=0

Sea f:ACR2 >R de clase Cl en el abiesto 0y estrictamente concava
o

(convexa). Si x0 € A es un punto critico dé!'f", ‘entonces "f" presenta un maximo
(minimo) global estricto en x(, pues si VE(x(0) =0 y "f"" es estrictamente concava
y de clase Cl, sea cual sea el punto 'que elijamos, es

f(x)—f(x0) < v»fé}- (x—x0)t =0= f(x) < f(x0)
(\jp%es Vf(x0)=0 —T
Q-
é =
& )
\\
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FONEMATO 4.1.1
Determinense los 6ptimos de f(x;y) = x2 + y2

SOLUCION

Condicion necesaria: los puntos criticos son aquéllos donde se anula Vf:

_ f . (x;y)=2x=0
Vix:y)=0=< = =>x=y=0

Condicion suficiente: el caracter de (0;0) esta determinado por el signo de la

forma cuadratica de matriz asociada Hf(0;0).

t ; t ;
Hf(o;()):{xz((),o) Xy(O,O)}:[S 8 p \

fyX (0;0) fy2 (0;0)

Como la forma cuadratica indicada es definida positiva, el punto (030) corres-

ponde a un minimo local estricto, que también es global, pue !éncava, ya
su matriz hessiana es defina positiva en todo punto. U
FONEMATO 4.1.2 N ¢

Determinense los 6ptimos de f(x;y)=1—(x2 + yX\

SOLUCION

_ fo(x; —2x =0

Condicion suficiente: el caracferide (0;0) esta determinado por el signo de la
forma cuadratica de matriz asoctada Hf(0;0).

(0;0) £, (0;0) _
HF(O \&—{%ﬁ (0;0) fy; <0;0>} :[ 0 —02]

., } . P
Condicion necesaria: los puntos criticos :on aquéllos donde se anula Vf:

, @ . .. ) .
Como la forma tica indicada es definida negativa, el punto (0;0) corres-
ponde a un o, local estricto, que también es global, pues "f" es convexa, ya
su matriz hessiana es defina negativa en todo punto.

FON T04.1.3

Deter‘.i‘nense los 6ptimos de f(x;y)=x3 +y3 —3.x.y

SOLUCION

Condicion necesaria: los puntos criticos son aquéllos donde se anula Vf:
_ f (X;y):3.X2—3.y=O (1)

Vix;y)=0=>1< *

(x33) {fy(x;y)=3.y2—3.X:O )

De (1) se deduce que y =x2, y al sustituir en (2), resulta:

=0=y=0
4 _ o — X y
oo O:{X3—l=O:>X:1:>y=1

Los puntos (0;0) y (1;1) son criticos.
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Condicion suficiente:
6.x -3 .
C Hf(x; =[ ], ti :
omo Hf(x;y)=["3 6.y > S€ tiene que

* Hf(0;0) = [_03 _03] = indefinida = ensilladura en (0;0)

* HE(1;1) = [_63 _63] => definida + = minimo local estricto en (1;1)

FONEMATO 4.1.4

Determinense los 6ptimos de f(x;y) = (1—x —y)?2

SOLUCION ’; \

o f sy =20 -x—y)=0
Vf(X,Y)—OD{fy(X;y):—Z.a_X_y):() ‘,\

El sistema de ecuaciones Vf(x;y)=0 tiene infinitas soluciopes, 'correspon—
den a los puntos de la recta 1 — x —y = 0; o sea, los puntos de@ma (x;1—x).

e N o
Como Hf(x;1—-x)= [% %] es semidefinida posi%,&otja‘fnformacién de las

derivadas segundas de "f" no podemos deter- 4
minar el caricter del punto critico (X;1—X)C\ 7
que podria corresponder a un minimo local &s- 1
tricto, a un minimo local no estricto o an pun-
to de silla. En este caso, podemos tes
papeleta mediante consideraciones @nftricas:
el valor de "f" en el punto criti,co\— (x;1-x) |
es 0, y sea cual sea el entomoxdc‘ao elegido, la
funcion "f" toma el valo{) en los puntos de
nlad recta 1 —x —y=0, tomando valores positivos en

dicho entorno que estér&

los restantes punt deL ntorno, pues en ellos es 1—x—y#0, por lo que
tx;y)=(1—-x— u
FONEMA 14

Determ§ensglos 6ptimos de f(x;y)=x3 + y3

SQL N

4

1
l—X—y=O—71

0; asi, "f" tiene un minimo local no estricto en u(.

_ f (X;y):3.X2 =0
Vix;y)=0=1 —x=y=0
(x3y) {fy(x;y)Z?).yz =0 y

Como Hf(0;0)= [8 8], la informacion contenida en las derivadas segundas de

"f" no basta para determinar el caracter del punto critico (0;0).

El punto (0;0) corresponde a una ensilladura, pues £(0;0)=0 y f(x;y)=x3 + y3
positivos
negativos
entorno de (0;0).

primer

tercer } cuadrante que hay en todo

} en los puntos del {

toma valores {
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FONEMATO 4.1.5

Determinense los 6ptimos de f(x;y;z) = ex2 472 442 —Tnz

SOLUCION

Condicion necesaria: los puntos criticos son aquéllos donde se anula Vf:
2

t (x3y52)=-2xe X =0=>x=0
Vf(x;y;z)=6:> fy(x;y;z)z—Z.y.e_Yz =0=y=0

£ (x;y;2)=2.2—(1/2)=0=>z=+1/2

Como £(0;0;—1/+/2) R, el tinico punto critico es ug = (0;0;1/+/2).

Condicion suficiente: el caricter de ug esta determinado por el signo deda for-

ma cuadratica de matriz asociada Hf (up). &
ex? (4.x2 —2) 0 0 af _2’ -
Hf(ug) = 0 e v2 (492 = 2) 0 0 -2 o}
0 0 2+@lzyle L0 0 4
u(
Como la FC indicada es indefinida, ug corresp una ensilladura.
FONEMATO 4.1.6 2 Q.Y
Determinense los 6ptimos de f(x;y) = x2.y % y2.x — 3.x.y
SOLUCION
Condicion necesaria: los pun;oN 0s son aquéllos donde se anula Vf:
N _ 3= y=0 (1)
Nt WJNZ'”Y 3>‘O:>{2.X+y—3=o )
Vix;y)=0=1.
f& —x(xt2y-3)=0= 7Y ©)
: N NEx(xt2y-9)= x+2y-3=0 (4)
Dy (050)
. B Dy (3;0)
La soluc1o@1stema ue forman es
1 @yE[™ ] ©:3)
e @)y® )
Condieio® suficiente:
o 2.y 2x+2y-3 .
Como Hf(x;y)= |:2.X foy-3 5« , se tiene que:

* Hf(0;0) = [_03 _03] = indefinida = ensilladura en (0;0)

* HE(3;0) = [g 2] = indefinida = ensilladura en (3;0)
% HE(0;3) = [g 8] — indefinida = ensilladura en (0;3)

* HE(1;1) = [% ;] => definida + = minimo local estricto en (1;1)
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FONEMATO 4.1.7

Determinense los 6ptimos de f(x;y;z) =x.y.z + 1

X

L1,
Yy 4

SOLUCION

Condicién necesaria:

fy =y.z—(1/x2)=0=>x2.y.z=1
Vi(x;y;2)=0= £y =xz—(1/y2)=0=>x.y2.2=1;} =

t, :X.y—(1/22)2():>X.y.22 =1

x2.y.z=x.y2.7
= =
{X.yz.zzx.y.z2 T ’, \
Dividimos por x.y.z los dos miembros de ambas ecuacu& é

ue

hacer eso se eliminan posibles soluciones del sistema
x=006y=0062z=0 ... pero eso no debe preocuparnos, pues

"f" no esta definidasix=06y=0062=0

it 1A

y x=z=-1
y_ g 7 =
sustituyendo en cualquiera ecuaciones 1 x. ye.z=
X.y.22 =l

Condicion suficiente: .
Es 4 \

v 2/x3 z y

1(&}2) z  2/y3  x

y x 2/z3
N
Por tanto:

20101 2 -1 -1
=1 2 1|; Hf(-1;-1;-1)=| -1 -2 -1

\ \ 11 2 -1 -1 -2
e En nto (1;1;1) hay un minimo local estricto, pues Hf(1;1;1) es definida
positiva:
H{=2>0; sz‘f ;‘>o ; Hy =|Hf(1;1;1)|>0

e En el punto (—1;—1;—1) hay un maximo local estricto, pues Hf (=1;—1;—1) es
definida negativa:

-2 1

H1:—2<O;H2=‘1 )

>0 ; Hy =|Hf(-1;-1;-1)| <0
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FONEMATO 4.1.8

Determinense los 6ptimos de f(x;y)=x2 —2.a.x.y + y3 segin los valores del
parametro real "a".

SOLUCION

Condicion necesaria: los puntos criticos son aquéllos donde se anula Vf:
_ t . (x;y)=2.x—-2.a.y=0 )

Vix;y)=0=4 >

(x3y) {fy(x;y)z—Z.a.X+3.y2 —0 (2)

De (1) se deduce que x = a.y, y sustituyendo en (2), resulta:

=0=>x=0
222 y+3y2=0=1" {
any y {y:2.a2/3:>X:2.a3/3 ‘& \

Condicién suficiente:

e Es Hf(0;0)= [—%,a _6%;1](0.0) B [—%,a —%.a]; ast: "’\ )

*Sia#0= Hf(0;0) es indefinida = ensilladura en (050). .
*Sia=0= Hf(0;0) es semidefinida positiva X&l?uformacién de las de-
rivadas segundas no podemos determinar m:er e (0;0), que podria co-
i

rresponder a un minimo local estricto, a u o local no estricto o a una
ensilladura. Podemos resolver la papel( taymediante consideraciones geomé-

tricas: si a=0 es f(x;y)=x2 +y ,Q £(0;0)=0 .... y sea cual sea el en-
torno de (0;0) que elijjamos, t$ valores {ggg;?;gi} en los puntos

(0;y) de dicho entorno tales\ } asi, el punto (0;0) es de silla.

2 2 ? —23, 2 —2.21 . :
e Es Hf(2.2%/3;2.a /3% 6y (04232423 [ 5 4.32},2151.

*Siaz (0= (—@2 /3;2.a2/3) es definida positiva = minimo local estricto

en (2.2 / as/3)
*Sia= | punto (2.22/3;2.22/3) es el (0;0), que, como queda dicho, co-

rreaondg a una ensilladura.
FQN T04.1.9

3
Determinense los 6ptimos de f(x;y)=x2 —2.a.x.y + y2 segin los valores del

parametro real "a".

SOLUCION

Condicion necesaria: los puntos criticos son aquéllos donde se anula Vf:
= t (x;y)=2x-2ay=0 (1)

Vi(x;y)=0= {fy(x;y) =-2ax+2y=0 (2

De (1) se deduce que x =a.y, y sustituyendo en (2), resulta:
2.2, y+2y=0=2y=0=>x=0
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Condicion suficiente:
Es Hf(0;0) = [_% N —%.a]’ y sus menortes principales son

2 —2.a

-4 _ 2
24 2 =4-4.a

H1=2;H2=‘

H1>0
H2>O
H1>0
H2<O

*Si|a|<1= { } = definida positiva = minimo local estricto.

*Sila|>1= { } —> indefinida positiva = ensilladura.
*Sia=1=f(x;y)=x2 —2.x.y +y2 = (x — y)2, que se anula en los pun,to%la
bisecttiz x —y =0 del primer cuadrante, tomando valores positivosfén,los de-
mas puntos del plano. Asi, los puntos de dicha bisectriz cg;rNonden a
)

minimos locales no estrictos.

Sy
*Sia=—-1=f(x;y)=x2 +2.x.y+y2 =(x + y)2, que sec anfla en 16s puntos de
la bisectriz x +y =0 del segundo cuadrante, tomando Valcuositivos en los

, ’ . y .
demas puntos del plano. Asi, los puntos de dicha’ bisectfiz corresponden a
minimos locales no estrictos. x& j

FONEMATO 4.1.10 %

En un monopolio de cerveza y vino, las funciones de demanda son

p1 =256 —=8.91q2
p2 = 4‘ —-5.93

donde p1, p2,q1 ¥ qp son los r%ctivos precios y cantidades demandadas de

cerveza y vino. Si la funcion"de coste es C(qq;qp) = q% +q1.q92 + q% , determine-
se la produccion que maximiza el beneficio.

SOLUCION
El beneficio B(qlges‘
Q@ﬁqzﬁ(m-ql +p2.92) —(af +q1.q2 +q3) =

. Ingreso Coste
‘s p;1 =256—-3.q1 —qp ; pp =222+ q; —3.q)

. 4
=(256—-3.q1 —q)-q1 + 222+ q; —5.92)-9» —<q12 +41-92 +q%):
=256.q; +222.q5 — 4.9% — q1.q2 — 6.93

Condicién necesaria:

VB(q1392) =6:>{

Condicidon suficiente:

Como HB(30;16) = [:? __112] es definida negativa, el punto (30;16) correspon-

By, (q1592)=256-8.q; —q2 =0 } {cn =30
By, (q1592) =222~ q1 —12q, =0 qz =16

de a un maximo local estricto.
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TEST 4: OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES

01) Sea £: R > N de clase dos y convexa. Si a € R™ es un punto critico de "f",
entonces:

a) Vx € RD se verifica que f(x) < f(a)
b) "a" es un maximo para la funcion "f"
c) "a" no es un maximo para la funciéon "f"

02) Sea F(x;y)=f(x)+g(y), con f,g:R>NR. Si x=a es un punto 6ptimo de

"f" ¢ y=b es un punto 6ptimo de "g", entonces:

a) (a;b) es un optimo de "F"

b) "F" no tiene porqué tener 6ptimos p \
¢) (a;b) es un 6ptimo de "F" si es una funciéon convex
e
03) Si f(x;y) =x2 + x.y + y2 + 3, el punto (0;0) \ )
gy

a) Es un maximo local de "f"
b) Es un minimo local de "{" \)
c) Es un punto de silla de " L 4

05) Si f: R0 > R es de clase C2 y coéncava y a Efxes\.u)punto critico de "f'":

a) Vx € R1 se verifica que f(a) <

b) Hf (a) es una matriz diagonal cen autovalores positivos
i fu&

c)"a" es un maximo para i6n " f"
06) Si f: R0 1> R es de clase C2 y Qre’(a y a € RM es un punto critico de "f"
a) Vx e R0 se Verihque f(a) < f(x)

b) Hf (a) es ufia matriz diagonal con autovalores positivos

c)"a" es\u\ aximo para la funcion "
07) En el punto (1;0) la f‘u cion f(x;y) =x3 — 2.x.y2 — 3.x presenta:
a) Un ma local ; b) Un maximo global ; c¢) Un punto de silla

08) Sea f: R de clase C2 tal que fy(a;b)=0. Si (a;b) es un maximo local
de 'E', entonces:
a)f 5 (a;b)= fy2 (a;b) s b f (a;b).fyZ (a;b) =0
- of o (a;b).fyz (a;b) <0

09) Sea f:R2 >R de clase C2 tal que foy(a;b)=0. Si (a;b) es un minimo de

"f' entonces:

a)f o (a;b)= fyz (a;b) s b f 2 (a;b).fyz (a;b)=0
of o (a;b).fyz (a;b) <0

10) Sea £:Sc M" 1> R diferenciable. Si a €S es un punto critico de "f'™":
a) Vi(a)#0 ; b) Vi(a)=0 ; c) Hf(a)=0
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2
11) Sea £:R2 > R de clase C2 tal que Vf(a;b)=0 ny(a;b)=|:ao b02:|:

a) El punto (a;b) es un minimo de "{"
b) El punto (a;b) es un maximo de "f"
c¢) El punto (a;b) es un punto de silla de "{"

12) Sea f:M3 > R de clase C2. Si (0;0;0) es un punto critico de la funcién "f"

2 0 2
y Hf(0;0;0)=| 0 -2 0],

2 0 0

a) El punto (0;0;0) es un minimo local de "{" ,

b) El punto (0;0;0) es un maximo local de "f" p \
¢) El punto (0;0;0) es un punto de silla de "f"

e
13) Sea f:R2 > R de clase C2 y (a;b) su tGnico punto critico, @ef un maxi-
mo local: o
a) (a,b) es un maximo global de "{" u

b) (a,b) es un méaximo global de "f" si la FC/de tatfiz Hf(a;b) es
definida negativa o semidefinida nega j

©) (a,b) es un maximo global de "f" si de matriz Hf(x;y) es
definida negativa o semideﬁnidgr ne V(x;y) € R2

14) Sea F(x;y)=f(x) + g(y), con f,g: de clase C2. Si x =a es un punto
optimo de "f" e y=b es un punto.gptimo de "g", entonces:

a) (a;b) es é;’timo de "F"
b) (a ;b)&m punto ctitico de "F"
¢) (asDb) €s un punto de silla de "F"

2
15) Sea f:R2 >N de‘cl\&())tal que Vf(a;b)=0 ny(a;b)z[aO 0 }:

—h2
&1 ﬁunto (a;b) es un minimo de "f"
) El punto (a;b) es un maximo de "f"
¢) El punto (a;b) es un punto de silla de "f"
16) Sea ESR%J% R de clase C2 y (a;b) un maximo de "f":
a) (a;b) es un punto critico de "f"
% b) (a;b) es un punto se silla de "{"
c) La matriz Hf(a;b) corresponde a una FC definida negativa

17) Sea £:R1 > R de clase C2 con matriz hessiana definida positiva en todo

punto de R™. Sia € RM es un punto critico de "f'":

a) Vx € R1 se verifica que f(a) < f(x)
b) Hf (a) es una matriz diagonal con autovalores positivos
c)"a" es un maximo para la funciéon "f"
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18) Sea f: M2 > R de clase C2 tal que foy(a;b)=0. Si (a;b) es un minimo local

de "f", entonces:
a)f o (a;b).fyz (a;0)20 5 b)f 5 (a;b).fyz (a;b)<0
o) f 2 (a;b)= fyz (a;b)

19) Si f(x;y)=x3 —2.x.y3 +8.x.y — 11.x, el punto (1;2)

a) Es un maximo local de "{"
b) Es un maximo global de "{"
c¢) Es un punto de silla de "{"
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SOLUCION

01) La correcta es c).

02) Contraejemplo: f(x)=x2 presenta minimo en x =0 y g(y)=—y2 presenta
maximo en y = 0; pero F(x;y)=x2 — y2 no presenta éptimo en (0;0). Este
ejemplo también acredita que b) es verdadera, pues F(x;y)=x2 — y2 carece
de 6ptimos.

También es verdadera c): si "a" es 6ptimo de "f' y "b" lo es de "g", es

t'(a)=0y g'(b)=0, por lo que (a;b) cumple la CN de éptimo para "F" pues
VF(a;b)=[f'(a) g'(b)]=[0 0] ...y como la CN es suficiente si "F" ¢s con-
vexa, el punto (a;b) es 6ptimo de "F", en concreto es minimo de "B

En la solucién supuestamente corregida en la Facultad dice que la B‘na es b).

03) La correcta es b). ‘.\ i
05) Si "f" es concava = la CN es suficiente .... y como "a" c@e la CN, es un
maximo de "f". g ®

06) Si "f" es convexa = la CN es suficiente ... yw\"J cumple la CN, es un

minimo de "f"' = la correcta es a).

,’ —_
07) La correcta es c): V£(1;0) = (0;0) y HE{;0%= b.x ”} = 8 _04]
(1;0)

08) Si fyy(a;b)=0 es Hf(a;b) {Q 2( b):|; asi, si (a;b) es maximo

local de "f", la matriz es"definida negativa (:> los dos autovalores son negati-
vos = producto pom&o} ) semidefinida negativa (= un autovalor negativo

y el otro 0 = p:oduc\()) = la correcta es b).

¢ £ 5 (a;b
2 (asb) 0
: :|: X 0 f (a'b>i|; asi, si (a;b) es minimo de

09) Si fyy (ash Hf(a;b)
D 4 y ’
"t da z es definida positiva (= los dos autovalores son positivos =

p@cté’positivo) o semidefinida positiva (= un autovalor positivo y el otro
producto 0) = la correcta es b).

e
10) La correcta es b).

11) Ninguna es necesariamente correcta: si (a;b)=(0;0) es Hf(0;0) = [8 8]

12) La correcta es c), pues Hf(0;0;0) es indefinida.

13) La correcta es ¢): en tal caso el programa es convexo.

n H n.n

14) La correcta es b): si es optimo de "f"' y "b" lo es de "g", es f'(a)=0y
g (b)=0= Vi) =[f@) ¢b)]=[0 0
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15) Ninguna es necesariamente correcta: si (a;b) = (0;0) es Hf(0;0) = [8 8 :

16) La correcta es a).

n_n

17) La correcta es a): Como Vf(a)=0 y Hf(a) es definida positiva = "a" es un
minimo local, que también es global, pues "f"' es convexa, ya que Hf(x) es

definida positiva en todo punto.

t 5 (a;b) 0
18) Si fyy(a;b)=0 es Hif(a;b)= * 0 fyz (a;b) | asi, si (a;b) es minimo

local de "f", la matriz es definida positiva (= los dos autovalores s \ti—
vos = producto positivo) o semidefinida positiva (= un autovaloﬂ/(:s t1
el otro 0 = producto 0) = la correcta es a).

20) La correcta es ¢): Hf(1;2) = |: 6x 8- 4'y:| &xgdeﬁmda
(1‘2)

x\)
7)

Q"v
%,

) S
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