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5,ANALISIS DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES.

En este apartado trabajaremos con funciones de dos variables, aunque los calculos
analiticos se pueden efectuar con funciones de mas de dos variables, con las limitaciones
relacionadas con la imposibilidad de representar sus graficas.

5.1. GRAFICAS Y CURVAS DE NIVEL DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES.

EJEMPLO 5.1.
Dibujar la grafica de la funcion
2 2
cosS xry
) !
X, y)=
SRR Y y’?
Solucién
Editamos la funcion
2 2
¥ +
GOs
4
F{x. v} ==
2 2
3 +x +y

y marcamos en Ventana la opcion Nueva ventana 3D o ﬂ y una vez abierta la ventana 3D

marcamos nuevamente 4 y obtenemos

Como el recorrido de la funcion coseno es [-1,-1], el recorrido de nuestra funcion es
[-1/3,1/3]. Modificamos, por tanto, la escala en la variable z, para obtener una mejor vision de

=
la grafica. Marcamos - y fijamos el minimo de la variable z en —0.5 y el maximo en 0.5,
obteniendo
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Para cambiar el punto de referencia del observador marcamos en Seleccionar la opcioén

Posicion de ojo o equivalentemente IE' y cambiamos las Coordenadas del ojo. Por ejemplo,
si: x=10, y=10, z=24, obtenemos

Podemos conseguir el mismo efecto (cambio de posicion del ojo) utilizando los iconos
B = =T |

Si lo que queremos es enfocar a otro punto de la grafica para ver un trozo diferente de
la misma marcamos en Seleccionar la opcion Region. Por ejemplo, cambiando las
coordenadas del Centro por: x=5, y=5, z=0.2, obtenemos
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Si lo que queremos es ampliar o disminuir la vision que tenemos de la grafica
marcamos en Seleccionar la opcidon Region y cambiamos Longitud o, equivalentemente,

pinchamos el boton de herramientas
x=25, y=25yz=0.5, obtenemos

que nos interese. Por ejemplo, considerando:

EJEMPLO 5.2.

Dada la funcion f{x,y)=x"+)", se pide:
(a) dibujar su grafica
(b) construir sus curvas de nivel.
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Solucién

(a) Para dibujar la grafica editamos la expresion
2 2
F{x. y) :=x + vy

Como en el ejemplo anterior marcamos en Ventana la opcion Nueva ventana 3D o

4 y una vez abierta la ventana 3D marcamos nuevamente ﬁ y obtenemos

(b) Las curvas de nivel de esta funcidon son de la forma f{x,y)=k. Un camino para
representar estas curvas seria ir dando valores a k y para cada uno de ellos representar la
ecuacion f{x,y)=k. Utilizando la funcion VECTOR podemos agrupar en una misma expresion
las curvas de nivel que nosotros queramos; por ejemplo cuando k va desde 1 hasta 5. Editando
y simplificando la expresion

VECTOR{F{x. w)} = k., k., 1. 5}
obtenemos

Si abrimos ahora una Ventana 2D y mandamos representar con el icono -‘!
obtenemos las graficas de esas 5 curvas de nivel:
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1-3
EJEMPLO 5.3.

2

Dibujar la grafica y las curvas de nivel de la funcion f(x, y)zy? -3x.

Solucion

Editamos la expresion

Si deseamos dibujar las curvas de nivel de la funcion, debemos representar las ecuaciones
fx,y)=k, por ejemplo para k desde -5 a 5, editando

UECTOR(F{x. v} = k. k. —5. 53
que al simplificar y representar nos da las curvas de nivel
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5.2. LIMITES Y CONTINUIDAD.

Como bien sabemos, en funciones de varias variables el concepto de limite es mucho mas
complejo que en funciones de una variable debido a que a un punto nos podemos aproximar
por muchas direcciones diferentes. Veamos algunos ejemplos que nos permiten estudiar la
continuidad de la funcioén a través de la informacioén que nos da su limite.

EJEMPLO 5.4.

Determinar si es continua en (0,0) la funcion
X+y
= x#
JCHE g
0 xX=y

Solucion

Estudiamos en primer lugar la existencia de limite en dicho punto. Para calcular dicho
limite calculamos sus limites reiterados. Comenzamos calculando primero el limite respecto
de la variable x y después respecto de la variable y. Editamos la siguiente funcion

+
F{x, y) == IF[x =y, B, u]
X~y
Nota: La funcion IF se utiliza para escribir funciones definidas a trozos.
En Calculo seleccionamos la opcion Limite (Variable x, Punto 0) o, equivalentemente,

pinchamos el botoén de herramientas == i
¥+ oy
lim [F{x, y)y == IF[x =y, ]]
»+H X -y

y sobre esta Ultima expresion repetimos lo anterior, Limite (Variable y, Punto Q)
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Xty
lim 1lim |F{x. y} = IF|x = y, B, ———
y*8 x>8 X -y

que tras Simplificar (boton de herramientas ‘=) nos da —1.

De la misma forma podemos calcular el otro limite reiterado, primero respecto de la
variable y en 0 y a continuacion respecto de la variable x en 0 que al simplificar resulta 1.
Como no coinciden los limites reiterados entonces podemos asegurar que no existe el limite
en (0,0) y por tanto la funcién no es continua en (0,0).

Veamos la grafica de dicha funcion. Situdndonos en la expresion f{x,y) pasamos a
representarla

EJEMPLO 5.5.
Estudiar la continuidad en (0,0) de la funcién
x* -y

JACSOER NN (x,¥) # (0,0)
0 (xy)=(0,0)

Solucién
Definimos la funcion editando la expresion

F{x. ¥y := IF|x =8 ~ y = B, 8.
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En este caso para el estudio del limite vamos a utilizar el calculo de limites
direccionales, nos acercaremos al punto (0,0) por rectas que pasan por dicho punto; es decir,
rectas de la forma y=mx. Por tanto, calculamos

bim (y=mx),(x,5)(0,0) f(x.y)
Primero editamos
Fix,. m-x)}
y calculamos el limite cuando x tiende a 0 (en Cdlculo opcion Limite (Variable x, Punto 0))

obteniendo después de Simplificar
2
1 —m

2
m +1
Por tanto no existe el limite, ya que el resultado depende de la pendiente de la recta
por la que nos acerquemos al punto (0,0).
Veamos la grafica de dicha funcidon. Nos situamos en la expresion f{x,y) y
representamos

e
e i
e

7]
g1

e oy
et il
N

5.3. DERIVADAS PARCIALES. VECTOR GRADIENTE. MATRIZ HESSIANA.

EJEMPLO 5.6.

Estudiar la existencia de derivadas parciales en (0,0) de la funciéon

Y 0.0
f(x.y) =9 x>+ (v 7)2(00)
0 (x,y)=(00)
Solucién

Definimos la funcién editando la expresion
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Fi{x, y) == IF|x =8 ~ y = 8, A,
2 2
J{x =+ y )

Calculamos primero la derivada parcial de la funcidn respecto de x en el (0,0); esto es,
£.(00) =lim,_, f(fJO);f(o,O)_

Para calcular dicha derivada editamos la expresion
F{t, 8) — F{a,. a)

t

sobre la cual aplicamos Calcular-Limite respecto de ¢ en el punto 0y al Simplificar se obtiene
0. Por tanto, £,(0,0)=0.

Para calcular la derivada parcial de f respecto de y en el (0,0) repetimos el proceso
obteniendo £,(0,0)=0. La grafica de la funcion es la siguiente

EJEMPLO 5.7.
Calcular el vector gradiente de la funcién anterior en el punto (1,1).
Solucién

En un entorno suficientemente pequefio del punto (1,1) la funcion f{x,y) estd definida por
Xy
Jxi+y?
Por tanto, editamos primero una nueva funcion no definida en el (0,0) que también llamamos

Sxp):

F{x, u} ==

Calculamos f.(x,y) (Cdlculo-Derivadas o il, variable x, orden 1)
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2 2 372
(x + y )

5
y después sustituimos el punto (1,1) utilizando |ﬂ| o Simplificar-Sustituir Variable.
Obtenemos
2

4

Calculamos ahora f,(x,y) siguiendo el proceso anterior (Cdlculo-Derivadas o il, variable y,

orden 1) y sustituimos en el punto (1,1) obteniendo
J2

4

Por tanto, Vf'(1,1) = (Tz,g) .

EJEMPLO 5.7.
Calcular la matriz Hessiana de la funcion f{x,y)=2x"y+y” en el punto (0,1).
Solucién

Editamos la expresion
2 2
F{x, y} == 2-x -y + vy

Calculamos las derivadas parciales segundas de dicha funcion el en punto (0,1).

Para calcular f,(0,1) aplicamos Cdlculo-Derivadas o 9 , variable x, orden 2 y al
simplificar obtenemos
4-y
que al sustituir en x=0, y=1, nos da £;,(0,1)=4.

Para calcular f,,(0,1) aplicamos Cdlculo-Derivadas o il, variable x, orden 1, sobre la

expresion que obtenemos aplicamos de nuevo Cdalculo-Derivadas o il, variable y, orden 1y
al simplificar obtenemos

d 2 2
— {(F{x. u) == 2-x -y + y 3}
dx

d d 2 2
— — (F{x, y) 1= 2-x -y + y )}
dy dx

4-x
que al sustituir en x=0, y=1, nos da f,,(0,1)=0. Por el Teorema de Schwartz de las derivadas
parciales cruzadas sabemos que fy, (x,)) = f)x(x,)), por tanto, f,,(0,1)=0.

Por ultimo para calcular £,,(0,1) aplicamos Cdlculo-Derivadas o 9 , variable y, orden 2 y al
simplificar obtenemos
2

y por tanto f,,(0,1)=2.
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Asi pues la matriz Hessiana pedida es

Hf(01)= (4 O).

0 2

Nota: Para calcular el gradiente o la matriz Hessiana de una funcion de varias variables
podemos seguir el siguiente camino alternativo ya que DERIVE dispone de una funcion
basica GRAD que nos ayuda a calcularlas directamente. Para utilizar dicha funcidon cargamos
el fichero VECTOR.MTH (Archivo-Leer-Utilidad). La funcion GRAD esta definida para
funciones de tres variables. Como nuestra funcion es de dos variables tenemos que decir
cuales son nuestras variables.
Editamos la expresion
GRAD(F{x. v¥. [x. vl}

y al simplificar obtenemos el vector gradiente de f(x,y):

[4-:»':'9. 2'X2 + 2'9]

Para calcular la matriz Hessiana de f{x,y) editamos la expresion

GRAD{GRAD{F{x, vw}. [x. w1}, [x. vw1}
y simplificamos, obteniendo
4-y 4-x
[4-x 2 ]

Como hemos dicho la funcion GRAD asume por defecto que la funcién de varias
variables de la que queremos calcular el vector gradiente es una funcion de tres variables. La
funcion del ejemplo anterior es una funcidon de dos variables y por tanto tenemos que anadir
esta informacion. Para calcular el vector gradiente de una funcion de tres variables sera, por
tanto, suficiente escribir GRAD(f(x,),z)) para calcular el vector gradiente vy
GRAD(GRAD(f(x,y,z))) para calcular la matriz Hessiana.

5.4. DERIVADAS DIRECCIONALES. DIFERENCIABILIDAD.
EJEMPLO 5.9.
Calcular la derivada direccional de la funcién f{x,y)=3x’+y en el punto (0,0) y en la
direccion del vector (1,1).
Solucién

Vamos a obtener la derivada direccional. Por definicion

f(O+h,0+h)— £(0,0)

ﬁl,l) (070) = limh—>0

ALy
Para efectuar este calculo editamos la expresion que define la funcion
2
F{x. y) :=3-x +y

A continuacion editamos la expresion de la que queremos calcular el limite
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F{@ + h, 8 + h} — F{B,. @)
h

Calculamos el limite de esta expresion (Cdlculo-Limite, o equivalentemente h_m‘
respecto de la variable h en el punto 0),

F{@d + h, B8 + h — F{B. @)
lim
h+8 h
y al simplificar obtenemos 1.
Como el modulo del vector (1,1) no es unitario, debemos dividir dicho resultado por el

(LD

direccional de la funcion f{x,y)=3x*+y en el punto (0,0) y en la direccién del vector (1,1) es

1/+2.

Un modo andlogo de enfrentarse al problema requiere la comprobacion de que f es
diferenciable. Para ello calculamos sus derivadas parciales respecto de las variables x e y

modulo de este vector | |: V2. Obtenemos como resultado final que la derivada

(Cdlculo-Derivadas o, equivalentemente, 9| variable x, orden 1) y simplificando obtenemos

d
— F{x, v}
dx

6 -x
Y de manera analoga para calcular la derivada parcial respecto de la variable y

d
— Fi{x, y}
dy

1

Ambas derivadas parciales son continuas en R’y , por tanto, fes diferenciable. Por ser
[ diferenciable podemos aplicar la siguiente propiedad

f(l,l)(oyo): Vf(0,0)' (1/\/5’1/\/5)
Pasamos a calcular el vector gradiente de f'en el punto (0,0) editando la expresion
GRAD{F{x. v}, [x. w]}
simplificando obtenemos
[6-x. 1]

y sustituyendo en la expresion obtenida el punto (0,0) (Simplificar-Sustituir Variable o iuii,
x=0)
[@. 1]
Nos resta por calcular el producto escalar de los vectores (0,1) y (1 /2172 )

1 1
a. 1]1- -
1-2 1-2
2 2

que nos da como resultado J2/2.

EJEMPLO 5.10.

Calcular el valor aproximado de In(0,09°+0,99%) utilizando la diferencial.
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Solucion

Comprobemos en primer lugar si la funcién In es diferenciable en el punto (0,1). Para

ello debemos calcular sus derivadas parciales. Editamos la funcion
3 3
F{x. y) = LN{x + vy }

y en Cdalculo seleccionamos la opcion Derivadas. Primero calculamos la derivada de orden 1
respecto de la variable x

d 3 3
— {F{x. y) i= LH{x + y })
dx

Simplificando = Ise obtiene

que es una funcién continua en (0,1). Sustituyendo en el punto x=0, y=1 (Simplificar-Sustituir

. 5
Variable o _UEJ) tenemos

y simplificando se obtiene 0.
De igual forma derivamos la funcion respecto de la variable y, orden 1 y obtenemos

d
— F{x, yj}
dy

3-y
3 3
X +uy
que también es continua en (0,1). Nuevamente al sustituir x=0, y=1, resulta que nos da el valor
3 al simplificar. Luego Vf'(0,1) = (0,3).
Como las dos derivadas parciales son continuas en un entorno del punto (0,1),
podemos aproximar el valor de la funcion mediante la diferencial ya que

700,09, 099)= £(0,1)+df(0,1)= £(0,1)+V£(0,1)-(009-0, 0,99-1)
por tanto si editamos
F(@A, 1) + [@,. 3]-[0.689, —-8A.81]

tras simplificar j-l y aproximar J.EJ obtenemos
-a.a3

Asi —0,03 es el valor aproximado de ln(0,093+0,993 ) que hemos obtenido utilizando la
diferencial.
Obsérvese que si aproximamos el valor de la expresion £0.09°,0.99°) editando
3 3

F{a.a? . A.992 }»

tras simplificar obtenemos
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3814697265625
- LM —- 16 -LH(2)
228379311967765347

resultado que aproximando nos da el valor
-8.8703548
Por tanto concluimos que utilizando la diferencial no obtenemos una buena aproximacion.
Sugerimos como ejercicio para el lector calcular una mejor aproximacion de £0.09°,0.99°%)
utilizando el polinomio de Taylor de orden en el punto (0,1).

5.5.TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA.

EJEMPLO 5.11.
Dada la ecuacion implicita 2¢’-x-y-2=0
(a) ¢(Define esta ecuacion una funcién del tipo y=h(x), funcién definida respecto de la
variable x, en un entorno de (0,0)? En caso afirmativo, calcular /°(0).
(b) ¢(Define a su vez una funcién x=g(y) en un entorno de (0,0)? ;Podemos en este caso
calcular de forma explicita la funcion g?

Solucion

Definamos en primer lugar a la funcion f{x,y), editando la expresion
Fi{x, y} == E-Ey - x -y - 2
(Obsérvese que el nimero e se edita utilizando el acento circunflejo, es decir, con el
simbolo €).
(a) Veamos que se cumplen las hipotesis del Teorema de la Funcion Implicita para la
ecuacion anterior.
(1) (f(0,0)=0?
Si editamos la expresion “f{0,0)” y simplificamos, comprobamos que la respuesta es
afirmativa.
(i1) (Existen y son continuas en un entorno del punto (0,0) las derivadas parciales de f'?
Calculemos las derivadas parciales de f.
Para calcular f; (Calculo-Derivadas, respecto de x, orden 1)

d
— F{x. v}
dx
que al simplificar nos da —1. Se trata de una funcion constante y, por tanto, continua en R* y
en particular en cualquier entorno del (0,0).
De la misma forma, calculamos ahora f, .

d
— F{x, y}
dy
Y
2-8 -1

y vemos que también se trata de una funcion continua en R,
(iii)  ¢£(0,0)20?

Sustituyendo en la ultima expresion y=0 (Simplificar-Sustituir Variable o iuii) se
obtiene que £,(0,0)=1 y, por tanto, la respuesta también es afirmativa.

Luego, efectivamente, se cumplen las hipdtesis del Teorema de la Funcioén Implicita y
tenemos que /’(0)= -£;(0,0)/ £,(0,0)= -(-1)/1=1.
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Para comprobar si existe una funcién g tal que x=g(y) basta comprobar la tercera
hipotesis del teorema (f,(0,0)%0). Efectivamente, esta condicion se cumple. Por tanto
sabemos que existe la funcion g. El Teorema de la Funcion Implicita s6lo nos garantiza su
existencia, pero no nos da un método para calcular su expresion. Aun asi en algunos casos
especiales se puede obtener la expresion de dicha funcion. Por ejemplo en este caso utilizando

la secuencia Resolver-Expresion Algebraico, o LC%— y después simplificamos obtenemos

u
SOLUE{F{x, y} == 2-8 — x —y — 2, x}

- 2 |
®x =28 —up—- 2
que determina la relacion funcional pedida, siendo g(y)= 2¢€”-y-2.
Estudiemos ahora la grafica de la ecuacion f{x,y)=0 (esto equivale a ver la curva de
nivel 0 de la funcion f{x,y)). Abrimos una Ventana 2D, mandamos representar y obtenemos

Esta grafica nos muestra que en un entorno del (0,0) se verifica la existencia de ambas
funciones / y g ya que la recta tangente a la curva en el (0,0) no es paralela a ninguno de los
dos ejes. Ademas se obtiene la existencia “global” de g y "no global” de f.

EJEMPLO 5.12.

Determinar si la ecuacion implicita
2 2
x y

? 16
define a y en funcion de x (y=f(x)) en un entorno del punto (3,0).

Solucion

Veamoslo geométricamente. Para ello representamos la grafica de la ecuacion
2 2

X L
+ =1
? 16
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Obsérvese que en ningun entorno del punto (3,0) existe una dependencia funcional
univoca de y respecto de x, ya que cualquier recta vertical que tracemos en puntos de
cualquier entorno del punto (3,0) se cruza con dos puntos de la curva, ya que la recta tangente
a la curva en dicho punto paralela al eje x=0. Por tanto en este caso podemos afirmar que no
existe una funcién y=f(x) definida en ningiin entorno de (3,0).

5.6.EXTREMOS RELATIVOS.

EJEMPLO 5.13.
Calcular los extremos relativos de la funcién f{x,y)=x"+y*-3xy.

Solucion

Editamos la expresion que define la funcion
3 3
F{x., y} :=x +y — 3-x-y
A continuacion vamos a calcular sus puntos criticos. Calculamos el vector gradiente de
esta funcion

GRADCF (. w),. [x. wl}

que al simplificar resulta
2 2
[3-:-( - 3-y. 3y - 3-x]
Utilizando Resolver-Sistema e introduciendo las dos componentes del vector gradiente
igualadas a 0 e iluminando las variables x e y respecto de las cuales resolvemos obtenemos
SEZILUEII.([E-:-::2 - 3-y =8, 3-y2 - 3-x=8], [x. v]>

J3-1

J3-1 1 1
“Ay=- — - L X = - — —
2 2

2

1
K = - — +
2 2

x|
1]
=
>
=
1]
o]
"
=
1]
[y
>
L=
1]
jury
"

1 ﬂi]
~y = - — +
2

2

Nosotros estamos unicamente interesados en las raices reales ya que las variables de f
son reales.

Sustituyendo los valores obtenidos para la variable x y la ecuacion que define y en
funcion de x (y=x" ) obtenemos que si x=0 entonces y=0. Asi encontramos el primer punto
critico (0,0) y si x=1 obtenemos el punto (1,1).

Procedamos ahora a su clasificacion utilizando la matriz Hessiana
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GRAD{GRAD{F{x. w). [x. v]}. [x. v]}

[ 6-x -3 ]
-3 G-y
Como deseamos ver cuales son las entradas de esta matriz en los puntos calculados

anteriormente sustituimos las componentes x e y de cada punto o, de forma analoga, podemos
editar la funcion

que al simplificar nos da

b-x -3
H{x. y} == [ ]

-3 b-y
y calcular el valor de esta en esos puntos
H{a. @)

|5 ]

El determinante de esta matriz se calcula editando

[ ]
DET
-3 A
que al simplificar nos da —9. El punto (0,0) es, por tanto, un punto de inflexion.
Con (1,1), procedemos de igual forma, y la secuencia de resultados que se obtienen
son los siguientes

H{1. 1}
[
-3 6

27

Al tratarse de un determinante de signo positivo el punto (1,1) es un extremo y por ser
la primera entrada de la matriz Hessiana, f;.(1,1), mayor que 0, es un minimo local.

Vamos a efectuar la representacion grafica de la funcion para observar que,
efectivamente, tenemos un minimo local y un punto de inflexion en dichos puntos.
Representandola y cambiando las coordenadas del ojo a x=-15, y=25 y z=12, la longitud
10:10:15 y centro x=0, y=0 y z=-1.5, obtenemos
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|I|I ‘il, :',:II.I
Iill | II|I||
A

.\\\

Una segunda alternativa para clasificar extremos locales podria ser estudiando sus
curvas de nivel. Para obtener las curvas de nivel de esta funcion editamos
UECTOR{F{x, u} =k, k. -9. 7}

y al simplificar obtenemos

[3 3 3 3 3 3 3 3
X —3x-yp+y =-9 x —-3Fxy+y =-8_ x —-Fxy+ry =-F. x —-3F-xy+ty =-—-6,
3 3 3 3 3 3 3 3
¥ —3xy+y =-5 x —-3Fxy+y =-4. x —-3IJ-xy+ty =-3. x —-Ix-y+ry =
3 3 3 3 3 3 3 3
2, x —3Fxy+y =-1_x —IFxy+y =08, x —-IFxy+ty =1, x - IF-xy +y =
3 3 3 3 3 3 3 3
2, x —Jx-yp+ty =3, x —Jux-yp+ty =4, x —IFJ-x-yp+ty =5, x —J-x-yt+ty =6b,
3 3 3 3 3 3 ]
x —3xy+y =7, x —IFxy+ty =8 x —IFxy+y =29
Representando
3

Donde vemos que el punto (1,1) es un punto critico.
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EJEMPLO 5.14.

Optimizar la funcion ~ f(x,y)=— 5

Solucion

Editamos la expresion

F{x. u)

y

2

+x 4y

84

5 -

? + x

2
ty

Para obtener los puntos criticos debemos resolver el sistema de ecuaciones que se obtienen

editando

GRAD(F{x. v}. [x. y]) = [B. @]
y simplificando obtenemos
2 2
2-x-y Xx — g +9
= @A, - = A
2 2 2 2 2
(x +y +9 (x +y +9
Los puntos criticos son las soluciones de este sistema de ecuaciones. Observamos que este sistema es equivalente
al sistema
[ oy |
2-x-y =80, —{x —uy +9y =8

resolvemos éste siguiendo el proceso del ejemplo anterior para obtener los puntos criticos.

SO0LUE( [2-x-y
[« =8 ~ y

3.

X

oy -3, x =

2 2 ]
B. - {x -y + 9 =8|, [x. v]}

3-i A~y =8, x=-3-1~y=08]

De esta manera hemos obtenido dos puntos criticos (0,-3) y (0,3) (el resto de las
soluciones del sistema no tiene componentes reales).
Procedemos a su clasificacion utilizando la matriz Hessiana. Editamos

GRAD{GRAD{F{x. v}. [x. w1}. [x. w1}
que al simplificar nos da
[ 2 2 2
2y {3x -y -1 2-x-{x - 3-(y — 3P
2 2 3 2 2 3
{(x +y + 173 (x +y +12)
2 2 2 2
2-x-{xx — F-{ug — I} 2-y-{3F-x —u + 2%
2 2 3 2 2 3
{(x +y + 173 (x +y +12)

Sustituimos ahora en la matriz Hessiana el punto (0,-3) y obtenemos
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2 2 2 2
2-(-3)-(3-8 - (-3) - 9) 2-8-¢8 — 3-({-3) - 3))
2 2 3 2 2 3
B + (-3 +93) 8 + (-3 + %)
2 2 2 2
2-8-¢8 - 3-((-3) - 3)) 2-(-3)-(3-8 - (-3) +27)
2 2 3 2 2 3
B + (-3 + %) 8 + (-3 + %)
1
- — @
54
1
B —
54

cuyo determinante es

DET

1
2716

Por ser el determinante positivo, el punto (0,-3) es un extremo local. Como f,,(0,-3)<0

se trata de un maximo local. Para el punto (0,3) seguimos el mismo procedimiento y vemos
que se trata de un minimo local.
Nota: Recordamos que para utilizar una expresion editada anteriormente podemos utilizar el
botén F3. En este caso para calcular el determinante de la matriz Hessiana hemos seguido el
siguiente camino: En Editar(Autor) escribimos DET y en lugar de escribir la matriz la
podemos recuperar con F3 una vez iluminada.

Representemos la funcion, cambiando el Rango de la variable z de —0.5 a 0.5.

Calculamos sus curvas de nivel editando la expresion

1 1
UECTOR|F{x. v} = k., k. - —, —. @.82
2 2
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Nota: Obsérvese que en este caso estamos afiadiendo una informacion adicional en la funcion
VECTOR. Por defecto la distancia entre los valores que toma el pardmetro k es de una unidad,
pero si queremos considerar una distancia diferente tenemos que indicarlo. En este caso
queremos que la distancia entre cada una de las curvas de nivel sea 0.02.

Las curvas de nivel son

Como puede observarse los puntos (0,3) y (0,-3) son puntos criticos.

EJERCICIOS PROPUESTOS:

EJERCICIO 33.

Una empresa produce dos tipos de ordenadores O1 y O2 cuyos precios por unidad
vienen dados por po1=100, pp,=150.

La funcion de costes de la empresa es C(x,y)=40 In x - 20 In y + 20x* + 35 )* siendo x e
y las unidades de ordenadores producidas de cada uno de los dos tipos. Calcular los niveles de
produccidn que permiten alcanzar el maximo beneficio.

EJERCICIO 34.
Optimizar la funcion flx,y)=x"+y*-2(x-y)..

EJERCICIO 35.
Obtener la grafica de la funcidn fx,y)=)"-x".

EJERCICIO 36.
Dibujar las curvas de nivel de la funcion anterior.
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