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8. ESPACIOS VECTORIALES Y
APLICACIONES LINEALES.

8.1. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES.
COMBINACION LINEAL.

EJEMPLO 8.1.
Estudiar si el vector v =(1,0,1,0) de R* es combinacion lineal de los vectores

wr =(0,1,2,~1),u> = (0,~1,1,0),us = (0,1,0,1) .

Solucién.
Este problema se puede resolver de varias formas. La manera clédsica consiste en
plantear una ecuacion vectorial del tipo
v=aui +bus +cus
tal que si tiene solucion, entonces el vector dado es combinacidon lineal de los restantes.
Para resolver este problema en DERIVE primero definimos los cuatro vectores

editando las expresiones:
“v:=[1,0,1,0]”, “ul:=[0,1,2,-1]", “u2:=[0,-1,1,0]" y “u3:=[0,1,0,1]".

v := [1,. A, 1, @]
ul == [E; 1; 21- _1]
w2 == [A, -1, 1. @]

a continuacion introducimos la ecuacidon vectorial

v =aul + b-u2 + c-u3
que al simplificar nos da
[1L =8.8B=a-b+c,1=2-a+h,8 =c - al]

Obsérvese que la primera ecuacidon nunca se verifica lo cual nos indica que el sistema
carece de solucion

Una segunda alternativa de resolucion podria ser el estudiar el rango de la matriz
formada por los vectores. Si el rango es cuatro, esto quiere decir que son linealmente
independientes y, por tanto, no existe combinacion lineal. Esto se puede comprobar
editando la expresion

J o= 28 Idet[u,ui,u2,u3]=

o] al el elal o] el s o] el o ol o o]
ol o] ez w] o x| | w[w[ s o a] T

que al pulsar (enter) nos da
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EJEMPLO 8.2.

Analizar la dependencia e independencia lineal de los siguientes vectores de R”:
(1,2,-3,5,0), (2,-1,0,6,7), (-3,0,1,1,4), (1,5,-7,3,2)
Solucién.
En primer lugar definimos en DERIVE los cuatro vectores:

wl == [1, 2, -3. 5. @]
u2 == [2, 1. 8. 6. 7]
ul == [-3. 8. 1. 1. 4]
4 == [1, &, 7. 3. 2

a continuacion editamos en Editar(Autor)-Expresion la ecuacion vectorial
-ul + b-u2 +c-uld +d-ud = [B. B, B. B_ @

Por definicion de dependencia e independencia lineal, si existe solucion no nula entonces
son linealmente dependientes, y si la uUnica solucion es la nula son linealmente
independientes. Al simplificar la expresion anterior se obtiene el sistema

—L-a+b6-h+c + 3

H, ?-h + 4-c + 2-d =8
y al resolverlo con los comandos Resolver-Sistema de ecuaciones obtenemos

Introduccion de un Sistema._. i

Mimero de Ecuaciones

Ecuaciones: IE 3:
S I Cancelar I

pinchamos en Si y en la siguiente ventana introducimos las ecuaciones, y las variables en
las cuales deseamos resolver el sistema
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Hesolucion do b ccuacionfes) - doerwe-$. diw

2 |2a—b+bd=u

3 |—3a-'1::—'?|1=ﬂ

q |—5a.-'6b'—c +2d-@

5 |'F']n 141 2d-8

Si | | Mesolver I Zancelor

Pulsando Resolver se obtiene
a=0~h=8B~c =H~d =8

Por tanto, estos vectores son linealmente independientes.
8.2. SUBESPACIOS VECTORIALES. BASES. COORDENADAS.

EJEMPLO 8.3.

Dado el subespacio vectorial de R*
w=L{(1,1,1,1),(1,2,3,0),(5,7,9,3)}

(a) Obtener sus ecuaciones paramétricas y cartesianas.

(b) Hallar una base de W.

(c) Determinar las coordenadas del vector (5,12,19,-2) en dicha base.

Solucién.
(a) Editamos previamente los tres vectores que generan el subespacio

wl == [1, 1. 1, 1]
w2 == [1, 2. 3. 8]
13 == [5. 7. 9. 3
ECUACIONES PARAMETRICAS.

Las ecuaciones paramétricas del subespacio se pueden obtener introduciendo la
ecuacion vectorial

¥, Y, 2, t] = a-ul + h-u2 + ¢c-u3j

Al simplificar se obtienen las ecuaciones paramétricas del subespacio

siendo a,b,c los pardmetros con valores reales.
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ECUACIONES CARTESIANAS.

Para obtener las ecuaciones cartesianas, necesitamos eliminar los tres parametros
a,b,c de las ecuaciones anteriores. Si iluminamos la primera ecuacion y la resolvemos
utilizando Resolver Expresion método Algebraico y dominio Complejo respecto del
parametro a

i Hesolver Expresion #5° E

—Merimales —Meétacdlo———— Caominig——— _irit=s clzl Intzrva o
% Alcebraico % Corplejo Smatan lij_a
O Blumétizo " Resl
; nferiar [(F1H
 Cualgiera. [ = !

Si | Erzanlar I CAn-rls. |

se tiene

a=x—-—-h-5-=¢

Si ahora sustituimos el valor de “a” por “x-b-5¢” en el sistema inicial con la
secuencia Simplificar-SustituirVariable

Sustitucidon de variables en #5 m

1 Muewo Yalar: Ix—h—Et:

Yariables:

x
Y
=
h
L =i

i | Simplificar Cancelar

tras simplificar resulta
[* =x. y=x +h +2¢c, 2 =x+2-h+4dc, t =x—h-—-2=c]

Obsérvese que la primera ecuacion se ha convertido en una identidad. Despejemos
el parametro b de la segunda ecuacion editando la misma y aplicando Resolver-Expresion
(método:algebraico, campo: complejo) respecto de b se obtiene al simplificar

h=-x+y-2-=c

Si sustituimos en el anterior sistema “b” por “-x+y-2¢” con Simplificar-
Sustituirvariable tras simplificar se obtiene

[* = x, y =y, 2 =2-y - x, t =2-x — y]
Obsérvese que directamente se ha anulado el tercer parametro, por lo que las
ecuaciones cartesianas que nos quedan son:
z=2y-x
t=2x-y
Luego
W:{(x,y,z,t)e R4/Z:2y—x,t:2x—y}
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(b) Para hallar una base de dicho subespacio, bastard tomar dos vectores que sean
linealmente independiente, ya que de las ecuaciones cartesianas se deduce que la
dimension del subespacio es 2. Una posibilidad es construir una matriz formada por dos
vectores y calcular su rango. Como necesitamos la funcion RANK, carguemos el fichero
de utilidades VECTOR.MTH (Archivo-Leer-Utilidades) obsérvese que aparece en la
ventana de edicion el mensaje que nos indica la operacion realizada

LOADLC:~DFUS~Math~Uector.mth}

y a continuacion editamos
RANK{ [ul, u2]}

y al simplificar resulta

2

Luego los dos primeros vectores son linealmente independientes, y en consecuencia
forman una base del subespacio vectorial W.

(c)Editemos el nuevo vector mediante el comando Editar(Author)

ud := [5, 12, 19, -2]
Para obtener las coordenadas de este vector respecto de la base B={ul,u2},
planteamos la siguiente ecuacion vectorial
aul + b-u2 = ud
Al simplificarla obtenemos el sistema
[a +b =5 a+2-bh=12, a + 3-b =17, a = 2]

ecuaciones que introducimos en la ventana de resolucion de ecuaciones

NMesolucion de 4 ecuacion(es)

1 |a+|:|=5

2 |a +2h=12

|
|
1 |a+3|1=19 |
|

4 |a=—2

Wariahlas

[EN | Eesalve: I Cancelar |

que al simplificar nos proporciona las coordenadas de este vector u4 respecto de la base
dada
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8.3 APLICACION LINEAL. NUCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION
LINEAL.

EJEMPLO 8.4.

Dada la aplicacion f: R* — R* definida por
f(,y,z,t)=(x—y+t2x+4z—t,x+ y2x+y—z+1t)

(a) Comprobar que es una aplicacién lineal.

(b) Calcular la matriz de frespecto de las bases canonicas.

(c) Obtener la matriz de frespecto de las bases
B={(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)} y
B>={(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1),(1,1,1,1)}

(d) Determinar el nucleo y la imagen de f asi como una base y la dimensién de

dichos subespacios.

Solucién
(a) La linealidad de la aplicacion f'se realiza comprobando la igualdad

Flau+bv) =af u)+bf (v)

o bien

Flau+bv)—af (u)—bf(v) =0

En consecuencia en primer lugar debemos introducir la expresion
fW) =, —u, +u,, 2u, +4u, —u,, u, +u,, 2u, +u, —u, +u,)
y para ello, en Editar(Autor)-Expresion escribimos

‘\/ = ¥ ® % If(u):=[u11—u12+u14,2u11+4u13—u14,u11+u12,2u11+u12—u13+u14]|

le|v|s|ele|n|o]e|e|s|u|v]e|o|x|o|a|lf| ¢ c]c|~|=]x]-|
1 o ) ) ) e ) o e 5

y al pulsar Si resulta

ffuy == [u -u +t+n,.2unu +40u —-w,u +uwu,.20 +nu —n +aun ]
i 2 4 i 3 4 i 2 i 2 3 4

Necesitamos también dos vectores genéricos de R*  y para definirlos en primer lugar
hemos de asegurarnos que el programa identifica variables de la forma “ul”, es decir
variables con mds de un caracter. Para ello es preciso cambiar la configuracion. En
concreto hemos de seleccionar Definir-Preferencias de Entrada-Palabra y aparece en la
ventana de edicion la siguiente expresion:

InputMode :== Uord
Una vez hecho esto ya podemos editar las expresiones:

u = [wl, w2, ul,. ud]

[vi, w2, vi, vd]

L1 -

Por ultimo, introducimos en Editar(Autor) la ecuacion vectorial
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f{a-u + h-uv) — a-f{u)y — bh-f{u)

que una vez simplificada da lugar a
[B. B. 8. B8]

Por tanto, la aplicacion es lineal

(b) Como las columnas de la matriz asociada a la aplicacion lineal f respecto de las
bases canonicas son las imagenes de los vectores de la base candnica de R* del espacio
inicial, entonces bastara editar la expresion

fa = [f([1. B. 8. B]}. £{[B. 1. B, B]}. £{[B. B. 1. B]). £{[B. B, B. 1]3]"

y al simplificar se obtiene la matriz

[
= e

Obsérvese que esta matriz la hemos nombrado como FA. Evidentemente este caso no
requiere del uso de DERIVE, sin embargo lo mostramos para que se vea la dindmica de la
construccion.

(c)Ahora tenemos dos bases distintas de la candnica. Definamos previamente en
DERIVE los vectores v1, v2, v3, v4 de la base B; y wl,w2,w3,w4 de la base B, editando
las expresiones

vi := [1, 1, 1, 1]
v2 = [1, 1, 1, 8]
v3 := [1, 1, 8, 8]
vd := [1, B, B, 8]
wi := [0, 1, 1, 1]
w2 = [B, B, 1, 1]
wi := [B, B, B, 1]
o4 1= [1, 1, 1, 1

Para hallar la matriz asociada de la aplicacion lineal respecto de estas bases
tenemos que calcular las coordenadas de las imagenes de los vectores de la base B;
respecto de la base B,.

Las coordenadas de f(v1) respecto de la base B, se obtienen editando

Fful) = »xl-wl + %2 w2 + x3-wd + xd4-wd

lo que una vez simplificado se convierte en el sistema de ecuaciones

[1 = x4, & = x1 + x4, 2 = 1l + 22 + x4, 3 = x1 + x2 + x3 + xd]
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cuya solucion con Resolver-Expresion respecto de las variables x1,x2,x3,x4, al simplificar
se obtiene

¥l =4 » w2 = -3 A~ x3 =1 ~ x4 =1

Por tanto, la primera columna de la matriz asociada es
4

-3
1

1
Las coordenadas de f(v2) respecto de la base B, se calculan editando

Fiuddy = »xl-wl + x2-w2 + x3-w3 + xd-uwd

y al simplificar resulta
[ = x4, 6 = »x1 + x4, 2 = x1 + 22 + x4, 2 = x1 + x2 + x3 + xd]

Una vez resuelto el sistema se obtiene la segunda columna

Para las coordenadas de f(v3) efectuamos las mismas operaciones

Flud) = x1-wl + x2-w2 + x3-wd + xd-ud
@ = x4, 2 = x1 + x1, 2 = x1 + x2 + x4, 3 = x1 + x2 + x3 + x1]
SOLUECIA = x4, 2 = »l + »xd, 2 =l + x2 + 21, 3 =l + 22 + x3 + x4]. [xd. »2. x3. »x4]>
xl =2 A %2 =B ~ x3 =1~ x4 =8

Andlogamente para f(v4)
Ffud) = x1-wl + x2-w2 + x3-wd + x4-ud
[1 = x4, 2 = x1 + x4, 1 = x1 + x2 + x4, 2 = x1 + x2 + x3 + x4]

SOLUVEC[1 = x4, 2 = x1 + x4, 1 = x1 + x2 + x4, 2 = x1 + x2 + x3 + x4]. [x1. xI. x2. x4])
wi =1 ~ x3 =1 ~ w2 = 1 ~ x4 =1

Por tanto la matriz asociada a f respecto de las bases B; y B; es

4 6 2 1
-3 -4 0 -1
I 0 1 1
I 3 0 1

(d) NUCLEO DE f.
El nucleo de fes el conjunto de vectores de R* tales que f(x)=(0,0,0,0). Por tanto si
editamos la ecuacion

F{[x, v. =, t]) = [@. B, 8, 8]



Prdcticas de Matematicas I y Matemadticas II con DERIVE-5 124

y la simplificamos obtenemos las ecuaciones cartesianas del nicleo
[* — v+t =8, 2-x +4-2 -t =8, x +y =08, 2-x +y—z2 +t = @]

En consecuencia
Ker(f)={(x,y,z,t)e R* /x—y+t=02x+4z—t=0,x+y=02x+y—z+t=0}
Si ahora resolvemos este sistema obtenemos

SOLVE([x —y +t =8, 2 x+4-2z -t =8, x+y=0@, 2-x+y—z +t =08], [x. yv. 2. t])

Como se trata de un sistema compatible indeterminado, para resolver este sistema debemos
utilizar el comando SOLUTIONS como se indic6 en la introduccion, de tal forma que si
ahora resolvemos este Ultimo sistema equivalente con el inicial mediante dicho comando
SOLUTIONSS[2-x + t =B ~ 2y -t =8 ~ 2-2 — t = 8]. [x. v. 2. t]}

obtenemos tras simplificar
1, (@1, (@1, — 2-01

donde la expresion @1 indica que tenemos un parametro. Luego el nucleo estd generado
por un solo vector, por ejemplo el vector (1,-1,-1,-2), que forma una base del mismo, y
por tanto su dimension es 1.

IMAGEN DE f.

Del estudio de la dimension del nucleo, se deduce que la dimension de la Im(f) es 3.
Como hemos calculado la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas, sus vectores
columna son un sistema de generadores de Im(f). Si deseamos obtener una base, bastara
con extraer tres que sean linealmente independientes. La matriz en cuestion la teniamos
guardada en fa

fa
I A 1
2 A 4 -1
1 1 A A
2 I 1

Calculemos el rango de los tres primeros vectores de dicha matriz mediante

RANK{DELETE_ELEMENT {fa, 4})

Al simplificar resulta
g
Por tanto son linealmente independientes y, en consecuencia, una base de Im(f) viene dada

por
B={(1,2,1,2),(-1,0,1,1),(0,4,0,-1)}.
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EJERCICIO 46

Calcular los valores de x e y para que la siguiente matriz tenga rango 2
35 0 1
x 1 -1 2x
y 2 1y

EJERCICIO 47

Estudiar en funcion del pardmetro “t” la dimension del subespacio vectorial
generado por los vectores {(1,1,t),(1,t,1),(t,1,1)}.

EJERCICIO 48
Dada la aplicacion lineal £ : R* — R* dada por
f(x,y,z,t) =(x+y+t,x—y+2z)

(a) Obtener el nucleo e imagen de f asi como una base y la dimension de cada uno de ellos.
(b) Obtener la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R* y la base
B={(1,2),(1,1)} de R".

EJERCICIO 49

Dados los subespacios vectoriales de R*

W, ={(x,y,z,t)e RY/x=2y+z+t=0,x—y+2z+t=0,y+z=0}
y
w, = L{(1,1,-1,2),(1,0,1,0),(0,0,-1,2),(2,1,1,0)}
Hallar
(a) Una base de W7,
(b) Ecuaciones cartesianas de .
(c) Unabasede W, nW,.
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