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A Regino, mi padre;
sin su ilusién no
existiria Fonemato.



Soluciones

Los examenes se aprueban en el aula de examen el dia del examen;
por tanto, las horas que dediques a prepararte para ese dia tienen ca-
racter de entrenamiento... y ya sabes: entrenar es "sufrir".

Como solo deja huella en nosotros lo que nos putea y hace sufrir,
cuando estés entrenando en casay P2 un
ejercicio te desborde, lucha a Q
muerte con él todo el tiempo que

sea preciso (cuanto mas tiempo c
resistas la tentacién de mirar la so-
lucion mas cicatrices quedaran en tu
cerebro y mas se curtiran tus neuronas),
buscando en el abanico finito de
posibilidades que siempre se abre
cuando en una encrucijada no vemos
claro qué camino seguir.

Inicialmente no debe preocuparte si los ejercicios te "salen" o no; te
debe preocupar aprender a sufrir con ellos: si eres perseverante, al
final ninguno se resistira.

Lees el enunciado de
un ejercicio, escribes
tu solucién COMO Si

estuvieras en Lo que td
examen, y luego la \ < digas bwuana
comparas de modo N entrenador!

Critico con la que

\ tienes en el libro

/s
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PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
CALCULO MATRICIAL

~ Ahora llega la hora de la —'
verdad: estas en el examen, y
no debes desaprovechar ninguna
oportunidad para escribir cosas
que te diferencien de los demas
N

FONEMATO 01

Halle "a" para que la matriz "A" tenga inversa, y calcule dicha inversa si a =4 .

2 1 =2
A= -2 1
7 0 -a
SOLUCION

Latiguillo: una matriz cuadrada tiene inversa sélo si es regulat.
Al exigir que la matriz "A" sea regular (o sea, | A|# 0), resulta:

Acostimbrate
a empleargel
verbo exigir.

Al=a2+4a-2120= %244 +21=—2455{ 2
2 1 -2 1 L B
eSia=4=A=|4 -2 1| yes A-l=—1 eAdiA)=-Le[23 6 210
7 0 -4 A T“ 14 77 -8

Sia=4=|A|=42+44-21=11
2 4 7 8 4 -3
At=| 1 -2 0|= Adj(A)=|23 6 —-10
-2 1 —4 ? 14 7 -8

en At sustituimos cada elemento por su adjunto

{Apuesto un brazo
a que en este mon-
ton de examenes
casi nadie me lo
explica todo clarito!

N
A tu profe le pasa como ati: cuanto mas clarito
S le explicas las cosas, mas contento se pone.
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FONEMATO 02

Halle los valores de "c¢" para que la matriz "A" tenga inversa, y calcule dicha in-
versa st c=1.
1 ¢ 0
A=l0 0 ¢
c 4 0
SOLUCION

Latiguillo: una matriz cuadrada tiene inversa sélo si es regulat.

Al exigir que la matriz "A" sea regular (o sea, A‘ #0), resulta:

cz0

‘A‘?C-(Cz_4>¢O:>{c2—4¢0:>c¢i2

desarrollamos el determinante por los elementos de la tercera columna

1 1 0
eSic=1=>A=|0 0 1|, siendo:
1 4 0

. L[4 0
A-l=—L eadiaA)="e| 1 0 -1
Al =31 0 -3 0

Sic=1 = |A|=1(12-4)=-3

101 4 0 1
At=[1 0 4|=Adjn)=| 1 0 -1
010 0 -3 0

en At sustituimos cada elemento por su adjunto

SABER ESTUDIAR

Estudia sin prisas, leyendo despacio y pensando en lo que lees;

es decir, tras leer cada palabra o cada simbolo matematico, invierte

un nanosegundo en comprobar si tu cerebro es capaz de llenarlo de

contenido pleno. En caso afirmativo pasa a la siguiente palabra o simbolo'y repite
el proceso... pero en caso de atranque para el reloj y lucha a muerté’hasta des-
atrancarte; o sea, si no eres capaz de llenar de contenido pleno una palabra o
simbolo, invierte el tiempo que sea menester (dos minutos, dos horas, dos sema-
nas, dos meses) en recopilar la informacion que te permita desatrancarte... y
después pasa a la siguiente palabra o simbolo y repite el proceso.

En fonemato.com tienes el videotutorialen el
gue explicamos los contenidos de este libro.
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FONEMATO 03

10 -1

Demuestre que la matriz A=|1 a b—1] tiene inversa sélo si los parametros
1 a -1

"a" y "b" son no nulos, y calcular dicha inversasi a=b=1.

SOLUCION

Latiguillo: una matriz cuadrada tiene inversa sélo si es regulat.

Al exigir que la matriz "A" sea regular (o sea, | A|# 0), resulta:
a0

‘A‘=—a.b¢0?{b¢0

un producto es no nulo solo si todos los factores son no nulos

1 0 -1
eSia=b=1= A=|1 1 0 [, siendo:
1 1 -1

A -1
Sia=b=1=|A|=-1
11 1 T [
At=[ 0 1 1|=AdA)=] 1 0 -1
-1 0 -1 T 0 -1 1

en At sustituimos cada elemento por su adjunto

1 -1 1
A—l:LoAdj(A)=i{ 1 0 —1}
0

Cuando corrijo un examen, me encantalque
se me caigan los pantalones y verme
impelido a quitarme el sombrero
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FONEMATO 04

1 a2 -1 a
1) Calcule el rango de A =|1 242 -2 2.a2— 1 |segun el valor del parametro "a".
1 0 a

2) Si existe, calcule la inversa de "A" enlos casos a=0ya=1.

SOLUCION

1) Latiguillo: el rango de una matriz "A" es el orden del menor no nule.de "A"
que tenga mayor orden.

Como "A" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tenét es 3, 1o que
sucede solo si ‘A‘ # 0. Determinemos los valores de "a" tales que ‘A‘ =0:

a las filas segunda y tercera les restamos la primera

11 a
|Al=@2-1)1 2 2.a-1 £
! az

sacamos factor comin a2 —1 en la segunda columna
1 1 a

=(a2—1). 0 1 a—1 =(a2—l)2=O:>a=i1(dobles)
0 -1 a2-3 T

desarrollamos el determinante por los elementos de la primera €olumna

En consecuencia:
eSia#tl=|A|#0=rg(A)=3.

1 01
eSia=1=>A= % 8 % = rg(A)=1.

1 0 —1
ona:—1:>A:|:% 8 —?:|:>rg(A)=2, pues‘A‘=0yH :%‘750-

1 -1 0 1 0 O 1
2)Sia=0=>A=|1 -2 —1|,siendo A-l =—=e Adj(A)=|-1 [0 1
10 0 A 2 Ll

Sia=0=|A[=(02-1)2=1

1 11 0 0 1
At=[-1 =2 0|= AdjA)=|-1 0 1
0 -1 0 T 2 —1 —i

en At sustituimos cada elemento por su adjunto

eSia=1= ‘A‘ =0 = no existe A~ pues esta prohibido diwidir por cero.
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FONEMATO 05

Resuelva razonadamente la siguiente ecuacion matricial:

41 1 20 —1]_[0o -1 2 1
[—1 o}‘X‘[z —1 0 1}—[1 0 -3 0}
SOLUCION

Latiguillo: debemos determinar la matriz "X" que satisface la ecuacién (condiciéon
de igualdad) matricial dada:

4 1 g [t 20 1)_Jo -1 2 1]
-1 0 2 -1 0 1]7[1 0 =30
4 1], [0 =1 2 1], [1 20 -]_[1 1 20
:{—1 o}'X‘L 0 -3 o}*[z -1 0 1}—[3 -1 3 1}3

417, [1 1 20
:{—1 o}‘X‘[3 -1 -3 1}?

para despejar "X" premultiplicamos (multirlicamos por la izquierda) los dos

miembros por la inversa de la matriz A = _ﬁ é—‘,que existe, pues ‘ A ‘ #0

-1
4 a7t 0 o1 o2 0)_fo <171 1 2 o]
jX—[—l 0} ’[3 -1 -3 1};[1 4}‘[3 -1 -3 1}—-'-

.. Ja b 1 LU d =b
SlA_[c d:lesregular:A 1—W°Ad](A)—W°[_C a}

EL PROFESOR QUE CORRIGE TU EXAMEN

Todos los profesores son de la misma opinidn: corregir examenes no gusta a nadie,
no es trabajo agradable enfrentarse por n-ésima vez a la tarea de leer ypuntuar un
montén de folios escritos por principiantes que en muchos casos no tienen ni idea y
so6lo escriben barbaridades y estupideces sobre el asunto de sota, caballo'y rey que
por j-ésima vez cae en examen. Por eso, cuando un profe se sientasacokregir
examenes no suele estar de buen humor.

Asi las cosas, no hace falta ser un lince para entender que lo que escribamos en
examen debe diferenciarnos positivamente de los demas... y para conseguir tal
diferenciacion basta escribir pensando que el profe que te ha de c@rregir no se
lo sabe y por tanto hay que llevarle de la mano, explicandole todos‘los‘aspectos
relevantes de las conexiones neuronales que establezcamos en cada.caso:
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FONEMATO 06

Encuentre dos matrices "X" e "Y", de orden 2 x 2 con coeficientes reales tales
que AX+BY=CyAX =Y, siendo:

1 2| | 1 4. ~_| O 7
A= dlm=ls Tife=l S
SOLUCION

Latiguillo: debemos determinar las matrices "X" e "Y" que satisfacen las dos
ecuaciones (condiciones de igualdad) matriciales dadas.

Sustituyendo AX por Y en la primera ecuacion, resulta:

Y+BY=C:>(I+B)Y:C?Y=(I+B)_1C=....

para despejar "Y" premultiplicamos (multiplicamos por la izquierda) los dos

Imiembros por la inversa de la matriz [+ B, que existe, pues [+Bles regular

Como AX=Y eY=(I+ B)_1 C, resulta ser:
AX = (I+B)—1C+:> X=A-11+B)y1C=...

para despejar "X" premultiplicamos (multiplicamos por la izquietda) los dos

miembros por la inversa de la matriz A, que existe, pues A es regular

SOFISMA:

Razon o argumento aparente con que se quilere
defender o persuadir lo que es falso.

Ejemplo muy famoso:

Es unaregla que todas las reglas tienen excepciones.
Como estareglatiene excepcion, entonces debe
haber alguna regla sin excepcion, contra lo que

afirma la proposicién, que es una estupidez.
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FONEMATO 07

x+a+b —a —b
Resuelva la ecuacion —C x+b+c —b =0
—C -2 X+a+c

SOLUCION

Latiguillo: para facilitar el calculo del determinante, realizamos transformaciones
elementales que no alteran su valor:

x+a+b —a —b
—C x+b+c -b =0=
—C —a X+a-+c

a la primera columna le sumamos la segunda y la tercera

X —a -b
=|x x+b+c —b =0=
X —a X+a+cC T

a las filas segunda y tercera les restamos la primera

X -a -b
= |0 x+a+b+c —-b =0=
0 0 x+a+b+c T

desarrollamos por los elementos de la primera columna

:>x.(x+a+b+c)2=():>

considerando que la incognita es "x", y que "a", "b" y "c" son constantes
_|x= 0
A 1x= —(a+b+c) (doble)

un producto es nulo sélo si alguno de los factores es nulo

Si aprovechas las Matematicas
de Bachillerato para educarte

en el arte de escribir latiguillos,

cuando estés en la Universidad,
en los examenes, seras capaz

de escribir latiguillos sobre !

cualquier disciplina que

se exprese mediante numeros...

con el consiguiente gozo para

todos tus profesores.

Tu examen
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FONEMATO 08

Determine todas las matrices "X" tales que XA =B, donde:
|1 2. 5_|4 3
RERIRSE
SOLUCION

Latiguillo: se trata de determinar la matriz "X" que satisface la ecuaciéon (condi-
cion de igualdad) matricial dada:

-1
_ _npa-1_|4 3|1 2| _
aammzx-mt e[ -

para despejar " X" postmultiplicamos (multiplicamos por la d @
los dos miembros por la inversa de la matriz A o

NOTA

Si fuera ‘A ‘ =0 no existiria A~1, y deberfamos resolver el asuntopa lofbestia:

siendo

al eXigir que se satisfaga la ecuacién matricial XA = B, resulta:
a b 1 2(_14 3 a+3b 2a+4b|_|473
I:c d}'[3 4}—[2 1}:[“3@ 2.c+4.d}_[2 1}:>

a+3.b=4}:>{a=—7/2

2.a+4.b=3 b=5/2
c+3d=2 c=-5/2
2.c+4.d=1}:>{d:3/2

| —

f MATENATICHS |\ \J SAREESTE =
) ’l ~—  be

4
Y 4
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FONEMATO 09

Dadas las matrices "A" y "B", halle una matriz simétrica "P" que sea regular y tal

que PB = AP, siendo:
|4 6| n_|4 -3
a=[3 e[S 3]
a

Sea P= |:b ﬂ una matriz simétrica tal que | P|=a.c — b2 #0.

SOLUCION

ExijJamos que se satisfaga la condicion PB = AP:
a b 4 3| (4 -6 a b
[b c}.[6 —5}[3 —5}'[10 c:|:>
a b 4 -3 4 -6 a b|l_|0 O
:>|:b c}[é —5}‘[3 —5}’[13 c:|_[0 0}3

_|4a+06b —3a-5b|_ |4a-06b 4b-06c|_|0 0|_
4.b+06.c -3.b-5.c 3a-5b 3b-5c|7|0 O

12.b ~3.a-9b+6c]_[0 0
:>|:9.b+6.c—3.a -6 }—[o o]:

b
3 9b126'b=8 3 6b=8 b=0 2.¢ 0
—J2.a—Y.b+0.c= —J2.a+ 0.c= = _ .C
T Ob+6e-3a=0r= ] Ge-3a=0 :{aZZ.c}:P_[O c}

Como vemos, hay infinitas matrices que satisfacen la condicion PB="AP7si ele-
gimos ¢ =1 (para que P sea regular basta que ¢ # 0), obtenemos una.de.ellas:

r-fi 1]

El pardillo que trota las aulas es el factor
impreschdib\@ ecuacion del fracaso

iESO no se
pregunta!

¢, Tu trotas
0 galopas?
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FONEMATO 10

Si"A"y "B" son matrices 3 x 3 de nimeros reales y A es diagonal (o sea, aj; =0

si es 1#]j), ¢podemos afirmar que AeB=BeA para cualquier matriz "B"?

¢Coémo deberia ser "A" para que A e B=Be A para cualquier matriz "B"?

SOLUCION

Latiguillo: en general, el producto de matrices no es conmutativo.
Siendo "A" una matriz diagonal, veamos bajo qué condiciones s¢ cumple que

A eB=DBeA paratoda matriz "B":

x 0 O a1
A=[0 y 0] ; B=lan
0O 0 =z a3

a“.x
az1.y
_a31.z

a“.x

alz.X
az2.y
332.2
412y
az2.y
a3n.y

A.B:

B.A:

a21.x

_a31.x

a12
a2
a32

a13.x
a23.y
433 .Z_

213.2
a23.z

a33.z_

Asi, es falso que AeB=Be A, salvosi x=y=z.

SILOGISMO: argumento que consta de
tres proposiciones, la tltima de las
cuales se deduce necesariamente/de

las otras dos.

EJEMPLO

Ningun gato tiene 17 colas.
Todo gato tiene una cola mas que
ningun gato, luego tiene 18 colas.

a13
az3
a33

Calculo Matricial
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FONEMATO 11

Sabiendo que una matriz "A" verifica A2 = A, determine un valor no nulo del

nimero real A tal que (AA —1)2 =1, siendo "I" la matriz identidad.
SOLUCION

Aqui no hay "latiguillo" que rascar; se trata de mero calculote:
AA-D2=I=>AA-DAA-D)=1=12A2 -20A +1=]=>
= 32A2 —ZKA:O?XZA—ZKA:O: W2 —20)A=0=

pues "A" es idempotente, o sea: A2 = A

= 02-20)=0=r={
4 g

| si"A" no es la matriz nula |

Por tanto, el valor no nulo pedido es A =2.

|LATIGuILLG!

Los caramelos deben._envelverse o iafoninl]

L N—
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FONEMATO 12

1 2
Sea la ecuacion matricial X @ A =B, siendo A = B ﬂ yB= {3 4:|.
5 6
1) ¢Cuales son las dimensiones de una matriz solucién de la ecuacién anterior?
2) Calcule una solucion.
3) ¢Es unica la solucion? Razone la respuesta.

SOLUCION

1) Si "X" es de orden m X n, para que el producto X ¢ A tenga seatido, debe
ocurrir que el nimero "n" de columnas de "X" sea igual al de filas de "A"; por
tanto, debe ser n=2. Siendo "X" de orden m x 2, para que X ® A sea una
matriz de orden 3 X 2 (como es "B") debe ocurrir que m = 3.

2) Latiguillo: se trata de encontrar una matriz "X" que satisfaga Ja condicion
(ecuacion) dada X e A =B; para despejar "X" postmultiplicamos (multiplica-
mos por la derecha) por A~1 los dos miembros de X ® A =B:

XeA=B=X=BeA~-l=|3 34 .[3 J _
5 6

i3 30 a3 3]

SiAz[i g:| esregular:>A—1=L0Adj(A):Lo|: d _b:|

A

3) La solucién es unica, pues la matriz "A" es regular.

iDeja que te huela!...
acaso asi descubra el

iEl secreto es

secreto de porqué en 6 no chuparse
los examenes siempre el dedo!
PARECE que td sabes

mucho mas

d

(

\ A
(O A
ID;:QEMAT At
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FONEMATO 13

2 2 2
a b C
b+c c+a a+b

Calcule el valor del determinante

SOLUCION

Latiguillo: para facilitar el cdlculo del determinante, realizamos transformaciones
elementales que no alteran su valor.

El asunto es de "idea feliz":

a la tercera fila le sumamos la segunda

!

2 2 2
a b C

2 2 2
a b C
b+c c+a a+b

=0

b+c+a c+a+b a+b+cj
pues la tercera fila es proporcional a la primera

Aunque no se te ocurra la "idea feliz", la cosa es facil:

2 2 2 2 0 0
a b c a b—a c—a
b+c c+a a+b b+c+a a—b a-—c

1

a las columnas segunda y tercera les restamos la prirw

en la tercera columna sacamos factor comun "c —a"

en la segunda columna sacamos factor comin "b —a" d

2 0 0
a 1 1
b+c+a -1 -1

=0

T

pues las columnas segunda y tercera son iguales

=(b—a).(c—a).

El uso de "ventanas", asunto esencial

Aprende a usar ventanas, porque facilitan mucho la lecture de |o
escrito, y tu profe te lo agradecera con su carifio y simpatia.

=
En esta ventana escribimos los razonamientos o los calculos que permiten
pasar de un lado al otro del signo de igualdad o de la flecha de implicacion
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FONEMATO 14

22 2 2

) 25 55

Calcule el valor del determinante 25 6 6
256 9

SOLUCION

Latiguillo: para facilitar el calculo del determinante, realizamos transformaciones
elementales que no alteran su valor

a las filas 2%, 3% y 4? les restamos la 1°

22 2 2

222 2
2555_0333_2222_
256 67|03 4 4372 1 37
256 9 0347T

desarrollamos por los elementos de la primera columna

a las filas 2%y 3% les restamos la 1*
f 333

Yolo 1 1=2.3.H i‘=2.3.(1.4—1.1):18
01 4 T

desarrollamos por los elementos de la primera columna

En general, es:

a las filas 22, 32 y 42 les restamos la primera

a a a a||la a a a

a b b b% b-a b-a b-a|_ |P_% D78 badle
abcc|l |0 b-a c—a c—alg™ b_a c-a Cci_a B
a bccl |0 b-a c—a d—aT a c~a a

desarrollamos por los elementos de la primera columna

F a las filas 22y 32 les restamos la primera
b—a b—a b-a c—b c—b‘:

= a.

0O c¢c—b c—b|=a(b—-a)

0 c-b d-b|4 c-b d-b

desarrollamos por los elementos de la primera columna

c—b c—b
0 d-c

=a.(b—a).

=a.(b—a).(c—b).(d-c)

ala 22 fila le restamos la primera

Calculo Matricial
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FONEMATO 15

Calcule los valores de "a" y "b" para los que A = ?) tiene rango 2:

—_ O =N
OO
W —
o+ +w

SOLUCION

Latiguillo: el rango de una matriz "A" es el orden del menor no nulo de "A" que
tenga mayor orden.

0 1
1 0|70, es rg(A)22.

Serd tg(A)=2 si son nulos t0d0S los menores de orden 3 que regultan al otlar
Hj.

Como Hj =

21 3
0 1 3+b|=3b=0 (1)
10 b
10 1+a
0 1 3+bal=b—1—2=0 (II)
10 b

La solucion del sistema de ecuaciones que forman (I) y (II) es a=1y b=0.

0JO AL PARCHE: en todo examen de Algebra

hay una proporcion no pequefia de almas candidas

que hablan del determinante de una matriz no

cuadrada; incluso, no se sabe cémo, llegan a

calcularlo. Naturalmente, si perpetras tan descomunal barbaridad,
seras suspendido ipso facto ... y ademas seras objeto de todo tipo de
rechiflas, porque tu profe congregara a toda su familia ante tu examen,
y Se pasaran la tarde tronchandose de tus conocimientos de Algebra.
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FONEMATO 16

Halle una matriz "B" sabiendo que su primera fila es (0,1) y que verifica:
1 0] , [-122
A°B—[1 O}A_[ 2 1 o}
SOLUCION

Como "A" es de orden 2 x 3, para que el producto A @B sea de orden 2x 2 la
matriz "B" debe ser de orden 3 x 2.

. 0 1 N 10
Siendo B=| a B , EXIJamos que A0B=[1 0}:

C
0 1
—12 2 10
[2 1 0}{3 b}:& 0}3
c d
\—ﬂ/_J

A

B

2a+2c —1+2b+2d|_|1 O
:{ a 2+b }—[1 0}3

C

b

Hay €0Sas respecto de las que debes tener igual certeza que respectordetu
propio nombre... y si el mismisimo Papa de Roma te lleva la contratia con

una de esas cosas (por ejemplo, te dice que rg[% 3} =123), debes contes-

tar:

Su Santidad ha tenido un despiste o esta mal infgrmado

Y no te arrugues si el Papa insiste en que rg[% 3:| =123, con la_mayor

educacion y respeto, debes anadir:

Su Santidad no tiene ni pufietera idea de lo que dice

2 ) Galileo!

Seguridad en ti mism@, en la
solvencia de tus conocimientos.
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FONEMATO 17

Determine para qué valores de "k" la matriz A = [ 1

Si existe, calcule la inversa de "A" para k=4.

SOLUCION

3 kO
1 0| carece de inversa.
-3 1 2

Latiguillo: una matriz cuadrada carece de inversa solo si es singular.

Al exigir que la matriz "A" sea singular (o sea,
|A|=2.3-k)=0=k=3

A|=0), resulta:

. 3 40
e Sik=4es A= 1 1 0].Por tanto:
-3 1 2
AT =——eAdj(A)=—>e¢|-2 6 0
|A ?—2 4 —-15 -1

Si k =4, entonces | A[=-2

00 2

T

31 -3 2 -8 0
At=|4 1 1= AdA)=|—2 6 0
4 -15 -1

| en A® sustituimos cada elemento por su adjuntq |

Estudiar Matematicas a muerte
es la mejor gimnasia para
desarrollar las habilidades

gue garantizan el éxito en

las Carreras de Ciencias:
disciplina mental, facultad

de abstraccion y capacidad

de razonamiento.
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FONEMATO 18

Sean "A" y "B" matrices cuadradas de orden dos tales que ‘A‘ =2y ‘B‘ =—4.

Justificando la respuesta, calcule:
rg(A) 5 1g(B) 5 A2 5 [= Al |A-1|; [2A] 5 |ABt| ; [BtA|
Ponga ejemplo de matrices cuadradas de orden 2 tales que ‘ A+ B‘ # ‘ A ‘ + ‘B ‘ .

SOLUCION
Es rg(A)=1g(B)=2, pues "A" y "B" son cuadradas de orden 2 y_tienen deter-

minante no nulo (son regulares).

Es:

[BeA|=[Be|Af=[B||A]=-8

., 10 3 |10
SlA—[O AJyB—lZZ O:|,es

|1 3
A+B—[2 4},

siendo ‘A+B‘¢‘A‘+‘B‘,pues ‘A+B‘¢O ;

Al=|B|=0

Tengo que corregir
este montén de examenes
... al que me fastidie con su
mala letra y desorganiza-
Cion lo frio con patatas!
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FONEMATO 19

2
Determine para qué valores de "a", "b", "c¢" y "d" se verifica [i B} = [(1) 8}

SOLUCION
[alﬂzz[alf.[alﬂ::a2+b£ ab+bd :[1(123
c d c dj7|cd catcd cb+d? 00
a® +bc=1 (1)
&b+bd:0:%gjgzoég
=
c.a+c.d=0:>{;;gzo ({g
cb+d?=0 (6)

El desdoblamiento acaecido en las ecuaciones segunda y tercera origina el desdo-
blamiento del sistema en los siguientes cuatro sistemas:

a® +bc=1 a==1
b=0 b=0
(1), (2), (4, O =1, = b7
cb+d?=0 d=0
2’ +bc=1 a’ =1
(D, (2), (5), (6)= ::320 = aljggo = no tiene solucion
cb+d?=0 d?=0

de la 1* ecuacion se deduce a =1 y de la 4* se deduce d =0,

pero estos valores de "a" y "d" no cumplen que a +d =0

a2 +bc=1 22 =1
(1,3, (@), (6 =12 F9=0 L 112002 1 tene solucién
cb+d?2=0 d2 =0
2 _
Z_’_Ellco_l a2 +bec=1
1,3,6), =790 1odiva=0 |5

2 _
=0 cb+d2=0 T
d'

la+d=0=>a=—d|
(=d)? +bc=1 d? +bec=1 . |
= 5 = ) = no tiene solucion
cb+d =0 cb+d“=0

no puede seralavez d? +be=1ycb+d? =0
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FONEMATO 20

1) De una matriz "A" se sabe que admite inversa. ;Qué se puede decir del
determinante de "A"? ;Y del rango de "A"?

1 1 1
2) Determine para qué valores de "k" la matriz A = [k 1 l} carece de inversa.
1 -1 k

Calcula la inversa de "A" para k= 2.

SOLUCION

1) Si una matriz cuadrada de orden "n" admite inversa, su determinanteses no

nulo y su rango es "n".

2) Latiguillo: una matriz cuadrada tiene inversa sélo si su determinante es no nu-
lo (o sea, si la matriz es regular).

Al exigir que la matriz "A" no sea regulat, resulta:

A|=1-k2=0= k=11
11 1
A=[2 1 1
1 -1 2

3 -3 0
Al_L-Adj(A)_L{% 1 1}

e Sik=2,es:

Por tanto:

A

12 1 3 =3 0
At={1 1 —-1|= AdjA)=|-3 1 1
11 2T -3 2 -

en At sustituimos cada elemento por su adjunto

La escalera
del éxito
tiene
muchos
peldaiios.
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FONEMATO 21

a 1
Halle las matrices "X" de la forma |:8 8

0O

9 0 1
tales que X2=[0 9 0.
009

SOLUCION

9 0 1
Exijamos que X? :{O 9 0}:

La Crisis

La crisis es la mejor bendicién que puede sucederle a las personas
y paises, porque la crisis trae progresos, la creatividad nace'de la
angustia como el dia de la noche oscura. De la crisis nacen la in-
ventiva, los descubrimientos y las grandes estrategias. Quien su-
pera la crisis se supera a si mismo sin quedar superado. Quien
atribuye la crisis a sus fracasos y penurias, violenta su praopio ta-
lento y respeta mas los problemas que las soluciones, la verda-
dera crisis es la crisis de la incompetencia. El inconveniente.de:las
personas y los paises es la pereza para encontrar salidas y solu-
ciones. Sin la crisis no hay desafios, y sin desafios la vidaressuna
rutina, una lenta agonia. Sin crisis no hay méritos. Es en.la.crisis
donde aflora lo mejor de cada uno, porque sin crisis todo viento es
caricia. Hablar de crisis es promoverla, y callar en la crisis,es.exal-
tar el conformismo. En vez de esto, trabajemos nuestro talento y
nuestras habilidades para encontrar soluciones, acabemos de una
sola vez con la unica crisis amenazadora, que es la tragedia de no
guerer luchar por superarla.

Albert Einstein
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FONEMATO 22
Halle "A"y"B"si A+B=Cy3eA+40B=C, siendo C=[8 _2}-

7 9
SOLUCION

Al multiplicar la primera ecuacién por 3 y restarle la segunda se obtiene
B=-2eC, yalsustituir B por —2eC en la primera ecuacion res

Marcadores @ [¥]
l;F EMUNCIADOS DE LOS EJE
EXaAMEM

BP soLuciones

X © %\E )

fonema%
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FONEMATO 23

Determine para qué valores de "k" la matriz "A" tiene de inversa.

21 k
A=1 1 k-1
1 2 k+1

Calcule la inversa de "A" para k = 3.

SOLUCION

Latiguillo: una matriz cuadrada tiene inversa sélo si es regulat.

Al exigir que la matriz "A" sea regular (o sea, | A ‘ #0), resulta:

|A|=4-k#0=> k=4

21 3 . 0 2 -1
eSik=3=A=|1 1 2|,yes A-l=——eAdj(A)=|-2 5 -
12 4 Al 1 -3 1

Sik=3=|A|=1

211 0 2 -1
At=[1 1 2|=AdjA)=|-—2 5 -1
32 4 1 -3 1

en At sustituimos cada elemento por su adjunto

A los examenes, sean de Matematicas, de Fisica, o
de lo que sea, debes llegar con una CESTA LLENA DE
LATIGUILLOS, para sembrarlos por doquier entre los'cal-
culos que hagas y asi lograr que me quite el sombreroy
se me caigan los pantalones al corr&ir tu examen.
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FONEMATO 24

Calcule "x" e "y" sila matriz A = [% %J verifica A2 +xoA+yel=0.

SOLUCION
2_|2 2 2 21_14 101, ..
Es A |:O 3j| |:O 3i| = |:O 9 :| , asl:

A2 +xeA+yel=0=

4 10 2 2 | 0 o 0
=[5 exe[8 3]s §)

2x+y+4 O
2x+y+4 2x+10 |_|0 O 2x+10 0
:{ 0 3.X+y+9:|_|:0 o}:
3x+y+9 0

Calculo Matricial
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FONEMATO 25

Sean "A", "B" y "C" matrices cuadradas de orden dos distintas de la matriz nula.
¢Es cierto que AB=AC= B=C? Sies cierta, demuéstrela; si es falsa dé un con-
tracjemplo.

SOLUCION

e En general, no es cierto que AB=AC=B=C.
Por ejemplo, siendo

a=[0 im=[2 8] e=f3 4]

es obvio que B # C, y sin embargo AB=AC

e Siendo AB = AC, sdlo es cierto que B=C si ‘A‘ # 0.
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FONEMATO 26

Aplique las propiedades de los determinantes (o sea, sin desarrollar el determi-
nante) para calcular una solucién de la ecuacion

11 3
1 x 18[=0
1 12 x?

SOLUCION

Nuestra gran astucia nos hace ver que las columnas 2* y 3" son proporcionales si
X = 6; por tanto, podemos garantizar que el determinante se anula st x=06.
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FONEMATO 27

Siendo "a", "b" y "c¢" tres nimeros reales arbitrarios, calcula An para todo nime-

ro natural "n", siendo
0O ab
A=[0 0 c
0 0 0

Sea "B" una matriz 3 x 3 arbitraria. Indique, justificando la respuesta, si son cier-
tas o falsas las siguientes afirmaciones

1) Si el rango de "B" es 2, el rango de B2 también es 2.
2) Si el rango de "B" es 3, el rango de B3 también es 3.

SOLUCION

T.a matriz AR eslanulasi n>3:

0 a b 0 a b 0 0 a.c
A2={0 0 c|e|0 O c|=|0 0O O
00 O 00 O 00 O

0 0 ac| |0 a b 000
A3=A2e¢A=|0 0 0 [e|0 O c|=|0 0 O
00 O 000 0 00
1) Es falso que rg(B) =2 = rg(B2)=2.

Para demostrarlo vale el siguiente contraejemplo:

0 m 1 0 0 7.m
B=[o 0 7}:%(13):2;132: 00 0}:%(132):1
000 00 0
2) Si B eMsy3 y rg(B)=3=|B|#0=|B3|=|B||B||B|=0= fgB3)=3.
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FONEMATO 28

1 00
Sealamatriz A=|0 1 0].
a 0 b

1) ¢Cuando el determinante de "A" es el seno de algun nimero real?
2) Calcule la inversa de "A" cuando exista.
3) Determine todos los pares (a,b) para los que "A" coincide con su inversa.

SOLUCION

1) El seno toma valores entre —1 y 1, por lo que ‘A ‘ =b sera el seno de algin

numero real siempre que —1<b<1.

2) La matriz "A" tiene inversa sélo si ‘ A ‘ =b#0, yen tal caso:

b 00
Al:L-Adj(AFl{o b o}

Al b l-a 01
1 0 a b 0 0
At=10 1 0|=>AdjA)=|0 b O
00 b4 —2 0 1
en At sustituimos cada elemento por su adjunto

3) Al exigir que A = A—1, resulta:

3008 3 e pnmtit) £
a 0 b —a 0 1 b=1/b
b ibf = (b2 1) = 1ot
{Eil_/lb}:b:—l

Por tanto,es A=A-lsib=-1osia=0yb==1
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FONEMATO 29

Justifique cuales de las siguientes igualdades son ciertas y cuales no:

oa b|__la bl ,|aa b |__,]a b
Dlge d7%c a3 | ¢ ad|™%|c d
a.a o.bl_ 5 |a b o.a a.b|_ _|a b
3>‘Oc.c Ot.d‘_ lc a3 M e 4 ‘_a'c d‘
SOLUCION
La primera es cierta: g:i B‘=Oc.a.d—oc.c.bzoc.(a.d—c.b)zOL.i B‘
La segunda es falsa: |2 b =a2.ad-bcxa2.|? b =a2.(a.d—c.b)
o : od A . 1e 4 (a. :
La tercera es cierta: S:i g:g‘:Otz.a.d—OLZ.C.bZOLZ.(a.d—C.b)ZOLZ.i 3‘
La cuarta es cierta: | %2 a&b‘=0c.a.d—0c.c.b=0c.(a.d—c.b):OL.i B
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FONEMATO 30
Compruebe que (Be A)t = At e Bt siendo:

21
A:E §:|;B:31
0 6

SOLUCION
Es:

7 77
werr-| 3 2[5 3]
30 18

M1 5723 0] [78 30
A“Bt‘[z 3}'[1 1 6}_[7 9 18}

En 2° de Bachillerato

Te haremos la guerra si en la Prueba
de Acceso a la Universidad el por-
centaje de aprobados baja del 95 %.

iQueremos aprobar tod@s!
iTod@s somos muy list@s!

MINISTERIO
DE EDUCACION

En 1° de las Carreras de Ciencias

jAhora hay que razonarlo
todo... y me da igual si
por ello los aprobados
no pasan del 5% o te
quedas calv@ y se

MINISTERIO te caen los dientes!
DE EDUCACION
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FONEMATO 31

Encuentre dos matrices "A" y "B", de orden 3 x 3 con coeficientes reales y tales
que 3A +2B=Cy A —-B =D, siendo:

3 8 -3 1 1 -1
C=|-2 2 =3;D=|1 4 4
7 2 4 -1 -1 =2

SOLUCION

Latiguillo: se trata de determinar las matrices "A" y "B" que satisfacen las dos
ecuaciones (condiciones de igualdad) matriciales dadas.

De la segunda ecuacion se deduce que A =B+ D, y al sustituir estofen lajprime-

ra, resulta:
3B+D)+2B=C=5B=C-3D=
1 0 1 0
=B==(C-3D)=|-1 2 -3|=
5 2 1 2
1 2 -1
=A=|0 2 1
1 0 O
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FONEMATO 32

Sean las mattices
1 4 1 0 -1 -1
A=l1 3 2|;B=|-1 1 2
-1 2 0 -1 0 1

1) Estudie si existe y, si es asi, calcula la inversa de "A".
2) Determine una matriz "X" que verifique la ecuacion AeB=AeX e A .

SOLUCION

1) Latiguillo: una matriz cuadrada tiene inversa sélo si es regular.

En nuestro caso existe A~1, pues ‘A‘ =9#0. Es:

1 1 -4 2 11
_1:— 1 = — — —_
A ‘A‘.Ad](A) 9° 21 -1

5 2 7
11 -1 -4 2 -11
At=|-4 3 2|=>AdjA)=|-2 1 -1
12 0 5 2 7
en At sustituimos cada elemento por su adjunto
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FONEMATO 33

X+ 2 1 1 1
Resuelve la ecuacion % X —{ 2 < }_ 2 % =0
X —X X 0

SOLUCION

Latiguillo: para facilitar el cdlculo del determinante, realizamos transfofmaciones
elementales que no alteran su valor.

a las filas segunda y tercera les restamos la primera

x+2 1 1 1l x+2 1 1 1
1 x+2 1 1|¥|=x-1 x+1 0 0]_
1 1 x+2 1|7 |-x-1 0 x+1 OT_

X —X X 0 X —X X 0

desarrollamos por los elementos de la cuarta columna

| sacamos factor comun "x" en la tercera fila |

v

—x—-1 x+1 0 —x —1 X+l
=|-x—-1 0 x+1|=x|—x—-1 X+l =
X —X X 1
| a la primera columna le sumamos la segunda
0 x+1 O
=x|-x—-1 0 x+1|=x(x+1). X“ (1)‘_
0 -1 1

| desarrollamos por los elementos de la primera columna |

=x.(x+1)>=0=x=0yx=-1(doble)

Te cambiamos estos tesoros por el se- iSorryl... lossecretos
creto de tu éxito... €so que en examen son secretos, la propia
deslumbra a los profesores y hace que palabra lowdice
parezca que sabes mas de lo que sabes
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FONEMATO 34

n_n

Halle los valores de "a" para que la matriz "A" tenga inversa, y calcula dicha in-

versa
a 0 1
A=[1 a 0
1 1 a

Latiguillo: una matriz cuadrada tiene inversa sélo si es regulat.

SOLUCION

Al exigir que la matriz "A" satisfaga esta condicion, resulta ‘ A‘ =a3—=2a+1%0.

Siendo a3 —a+1#0, es:

1 ) a2 1 -2
A—1=—0Adj(A)=—0 —a a2-1 1
‘A‘ Ta3—a+l 1—a —a a2
a 1 1 a2 1 )
At=10 a 1|=>Adj(A)=| —a a2-1 1
1 0 a ? 1—a -—a a2
en At sustituimos cada elemento por su adjunto
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FONEMATO 35

1) Razone si es cierto que (A +B)2 = A2 + B2 + 2AB para cualquier par de ma-

trices cuadradas "A" y "B".
. a b o . . :
2) Siendo A = [c d} una matriz triangular invertible, demuestre que su inversa

también es triangular.
SOLUCION

1) Si las matrices cuadradas "A" y "B" son equidimensionales, en general no es

cierto que (A +B)2 = A2 + B2 + 2AB, pues:

(A+B)2=(A+B)(A+B)=A2 +B2 + AB+BA
y en general no sucede que AB =BA.

2) Siendo matriz "A" triangular e invertible es b=06c=0y ‘A ‘ =a.d #0;asi:

oo agiar=-L o d —b}
AT STAT AN a.d.[—c 2

que también es un matriz triangular si b=0 6 c=0.
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FONEMATO 36

1 1 1 1
) a b ¢ d

Calcule el determinante | ,2 2 2 42|, llamado de Vandermonde.
a0 b A 4]

SOLUCION

Latiguillo: para facilitar el calculo del determinante, realizamos transformaciones
elementales que no alteran su valor.

1 1 1 1 1 1 1 1

a b ¢ d 0O b-a c—a d—a

a2 b2 2 421|310 b.(b—a) c(c—a) d(d—a) |z
ad b3 3 d3 T 0 b2.(b—a) c2.(c—a) d2.(d-a)

Restamos a cada fila la anterior multiplicada por "a"

Desarrollamos el determinante por los elementos de la 1* columna

b—a c—a d—a
=| b.(b—-a) c(c—a) d(d—-a)|=
b2.(b—a) c2.(c—a) d2.(d—a) T
En la 1* columna sacamos factor comtn "b—a", en la 2* sacamos
factor comun "c—a", y en la 3* sacamos factor comun "d =a'"

1 1 1
=(b—a).(c—a).(d—a).l b ¢ d|=
b2 ¢2 d2

Estamos ante otro Vandermonde, pero la matriz es 3 x 3. Repetimos
el proceso: a cada fila le restamos la anterior multiplicada pog:"b"
1 1 1
=(b—a).(c—a).(d-2a)]0 c—b d-b |=
0 c(c—b) dd-b) T
Desarrollamos por los elementos de la 1* columna
c—b d=-b |
c.(c=b) d.(d-Db) ;
Enla 1* columna sacamos factor comun "¢ —b"
y en la 2* sacamos factor comun "d —b"

=(b—a).(c—a).(d—a).

=(b—-a).(c—a).(d—a).(c—Db).(d - b>‘1 31
= (b—a).(c~a).(d~a).(c = b).(d = b).(d ~ )
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FONEMATO 37
X y Z

Si |4 5 6|=7 halle, sin desarrollarlo, el valor del siguiente determinante:
2 2 2

X y Z
3x+4 3y+5 3.z+6
X+ 2 y+2 z+2

SOLUCION

Si todos los elementos de una linea de ‘A‘ estan formados por'dos suman-

dos, |A ‘ puede descomponerse en suma de otros dos determinantes idénticos

a|A ‘ excepto en dicha linea, que en el primero (segundo) de los,"nuevos"

determinantes esta formada por los primeros (segundos) sumandos.

X y z X y z X y zZ
3x+4 3y+5 3z+6|=| 3x 3y 3z |[+| 4 5 6 |=
x+2 y+2 z+2 x+2 y+2 z+2| |x+2 y+2 z+2

$

| este determinante es 0, pues sus filas 1* y 2* son proporcionales |

X y Z Xy z X y z
=| 4 5 6 |[=|4 5 6|+|4 5 6|=0+7=7
x+2 y+2 z+2 X yV z 2 2 2
*

| este determinante es 0, pues sus filas primera y tercera son iguales |
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FONEMATO 38

x 1 21
., 1 x 1 2] _
Resuelva la ecuacion » 1 x 117 0.
1 2 1 x

SOLUCION

Latiguillo: para facilitar el calculo del determinante, realizamos transformaciones

elementales que no alteran su valor.

x 1 2 1 x+4 x+4 x+4 x+4
1 x 1 2/ | 1 X 1 2
2 1 x 1|al 2 1 X 1
1 2 1 x 1 2 1 X

a la primera fila le sumamos las restantes

& |

| sacamos factor comin "x+4" en la primera fil

11 11 1 0 0 0

1 1 2 1 x=1 0 1
=(x+4), 1 ¢ [3C*tNlg T 22 |7

1 2 1 XT 1 1 0 x-1

a las columnas segunda, tercera y cuarta les restamos la primera

 desarrollamos por los elementos de la primera fila

x—1 0 1
-1 x-2 -1

1 0 X —

x—1 1 1
1

=(x+4). =(x+4).(x—2). X—l‘_

i

desarrollamos por los elementos de la segunda columna

=(x+4).(x=2)((x- 12 -1)=0=

x+4=0=>x=-4
=>x—2=0=>x=2
(x=1)2-1=0=>x* -2x=0=x=0,x=2
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FONEMATO 39

Determine el rango de la matriz "A" segin los valores del parametro "a".

a a 1 1
A=(1 a a 1
1 1 a 0
SOLUCION

Latiguillo: el rango de una matriz "A" es el orden del menor no nulo.de "A" que
tenga mayor orden.

Como "A" es de orden 3 x 4, su maximo rango es 3.

1 (doble)

H= 1

=a3—a2—a+l=O:>a={

1
a
a

—_—

— 0 ®

Por tanto:

e Siaz*l=>H=#0=rg(A)=3.

1 1 1 1 1 1
e Sia=lesA=|1 1 1 1|=rg(A)=1gl1l 1|=2
1110 T 1 0

a efectos del calculo del rango de "A", podemos eliminar las
columnas segunda y tercera, pues son iguales a la primera

-1 -1 1 1 -1 -1 1
e Sia=—-lesA=|1 -1 -1 1|=rgA)=1g| 1 -1 1|=3
1 1 -1 0 Al 10
a efectos del calculo del rango de "A", podemos eliminat
la tercera columna, pues es proporcional a la primera

e Inteligencia, dime el nombre exacto de las cosas.
e Astucia, dime queé errores no debo cometer.

e Sabiduria, resista yo la dulce tentacion de lo facil.
e Lucidez, asisteme en los momentos de panico.

e Estrategia, dime qué batallas no han de preocuparme.
e Supervivencia, identifique yo al mortal enemigo.
e Estupidez, no dé yo valor a lo que nada vale.

‘| o Fortaleza, dame sombra en el desierto.

e Inmadurez, no te poses en mi hombro.

e Desaliento, no serds mi confidente.

e Miedo, solo a ti temeré.
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FONEMATO 40

Indique qué le sucede al valor de un determinante de orden 2 cuando:

* se multiplica una fila por 4
* se multiplica una columna por 5
* se multiplica todos sus elementos por 3

3
4 7

8 12

10 3 6 9
4 7

20 7M12 21

Compruébalo con los determinantes

b b

SOLUCION

Si una linea (fila o columna) de un determinante se multiplica por unfiamero "k",
el determinante se multiplica por "k":

kx ky| B B L Ixy
. . ‘—k.x.t kyz=k(xt—yz) =k L,
KXY st kyz=k(xt—y =k~ 7
I .X. Vez=k(xt—y.z)= 1,

Multiplicar por "k" todos los elementos de un determinante de orden™n"es mul-

tiplicar por "k" sus "n" filas; por tanto, el determinante se multiplica por k.

Para n=2, es:

‘tj t‘ﬂzk2.x.t—k2.y.z=k2.<x.t—y.z)=k2.’Z‘ Z
Para los ejemplos dados, se tiene que:
2 32
‘i 172‘=‘4f 4&3‘:4.2.7—4.3.4:8:4.‘42; _3]‘
‘;8 %H?j ?‘:5.2.7——5.4.3:10=5.‘f1 3‘
‘162 291H§j 2:,3/‘:3.2.3.7—3.3.3.4:18=32.‘i %‘
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FONEMATO 41

Determine el rango de la matriz "A" segtn los valores del parametro "k", y cal-
cule su inversa para los valores de "k" que hacen que el determinante sea 1.

1 2 1
A=|l0 k k
-1 k —1
SOLUCION

Latiguillo: el rango de una matriz "A" es el orden del menor no nulo de "A" que
tenga mayor orden.

Como "A" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3.

Determinemos los valores de "k" que anulan al determinante de "A'™

Al=-k2-2k=0=k={",
Por tanto:
¢ Sik#0yk#—2=|A|#0=rg(A)=3
1 21 —
 Sik=0=|A[=0, siendo A=| 0 0 0 |.Esrg(A)=2,pues|_; ;l0.
-1 0 -1
1 201
. Si  k=-2=|A|=0, siendo A=|0 -20-2]. Es
—1 -2 =1
rg(A) =2, pues (1) _22 # 0.
e Es|A|=1sik=-1(doble):
|A|=1=-k2 -2.k=1= k=—1(doble)
1 2 1
Para k=—1,es A=| 0 -1 —1], siendo:
-1 -1 -1
| 0 1 -1
A-l=——eAdj(A)=[1 0 1
Al pl-1 -1 1
1 0 -1 0 1 -1
At=|2 -1 -1|= AdjA)=|1 0 1
1 -1 -1 -1 -1 -1
en At sustituimos cada elemento por su adjunto
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