Rafael Cabrejas Hernansanz
» fonemato.com

Aqui hay un videotutorial en el que
explicamos los contenidos de este libro.




MATEMATICAS 2° BACHILLERATO

No esta permitida la reproduccién total o parcial de este libro, ni su trata-
miento informatico, ni la transmision de ninguna forma o por cualquier
medio, ya sea electronico, mecanico, por fotocopia, por registro u otros
métodos, sin permiso previo y por escrito de los titulares del Copyright.

© RAFAEL CABREJAS HERNANSANZ

Marcadores [ [+]
=k n & &
[P Krnow how: |a llave que todo lo abre

[P indice

[P ALGEERA DE LO LINEAL

[P CALCULO DIFERENCIAL

[P CALCULO INTEGRAL

[P ESTADISTICA MATEMATICA

RO Q| = O




La llave que todo lo abre

Lo importante de este libro no son los numeros, lo importante tiene que ver
con el arte de deslumbrar a tus profesores; o sea, tiene que ver con estar
entre los mejores, con espabilar y amueblar la cabeza, con aprender a apren-
der y a razonar, con la disciplina mental y la traccion a todas las neuronas,
con no chuparse el dedo y cazarlas al vuelo, con entropia neuronal nula, con
aprender a diferenciarse envolviendo los caramelos con primor... y con todas
esas cosas intangibles de las que nadie habla y sin embargo conforman el ma-
gico KNOW HOW que te posibilitara el transito rapido y feliz por la Universidad

¢ COmo va tu iA pedales!
Know How?

.
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ALGEBRA DE
LO LINEAL

¢Qué le ha Le ha dado un pasmo

pasado? al prfeg_untarle por un
sindbnimo de lineal

NUumeros indoarabigos

0 T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

Independientemente de cualquier otra consideracion, el Algebra de

lo Lineal es una estupendisima gimnasia mental para dotarte de un

cerebro razonablemente analitico, riguroso y cartesiano... que es lo
que necesitas para tener éxito en una Carrera de Ciencias.



Tema 1

Calculo matricial

El articulo neutro |0

Ojo con la palabra lineal

Las cajas llenas de nuimeros

¢Por qué estudiamos Algebra de lo Lineal?
1.01 Recordando la regla de Ruffini
1.02 El cuerpo de los nimeros reales
1.03 Matrices
1.04 Las matrices almacenan informacion
1.05 Suma de matrices
1.06 Producto de un escalar por una matriz
1.07 Producto de matrices
1.08 Traspuesta de una matriz
1.09 Matriz simétrica
1.10 Matriz antisimétrica
1.11 Otros tipos de matrices cuadradas
1.12 Transformaciones elementales

1.13 Determinante de una matriz cuadrada
1.14 Adjunta de una matriz cuadrada

1.15 Inversa de una matriz cuadrada

1.16 Submatrices y menores de una matriz
1.17 Rango de una matriz

Hay que aprender a

cazarlas al vuelo.
No te comeras una rosca
con nada si eres de es@s
megaplastas que no se
molestan en tomar buena
nota de algo importante
hasta que no se lo dices

\987645352425365 vecey
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El Algebra defo Lineal
posibilita la creacionde
modelos matematicos
que ayudan a comprender
y gestionar los fendme-
nos lineales... y el asunto
es tan importante que en
tu primer afio de Carrera
deberas lidiar un curso de
Algebra de lo Lineal, para
ampliar los conocimientos
adquiridos durante.elBa-
chillerato. Naturalmente,
cuanto mas sepas.de
estas cosas al llegar-a:la
Universidad, mas comodo
y seguro sera tu aterrizaje
en ella.
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El articulo neutro "lo"

El articulo neutro |0 se ha inventado porque es necesario segun qué cosa
queramos decir. Por ejemplo, no es lo mismo decir Caotico que |0 cadtico... y
es claro que la supresion inadecuada del neutro |0 puede generar notable con-
fusion, porque, por ejemplo, no es lo mismo decir estudio cadticoque'decir es-
tudio de lo cadtico.

Asi las cosas, para que lo sustancial se asimile adecuadamente desde el principio,
serfa bueno que los profesores de Matematicas dejaramos de hablafidesAlgebra
Lineal y habliramos de Algebra de lo Lineal, pues de inmediato los alumnos nos
preguntatian por 10 lineal y se sorprenderian de que lo lineal sea tan impottante
como para dedicarle decenas de horas de estudio.

Ojo con la palabra "lineal"

En el lenguaje coloquial la palabra lineal se usa a veces como SinGNIMA de cons-
tante: cuando se dice que los salarios de una empresa han sufrido una subida
lineal de "k" euros, quiere decirse que todos aumentan su salafio la misma
cantidad "k"; o sea, para todos sucede que:

Salario Nuevo =k + (Salario Viejo)

No obstante, si buscas la palabra lineal en el diccionario de la Real Academia,
veras que dice:
Lineal: (adjetivo) perteneciente a la linea

El diccionario dedica a la palabra linea casi una pagina, pero entre el monton de
cosas que se dicen sobre linea no hay nada que permita usar la palabra lineal como
sinonimo de constante.

iESCULPELO EN EL CEREBRO!

En Matematicas, lineal'€s
sinonimo de proporcional.
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Por ejemplo, una subida lineal del 25 % en el salario significa que si ganas 120,
te suben 30 (pues el 25 % de 120 es 30) y pasas a ganar 150; y si ganas 300, te
suben 75 (pues el 25 % de 300 es 75) y pasas a ganar 375; es decir, para todos
sucede que:

Salario Nuevo =1'25x (Salario Viejo)

O sea, la proporcion entre el Salario Nuevo de cada trabajador y su Salario Viejo
es 1'25:

Salario Nuevo _ 1'25
Salario Viejo

O al revés: la proporcion entre el Salario Viejo de cada trabajadot iy, susSalatio
Nuevo es 0'8:

Salario Viejo 1
Salario Nuevo  1'25

Aunque sea increible, entre las cosas que dice el diccionatio sobre |inga,, tampo-
co hay nada que permita usar lineal como sinénimo de proporcional. Sin duda
eso se debe a que la aportacion del castellano a la construccion del "edificie” de la
Matematica ha sido practicamente nula a los largo de los dltimos diez siglos... y
para que tan penosa situaciéon no dure otros diez siglos, serfa bueno que la
proxima edicion del diccionario pusiera su granito de arena, diciendo-que, en
Matematicas, las palabras lineal y proporcional son sinénimas; pot tanto, hablar
de lo lineal es igual que hablar de o proporcional.

0'8

O sea,
estamos
subidos al
mismo libro
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Las cajas llenas de numeros

aial

iSuenen clarines y tambores
en honor alas CAJAS llenas
de niUmeros ordenados en

filas y columnas!
! - \
>
1 ,/
e iy e

Atent@s . imagina que eres ti quien a final de mes se encarga’de pagar a la

gente de una empresa que tiene "n" trabajadores cuyos salarios base respectivos
SON X{, X9, .... , X, siendo yy,yo,...., 4 los respectivos complementos sala-
riales.

n._n

Para gestionar la informacion que contienen los "n" nimeros xq,%5, 0, X,

n_n

los "n" numeros yi,vy2,...., V4, SEQUIO que se te ocurriria ponerlos ortiena-
damente en sendas cajas "A" y "B":
A= [Xl X) e Xn] = caja de salarios base
B= [Yl Vo o e yn] = caja de complementos salariales
Aunque no tuvieras ni idea de Algebra de lo Lineal, seguro que tefinventarias la

operacion consistente en SUMAr Cajas, pues eso te permitiria obtenerfnditercera
caja "P" que te dirfa lo que debes pagar a cada trabajador a final de mes:

P:A+B:[X1 X9 s Xn]-l-[yl Vo o o yn]:

= [Xl +y1 Xpt+ypy ... Xn+yn] = caja de salarios totales

En este contexto, si en la negociaciéon del convenio colectivo se paetan tespecti-
vas subidas lineales del 25 % y el 50 % en los salarios base y en los com-
plementos salariales, deberis cambiar las cajas que almacenan la infermacion
relativa a esos asuntos: la nueva caja de salarios base sera

Ay =[125.x1 125x, .. 125.x, ]
y la nueva caja de complementos salariales sera
B, =[15.y; 15y, ... 15.y,]
Tema 1: Calculo Matricial 5
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Ademas, incluso sin saber nada de Algebra de lo Lineal, seguro que te
inventarias la operacion consistente en multiplicar una caja por un nimero, pues
dirfas que la caja A; se obtiene multiplicando la caja "A" por el numero 125,y

la caja B, se obtiene multiplicando la caja "B" por el namero 1'5... y sin ningun
pudor escribirias:

A1=1'25e¢A ; By=1'5¢B
Incluso dirfas que la caja A es proporcional a la caja "A", pues cadaselemento
de Ap se obtiene multiplicando por 1'25 su correspondiente elemento de "A";
también ditfas que "A" es proporcional a Ay, pues cada elemento de "A" se
obtiene multiplicando por 0'8 su correspondiente elemento de Ay 4.y lo mismo

para las cajas "B" y By, pero con los nimeros 1'5y 1/1'5.

Asi, llegado fin de mes, podtias obtener la nueva caja P; de salatios totales

Pl = A1 + Bl =
=[1'25x; 1'25x) ... 1'25x, |+[1'5y1  1'5y, ... U5y, ]=
Ay B,
= [1'25.X1+1'5.y1 1'25x,+1'5.y, ... 1'25.Xn+1'5.yn] =

=1'25e A+1'5e¢B
El Algebra, para expresar de modo rapido y eficiente que la informacion, con-
tenida en la caja P; es suma de las respectivas informaciones: obtenidas al

multiplicar la caja "A" por un numero (el 1'25) y la caja "B" por otro"namero (el
1'5), dira que la caja P; es combinacion lineal de las cajas "A" y "B"\

Como escribir P} = A+ By es lo mismo que escribir P =1 A|+1eB,, tam-
bién diremos que la caja P; es combinacion lineal de las cajas Ay A5, pues la
informacion contenida en P es suma de las respectivas informaciones‘ébtenidas
al multiplicar la caja A por un nimero (el 1) y la caja By por otro nimero (el 1).
Del mismo modo, para expresar que P=A+B=1e A +1eB, diremos que la
caja "P" es combinacion lineal de las cajas "A" y "B".

ﬂ\/le malicio que
nos vamos a

hinchar a traba-
jar con cajas
llenas de nume-
ros ordenados
en filas y colum-
nas, y gue €so
va a dolerme

e
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Te malicias bien...\
pero es muy facil: no
te dolera'nadarsi
sabes sumaryrestar,
multiplicar y dividir,
con el Algebra no
hace falta mas-base

\ matematica /




¢Por qué estudiamos
Algebra de lo Lineal?

Estudiamos Algebra de lo Lineal porque la vida
esta llena de fenomenos lineales que tienen
gue ver con todas las ramas de la Ciencia
y del quehacer humano... nadie puede
sustraerse a lo lineal o proporcionals

Por ejemplo: si vas de compras a un hiper, eres protagonista desain feno-
meno lineal, pues siendo y1,Y2,...,Yn los precios unitarios (sin ifipucstos) de
los "n" bienes (tomates, pan, etc.) que compras, y K1,K»,... K, las cortespon-

dientes cantidades compradas de cada uno de ellos, el valor "V" de tu compra es
V=y1.Ki+72.Ky +..+v,.K,, que es suma de un namero yq.Ky propor-

cional a Ky, y de un nimero y5.Ky proporcional a K,... y defuniimero
Y n.K, proporcional a K.
Del mismo modo, si 01,02, ... ,04 son los respectivos beneficios unitarios que

obtiene el hiper por cada unidad que compras, el beneficio total "B" obtenido
gracias a tu compra es B=01.K1 +0,.K +... +0,.K,, que esssumarde un

nimero 01.Kq proporcional a Ky, y de un nimero 8, .K, proporcional a K...
y de un nimero 8, .K,, proporcional a K,,.

T.a cantidad "C" que al hiper le cuesta tu compra es:
q p

C= (yl —81).I<1 +<Y2 —82>.I<2 + ... +(Yn _Bn)'l<n =

181.1<1 +82.I<2 + ... +8n'I<n

por comodidad, hacemos Y1 —51 =&1,Y2 —52 =&€2,....,9Yn _Sn =&pn

que es suma de un numero €1.Ky proporcional a Ky, y de un numero€,.K,
proporcional a Ky .... y de un nimero €,.K,, proporcional a K.

LLa Hacienda Publica no se queda atras, pues si 01,02, ... ,0, son los respectivos

tipos de IVA (expresados en "tanto por uno") que soportan los productos que
compras, la cantidad "H" que ingresa Hacienda gracias a tu compra:

H= 61.Y1.I<1 +62.Y2.I<2 + ... +6n‘Yn‘I<n =

T)&yI(l +>x2.1<2 + ... +>\n.l<n
por comodidad, hacemos 01.y1 =A1,02.y2 =X2,....,0,.Yn =Xy

que es suma de un numero Aq.Ky proporcional a Ky, y de un nimero Ay Ky
proporcional a K, .... y de un nimero A,.K,, proporcional a K,,.

Tema 1. Calculo Matricial 7
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ESQUEMA DE UN "FENOMENO LINEAL"

e

UN "ENTE";
POR
EJEMPLO,
UN HIPER

V=y1.K1+...+7,.K,
B=01.K{+..+0,.K,

C=¢1.Kq + . pegkK,

H=h K+ 500K,

A una entrada (K, ... ,K,), el ente respo
con una Salida (V:;B;C:H) lineal.

Como en el hiper no se chupan el dedo, meten en una caja con diversas filas
toda la informacién relativa a cantidades compradas, precios unitarios, beneficios
unitarios y tipos de IVA, y ello con el fin de gestionar mas eficientementé’el ne-
gocio.

Articulo Cantidad Pr'ecif) Ben'eﬁFio --------- Tipode
comprada | unitario | unitario IVA
1 |Malocotones Ky 71 S 01
2 | Servesita Ko 12 02 | . 0
n Perejil Ka Yn On | e 0,

Asi, las cosas, aunque no se tenga ni idea de Algebra de lo Lineal, tod@"€Fmundo
alcanza a entender que:
e El valor "V" de la compra se obtiene multiplicando cada elemento de la pri-

mera columna por su correspondiente de la segunda, y sumando después los
productos realizados:

VZ’}/1.I<1 + ... +yn'1<n

e El beneficio "B" que obtiene el hiper se obtiene multiplicando cada.elemento
de la primera columna por su correspondiente de la tercera, y sumando des-
pués los productos realizados:

B=81.I<1 + ... +8n‘I<n

e Elingreso "H" de Hacienda se obtiene multiplicando cada elemento de la pri-
mera columna por sus correspondientes de las columnas segunda y ultima, y
sumando después los productos realizados:

H= 61.Y1.I<1 + ... +9n.yn.Kn

Tema 1: Calculo Matricial 8
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e Multiplicando cada elemento de la 1* columna por su correspondiente de la co-
lumna obtenida al restar la 3* columna de la 2% y sumando después los
productos realizados, obtenemos la cantidad "C" que al hiper le cuesta tu
compra:

C :(Yl —81).I<1 + ... +(Yn _SH)'I<H

Como vemos, a partir de una tabla con nimeros ordenados en filas y columnas
puede obtenerse INfOrmacion muy interesante para segiin qué cosas:

I<1 'Yl 81 ......... 91
K Y2 82 | . 05
K, Yo S | e 0,

Ademis, la realidad es tan compleja que hay en ella cadenas o redes de fenome-
nos lineales relacionados unos con otros.

Guaaaaaaau...
todo lineal

\

Al-jabr w'al-mugabalah es el nombre del escrito

arabe que dio origen a la palabra algebra.

El Algebra Lineal posibilita la creacion de modelos mateméti-
COs que ayudan a comprender y gestionar los fenéimenes
lineales... y el asunto es tan importante que en tu primer afno
de Carrera debes lidiar un curso de Algebra Lineal, donde se
amplian los conocimientos adquiridos en el Bachillerato.
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1.1 RECORDANDO LA REGLA DE RUFFINI

¢QUE ES UNA
ECUACION?

Todo el mundo es capaz de explicar QUE €S una casa sin emplear jetgasdé arqui-
tecto; sin embargo, las neuronas de muchos estudiantes se congelan®al pre-
guntatles por lo que dirfan a su anciana abuelita si tuvieran que explicarle quUé es
una ecuacion, advirtiéndoles que en su respuesta no deben emplear jéfga mate-
matica, pues de lo contrario la abuelita no entendera un pimiento.

jUff! ... ¢ como voy a explicar
s | Qué es un burro sin usar jerga
de veterinario?... no es facil

‘ capaz de explicarselo a tu abuel@-.: _
instein
Regla infalible para medir tu solvencia con algo

Dicho congelamiento es sintoma de notable candidez matematica, pues evidencia
que a pesar de llevar muchos afios trabajando con ecuaciones, esto§ estudiantes
no han aprehendido lo esencial; y ya se sabe: si la esencia no se comprende es
imposible comprender los detalles... ¢Quién podtia comprender realmente (ué es
una ventana sin antes comprender qUE €S una casa o habiticulo?

Una ecuacion es la expresion matematica de'una
condicion de igualdad.

Hay condiciones que son dificilmente expresables en términos mateméticos; co-
mo la condicion que impone la ratoncita al ratoncito cuando éste le'pregunta:

¢Te quieres casar conmigo?
y ella contesta:

Me casaré contigo si te embelesa el aroma de los
narcisos en las noches de plenilunio
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Pero a veces la historia es menos poética y la condicion puede expresarse en
términos matematicos, como cuando la ratoncita contesta:

Me casaré contigo si al sumar seis al cuadrado de tu
peso resulta el quintuplo del mismo

En este caso, rapidamente, el ratoncito pone nombre a su peso (por ejemplo, lo
llama "x") ..... y al traducir a lenguaje matematico la condicion impuesta por su
amada, obtiene una hermosa ecuacion:

6+ x2 =5.x

Si, por comodidad, queremos que el nimero 0 aparezca en el segundo miembro
de la ecuacién, escribimos x2 —5.x + 6=0. Ademas, también pot. comodidad,
denotando "f(x)" al pedrusco x2 —5.x + 6 que queda en el primer miembro, la
ecuacion puede escribirse f(x)=0.

Cuando te encuentres con una ecuacion f(x) =0, tu trabajo
consistira en resolverla; o sea, deberas determinar, si existen,
los valores de "x" que la satisfacen. De esos valores de™x"
se dice que son las soluciones o raices de la ecuacion.

Por ejemplo, cl nimero 4 no es solucién de la ecuacion x2 —5.x7% 6 = 05 pues
42 —54+6=2%#0; el nimero 7 tampoco es solucién, pues72 —5.7+6=13# 0.
Pero, el nimero 2 es raiz o solucién de la ecuacién, pues 22 —52 +6=0.

Observa: la condicién impuesta por la ratita se refiere a una Unica €aractetistica

de los ratones (el peso), pero podria referirse a varias caracteristicas;asissucederia
si la ratita dijera:

Me casaré contigo si el producto de tu peso
por tu altura coincide con tu edad

En tal caso, denotando "x" el peso, "z" la altura y "u" la edad, al tfaducitia len-

guaje matematico esta nueva CONdIiCIiON, obtenemos otra ecuacion:

X.Z=—1u
Naturalmente, escribimos x.z—u=0 para que el numero cero aparezca en el

segundo miembro. Ademds, denotando f(x;z;u) al pedrusco x.z—u que queda
en el primer miembro de la ecuaciéon, puede escribirse f(x;z;u)=0.

Muchisimas veces te veras ante el‘probléema de
REGLA DE resolver una ecuacion f(x) =0, siendo f(x) un
RUFFINI polinomio; o sea, deberas determinar los valores

de "x" que cumplen la condiciéon f(x)=0. De

VERY, VERY esos valores de "x" se dice que son las solucio-
IMPORTANT nes o raices de la ecuacion f(x)=0.
Tema 1: Célculo Matricial 11
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1) Si el polinomio es de grado 1, o sea, f(x)=a.x + b, donde "a" y "b" son cons-
tantes a # 0, la ecuacion f(x)=0 tiene soluciéon dnica, y su calculo es asunto
facil: a.x+b=0=a.x=-b = x=-b/a.

2) Si el polinomio es de grado 2, o sea, f(x)=2a.x2 + b.x + ¢, donde "a", "b" y
"c" son constantes y a # 0, la ecuaciéon f(x) =0 tiene 2 soluciones, y las calcu-

laremos usando la formulita hiperfamosa que todos conocemos:

—b+t+/b2 —4.a.c

2.2

2.x2 +bx+c=0=>x=

Por ejemplo:

(=5 + /(=52 — 423
22 _5x4320m x= CNENEY) =5i1={3/2

2.2 4 1

e Debes estar atent@ al caso en que el coeficiente de "x" (o sea, 'b") eSun nu-
mero par (por ejemplo, b=2.k), pues en tal circunstancia podris usar otra

formulita mas cémoda:
—(2.k) £ +/(2.k)2 — 4.a. _ 12 —
a.x2+2kx+c=0 = x= 5 \/( ) ¢ _—kxvke —ac

2.2 a

Por ejemplo:
— 2 _ —
Lx2+6x+5=0=x=2EV =10 340

El coeficiente de "x" es par = "formulita" comoda 2. k=6 = k=23)

Por ejemplo:

1.x2 —4.x+13=0 = x =

—(=2) £/(=2)2 =113
=2+ /29 = 2af(=1).0 =
1 9 = 2&x/(=1).9
El coeficiente de "x" es pat = formulita cémoda (2.k = —4 = k=-2)

:21\/—_1.\/5:213.\/—_:213.1

v—=1no es "real", se llama "unidad imaginaria" y se denota

Hi"

e También debes estar atent@ al caso en que el termino independienie“¢” de la
ecuacion es cero, pues en tal caso no necesitamos formulitas, y-podtemos
apostar la vida a que una de las soluciones es x =0:

x=0

a.x2+bx=0= x.(a.x+b)=0 ? {a,x+b=0 = x=-b/a

Para que el producto de dos numeros sea 0 basta que alguno sea 0

n._n

3) En general, si f(x) es un polinomio de grado n> 3, el cilcule de las "n" solu-
ciones de la ecuacién f(x)=0 es un petardo, pues no hay ninguna formulita
que nos ayude. No obstante, en todos l0s casos que encontremos (normal-
mente serd n=3 6 n=4), el polinomio f(x) estard preparado para que las
soluciones sean numeros enteros .. y Ruffini nos permitira determinarlas.
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FONEMATO 1.1.1 (TODAS LAS RAICES ENTERAS)
Resuélvase la ecuacion f(x) =0, siendo f(x)=2.x> —10.x3 +8.x.
SOLUCION

Debemos determinar los valores de "x" que satisfacen la ecuacién o condicion
f(x)=0. Como f(x) es un polinomio de grado 5, la ecuacién f(x)=0 tiene 5

soluciones, pudiendo estar repetida alguna de ellas.

iQué suerte!: como el término independiente de la ecuacion e§ 0, podemos
garantizar que x = 0 es una de las soluciones:

255 1053 +8.x= 0= x.2x* ~10.x2 +8)= 0= { 0

X =
2.x% —10.x2 +8=0

Ahora debemos resolver la ecuacion 2.x4 —10.x2 +8 =0, y de nuevo tenemos
la suerte de cara, pues COMO la suma (2 —10+8) de los coeficientes de laecua-
cion es 0, podemos apostar tranquilamente la vida a que x = 1 eSyunagde sus
soluciones; es decit, podemos garantizar que el polinomio de grado cuatro
g(x)=2.x% —10.x2 +8 es divisible por x —1. L.a Regla de Ruffini nos permite

calcular los coeficientes del polinomio h(x) que se obtiene como cgeiente de di-
cha division:

coeficientes de g(x)

| 2 0 -10 0 8]
‘ 2 2 -8 -8
| 22 -8 -§ [
A A

Coeficientes de h(x) = g(x)/(x = 1) | | Resto

Asi, es h(x)=g(x)/(x —1)=2.x3 +2.x2 —8.x — 8; 0 sea:
g(x)=(x—1).h(x)=(x—-1).(2.x3 +2.x2 -8.x - 8)

En consecuencia:

g(x)=0=>(x—1).2.x3 +2.x2 —8.x—8) = o?

un producto es nulo cuando es nulo alguno de los factotes

{X—le:>X:1
2.x3+2x2-8x-8=0

Ahora debemos resolver la ecuacion h(x) = 2.x3 4+ 2.x2 —8.x — 8 = Oymymecomo la
suma 2+2—8—38 de los coeficientes de ésta no es 0, podemos apostar la vida a
que x =1 no es una de sus soluciones. No obstante, Si la ecuacion-tiene raices

enteras, deben ser divisores del término independiente —8, que sofi los atimeros
1,-1,2,-2,4,-4,8y —8&.

Por tanto, debemos armarnos de paciencia e ir probando con todos (excepto el
1, que no es solucién de h(x)=2.x3 + 2.x%2 —8.x —8 =), rezando para que ha-
ya suerte y alguno de ellos sea solucion. Es h(2)=2.23 +222 -82-8=0, lo
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que garantiza que x =2 es solucién de h(x)=2.x3 +2.x2 -8.x—-8=0 y que el
polinomio h(x)=2.x3 +2.x2 —8.x — 8 es divisible por x —2; la Regla de Ruffi-

ni nos permitira calcular los coeficientes del polinomio t(x) que se obtiene como
cociente de dicha division:

coeficientes de h(x)

v
12 -8 8|
x=2 4 12 8

| [2 6+ 4|@

Coceficientes de t(x) = h(x)/(x —2) | | Resto

\S)

Por tanto, es t(x)=h(x)/(x —2) =2.x2 + 6.x + 4; o sea:
h(x)=(x = 2).t(x) = (x — 2).(2.x2 + 6.x + 4)

En consecuencia:

h(x)=0= (x—2).2.x2 +6.x +4) = o?

un producto es nulo cuando es nulo alguno de los factofes

{X—ZZO:>X:2
2.x2 +6.x+4=0

Las soluciones de 2.x2 + 6.x +4 =0 son:
34432 -24 341 _{—1
- 2 o2 12

Por tanto, las cinco soluciones de la ecuacién 2.x° —10.x3 + 8.x = 0 son:

X

x=0;x=1;x=2;x=-1;x=-2

El que asi sean las cosas nos permite escribir la descomposicion factorial del po-
linomio 2.x> —10.x3 +8.x:

2.x% —10.x3 +8.x ZE(X —0).x—-D.x=2).(x+1).x+2)

E1"2" es el coeficiente del término de mayor grado de f(x)

NOTA: si un polinomio f(x) es tal que f(x)=(x —a)k.p(x), siendo el polinomio
p(x) tal que p(a)#0, se dice que x =2 es una raiz multiple de ordlen k™ de la
ecuacion f(x)=0.
Por ejemplo:

x0—4xt=0=>xt.(x2-4)=0=>
x4 =0 = x =0 (cuadruple)
x2 —4=0=x=1%2

Por tanto, las 6 raices de la ecuacién x6 —4.x4 =0 son:
x =0 (cuadruple) ; x =2 ;x = -2

=

Asi, la descomposicion factorial del polinomio x0 —4.x4 es:
x0 —4x% =(x—0)*.(x—2).(x — (-2))
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FONEMATO 1.1.2 (TODAS LAS RAICES FRACCIONARIAS)
Resuélvase la ecuacién f(x) =0, siendo f(x)=12.x3 —4.x2 - 3.x +1

SOLUCION
La ecuacion 12.x3 —4.x2 —3.x+1=0 carece de raices enteras, pues ninguno
de los divisores del término independiente "1" es solucion.

Si la ecuacion admite raices fraccionarias de la forma "m/n" (siendo "m"y "n
numeros enteros y "n" distinto de 0 y de 1), entonces "m" es divisordel

término independiente (el nimero 1 en nuestro caso) y "n* es divisor del
coeficiente del termino de mayor grado (el nimero 12 en nuestro-caso).

Por tanto, las tnicas raices fraccionarias que puede tener la ecuacion dada son:

i 11 11 11 1.1 1

27 2737 3747 4767 67127 12
Ahora hay que armarse de paciencia e ir probando a ver si hay suefte y alguna es
solucion de 12.x3 —4.x2 —3.x +1=0... y tenemos suerte, pues x =1/2.€s solu-

cion, ya que 12. (1/2)3 —4.(1/2)2 —3.(1/2) + 1=0. Con Ruffini obtenemos:

12.x3 —4.x2 -3 x+1
X—(l/Z)

Las soluciones de 12.x2 +2.x—2=0 son x =1/3 y x =—1/2; asi, laydeseompo-

sicion factorial del polinomio 12.x3 —4.x2 —=3.x +1 es:

1253 - 4.x2 = 3x +1=12(x - %)(x - %)(x + %)
Paolo Ruffini, matematico y médico italiano. Nacido en Valentano, ciudad que pertenecia
entonces a los Estados Pontificios, curso estudios
de medicina en la Universidad de Mdodena, pero
una vez finalizados se dedicé casi por entero a la
investigacion matematica.

Desde 1787 ejercio la docencia como profesor de
matematicas en la Universidad de Mdédena. Gand
la catedra de analisis de la escuela militar de esta
ciudad, que hubo de abandonar en 1798 al ser
expulsado por negarse a pronunciar el juramento
de fidelidad a la Republica Cisalpina creada por
Napoleon Bonaparte. Fue restituido en su puesto
por las tropas austriacas un afio mas tarde. Tras :
recuperar sus dominios, el duque de Modena le nombro rector de la Universidad de Modena
(1814), en la que ocupo las catedras de clinica médica, medicina practicasy matematicas
aplicadas.

Paolo Ruffini es conocido como el descubridor del llamado método de Ruffini que permite
hallar los coeficientes del polinomio que resulta de la division de un polinomio cualquiera por
el binomio x—a. Sin embargo, no fue ésta su mayor contribucion al desarrollo de la matemati-
ca. Hacia 1805 elabord una demostracion de la imposibilidad de la solucion general de las
ecuaciones algebraicas de grados quinto y superiores, aungue cometio ciertas inexactitudes
que serian corregidas por el matematico noruego Niels Henrik Abel.

=12.x2 +2.x =2

Tema 1. Calculo Matricial 15
© Rafael Cabrejas Hernansanz



1.2 EL CUERPO DE LOS NUMEROS REALES

El conjunto R de los nimeros reales es la union del conjunto de los nimeros
racionales (tienen un numero finito de cifras decimales o son periédicos) y del
conjunto de los numeros irracionales (tienen infinitos decimales y no son petio-

dicos, como los nimeros que se denotan v/2 y 7).

Considera que en el conjunto R definimos la suma "+" y el producto "." de nu-
meros reales que conocemos desde la infancia; asi, se dice que estas dostoperacio-

nes confieren al conjunto R la estructura de cuerpo para expresar de modo rapi-
do y eficiente que dichas operaciones satisfacen las siguientes propiedades:

1) La suma es conmutativa: Vo3 € R sucede que o+ = + a.
2) La suma es asociativa: Va,p,y €R sucede que (a0 + )+ v = o + B+

3) La suma admite elemento neutro, que es el nimero real que llamiamos €ero y
denotamos "0"; 0 sea: Va e R sucede queaa +0=0+a=a.

4) Cada numero real tiene SIMELrico respecto de la suma:
VaeR,IheRtalqueoa+A=A+a=0

Por ejemplo, el simétrico de "7" es "-7", y el simétrico de "-3" es "3".

5) El producto es distributivo respecto de la suma:

a.B+7v)=(o.p)+ (.7
Va,B,y €N sucede que {(B+y).a=(l3-0t)+(yﬂ>

6) El producto es asociativo: Va.,p,y € R sucede que (a.f).y = a.(B.Y)

7) El producto admite elemento neutro en el conjunto R —{0} queforman los
numeros reales distintos de cero; dicho elemento neutro es el numero UNO:

Vo eR—{0} sucede que a.1=1l.a=a
8) Cada elemento del conjunto SR —{0} tiene SIMEtrico respecto del producto:
Va eR-{0},Fe eR—-{0} talque.e =c.a =1.
Por ejemplo, el simétrico de "7" es "1/7", y el simétrico de "1/8" es)"'8".

Observa: el nimero "0" carece de simétrico respecto al producteypuestel co-
ciente "1/0" carece de sentido, ya que esta prohibido dividir por "0".

Se dice que el cuerpo R de los nimeros reales es conmutativo para indicar que el
producto de nimeros reales es conmutativo: Va,feR es a.f=.a

APUNTALQ: a los elementos de un cuerpo
conmutativo se les llama escalares; por eso, es
habitual decir gue un numero real es un escalar.
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Como en su momento los conjuntos que

se denotan R2, R3, R* ... K" tendran

protagonismo megaestelar, a continuacion
se los presentamos al lector.

El conjunto R2 es el producto cartesiano de R por si mismo 2 veces:
R2=RxR={(x5x0)/x; €R,Vi=12}

Cada elemento del conjunto K2 es un par ordenado de nimeros reales.

El conjunto R3 es el producto cartesiano de R por si mismo 3 veces:
RI=RxRxR={(x5x2;%x3)/x; €R,Vi=123}
Cada elemento del conjunto B3 es una terna ordenada de nimeros reales.
El conjunto R* es el producto cartesiano de R por si mismo 4 veces:
RYP=RxRxRxR={(x;x2;%3;%4)/%; €R,Vi=1234}
Cada elemento del conjunto R* es un cuarteto ordenado de nimeros reales.

El conjunto R1 es el producto cartesiano de R por si mismo "n"" veces:
RE=RXRXRx...xR={(x1;%0; ... ;x4)/x; €R,Vi=12, ... n}

"n" veces

De cada elemento (x1;X2; .... ;X ) € R0 se dice que es una n-upla.

Hay quien gusta de la verticalidad y escribe apilados los "n" nimeros reales
que forman cada elemento del conjunto M1 ; o sea, escribe:

X1
Ro=RxRxRx..xR={ |2 |/x; eR,Vi=12,....,0}
"n" veces X'n

pero nosotros no lo haremos, porque ocupa mucho espacio y es poco practico.

6 sea, si voy a la tienda

a por peras y meloco-
tones, mi compra
estard expresada por

elemento de R2, pero

iChic@ list@!

si ademads quiero cerve-
za, la compra estara
expresada pot un

\ elemento de R3 /
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1.3 MATRICES

e Llamamos Matriz de orden mxn a toda disposicién rectangular de m x n nu-

meros reales ordenados en "m" filas y "n" columnas. El conjunto formado por

las matrices de orden m X n se denota My xq-
Por ejemplo, al escribir M4, 5 nos referimos al conjunto formado por todas
las matrices de 4 filas y 5 columnas.

e Las matrices suelen nombrarse con letras mayusculas.
Por ejemplo, si

2 5 7 > 48
B=2 5 Jeraa s - 76 3] eMies

la matriz "B" es de orden 2 x 3 (jojol, de orden 2 x 3, no de orden.6), y."C" es
de orden 3 x 3 (jojol, de orden 3 x 3, no de orden 9).

e Para identificar los elementos que forman una matriz "A" usaremesisubindi-
Ces; en concreto, al hablar del elemento a i de "A", nos referimos al elemento

de "A" que esta en la i-ésima fila y en la j-ésima columna ...... y eseribiremos
A={a ii} para referirnos genéricamente a los elementos de una matriz "A".

Por ejemplo, si

4 7 8

9 5 6
A:{aij}: 1 3 2 €Myx3

10 0 =m

€S
a11 =4;2.12 :7;313 :8;321 :9;322 =5;2.23 =0
a3q =1;a32 23;2133 22;2141 =10;a42 IO;ZL43=TC
e Se dice que una matriz es cuadrada de orden "n" si tiene "n" filas y "n" co-

lumnas. En tal caso, los elementos con los dos subindices iguales forman la
diagonal principal de la matriz.

Por ejemplo, la siguiente matriz es cuadrada de orden 3:

3 4 4
A=|5 0 6|eMj3xs3
8 8 7

La diagonal principal la forman los elementos a1 =3, a5, =0y agg=iZ.

e la traza de una matriz cuadrada "A" es la suma de los elementos'de la diagonal

principal, y se denota Tr(A).
Por ejemplo, para la anterior matriz "A", es Tr(A)=3+0+7=10.

e Siuna matriz es de orden 1xn se dice que es una matriz fila; tal es el caso de las
siguientes:
A=[2 5 8]eMiy3 ; B=[2 7 6 4]eMyy
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@ra el carro! ... el conjunto My, que %7

forman las matrices de 1 fila y "n"

iTienes

columnas €S el mismo que hace un momento
hemos llamado R™... porque, por ejemplo,

para referirse a mi cesta de la compra, N0 hay
ninguna diferencia entre escribir (2;4;5) 6
[2 4 5] , mas alla de separar o no los tres

numeros de la terna mediante ";" y encerrarlos

en un paréntesis o en un corchete

¢ Siuna matriz es de orden mx1 se dice que es una matriz columna; takes‘el caso
de las siguientes:

) 7
6
C=|3|eM3xq ;D= 5 eMyxq
7 0
e Matrices equidimensionales

Diremos que dos matrices son equidimensionales si tienen el mismo orden, es
decir, si las dos tienen el mismo nimero de filas y las dos tienen elmismo nu-
mero de columnas. Por ejemplo, si

21 10 7 65
A:[3 5| €Maxo ;B:[5 8]€M2><2 ;C:[4 9 9]€M2x3

las matrices "A" y "B" son equidimensionales; no asi "A" y "C" o "B" y "C".
e Matriz opuesta

La matriz opuesta de la matriz "A" se denota —A, y es la matriz obtenida al
cambiar el signo de los elementos que "A".

Por ejemplo, si A = [% g 8:| €My 3, su matriz opuesta es

3 -5 —6
‘A:[—7 -8 —9} €Ma2x3

e Matriz nula

Se llama nula a toda matriz cuyos elementos sean nulos; se denota "0" tenga el
orden que tenga.

00 000
|:O O}ZOEMZXZ 5 |:O 0 OleOEMZX?)

e |gualdad de matrices

Las matrices equidimensionales A ={ajj} y B={bj;} son iguales si aj =by;.
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1.4 LAS MATRICES ALMACENAN
"INFORMACION"

Es bueno que tengas la percepcion de que las historias que estudiaremos sobre
las matrices sirven para algo mas que dar de comer a profesores de Matematicas y
torturar a estudiantes de "Ciencias". Utilizando brocha gorda y no pincel, dire-
mos que las matrices se han inventado porque son capaces @e almacenar
informacion de manera ordenada ... y es sabido que la informacion y elorden son
fundamentales para la buena marcha de todo.

La siguiente historieta ilustra la idea

El Tio Pencho tiene una empresa de comercializacion de ferritos hipovaligerables
y para controlar mejor el negocio ha decidido que se anoten los ingtesos y los
gastos trimestrales. A tal fin se usan matrices "fila" de orden 1 x 2, pues cada ma-
triz de este tipo esta formada por 2 numeros reales. Pencho establece el ctiterio
segun el cual el primer nimero expresa los ingresos y el segundo expresados gas-
tos, ambos en millones.

Asf las cosas, al final de cada trimestre Pencho pide a su gerente la misma infor-
macion, siempre la misma pregunta: jcomo ha ido el trimestre? El gerente
consulta sus datos y por toda respuesta entrega a su jefe la matriz de orden 1 x 2
que expresa los ingresos y los gastos del trimestre en cuestion; asi, cuando Pen-

cho recibi6 ayer un fax con la matriz [7 4] correspondiente al Gltimortrimestre,
supo al instante los ingresos fueron de 7 millones y los gastos 4 millones:

Naturalmente, como harfa cualquiera en su caso, cada aflo Pencho agrupa los
resultados trimestrales y CONStruye una matriz de 4 filas y 2 columnas que expre-

sa lo sucedido en los cuatro trimestres del afio en lo que se refiere ados‘ingresos y
gastos de su empresa.

Por ejemplo, si la matriz correspondiente al ultimo afio es
8 5
7 3
A= 5 6 €Myx2

8 4

entonces, el que a3y =06 indica que los gastos del tercer trimestre fueron de 6
millones, y el que a4 =8 indica que los ingresos de cuarto trimestte fueron de 8
millones.

Como vemos, las matrices sirven para almacenar informacion.

ERROR MUY EXTENDIDO

No es verdad que para ti tu tiempo sea oro; es mucho
mas: el oro lo venden en todas partes, pero tu tiempo
no puedes comprarlo ni con todo el oro del mundo.
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1.5 SUMA DE MATRICES

Si A ={ajj} y B={bjj} son matrices de orden mxn, su SUMa, que se denota A+B,

es la matriz de orden mxn tal que A + B={aj; +bj;}. Por ejemplo:

2 3 1 7 5 6| [24+47 345 146 9 8 7
5 4 9[+|1 2 —4|=|5+1 4+2 9-4|=|6 6mb
1 8 0] [0 0O 2 1+0 840 0+2 179 2
2 5 11,103 1f_12+40 5+3 1+1f_[2 8 2
4 0 87|12 4 =2]7|4+2 0+4 8-2]"[6 4 6
e Si"A"y "B" son matrices cuadradas de igual orden, es:
Tr(A +B)=Tr(A)+ Tr(B)
PROPIEDADES

La suma de matrices tiene idénticas propiedades que la stima de nu-
meros reales:

1) Es conmutativa: A+B=B+ A

2) Es asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C

3) Admite elemento neutro: A+0=0+4+ A=A, siendo "0" la miatriz nula de
igual orden que "A".

4) Cada matriz tiene Simétrica respecto de la suma: A +(-A)=(-A)+A =0

Hay cosas respecto de las que debes tener igual certeza que respecto de tu
propio nombre... y si el mismisimo Papa de Roma te lleva la contrafia con

una de esas cosas (por ejemplo, te dice que A =[§ 8j| y Bz[g g §i|
pueden sumarse), debes contestar:

Su Santidad ha tenido un despiste o esta mal infermado
Y no te arrugues si el Papa insiste en que A = B 8} y B= [% Z §:| pue-

den sumarse; con la mayor educacién y respeto, debes anadir:

Su Santidad no tiene ni pufetera idea de lo que dice

2 ) Galileo!

Seguridad en ti mism@, en la
solvencia de tus conocimientos.
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1.6 PRODUCTO DE UN
ESCALAR POR UNA MATRIZ

Recuerda: un escalar es un elemento de un cuerpo conmutativo ... pero para
nosotros, escalar sera sindbnimo de numero real.

El producto del escalar "a" por la matriz "A" se denota oL ® A, y es lamattiz ob-
tenida al multiplicar por "a" todos los elementos de "A". Por ejemplo:

ce[2 3 4]_[62 063 6.4]_[12 18 24
5 7 87|65 6.7 68|30 42 48

PROPIEDADES

1) Siendo "a" un escalar y "A" y "B" matrices equidimensionales, es:
oe(A+B)=ceA+ceB

2) Siendo "a" y "PB" escalares y "A" una matriz, es ( +)e A=a oA HBe A.

3) Siendo "a" y "B" escalares y "A" una matriz,es o e (Be A)=(ct.f)e A.

4) Siendo "a" un escalar y "A" una matriz cuadrada, es Tr(ao @ A)=o. Tt(A).

La "proporcionalidad" entre matrices

Al definir el producto de un escalar por una matriz estamos iatro-

duciendo la nocién de proporcionalidad entre matrices:si la matriz
C={cjj} se obtiene al multiplicar la matriz A ={aj} por el escalar a #0, o

sea, C=0o e A, cabe decir que "C" es proporcional a "A", pues cada elemen-
to de "C" se obtiene multiplicando por "a" su correspondiente elemento de
"A" (tecuerda que cjj = 0.aj); también cabe decir que "A" es proporcional a
"C", pues cada elemento de "A" se obtiene multiplicando por "I/a" su co-
rrespondiente elemento de "C":

cjj = 0l.aj = ajj zi’cii = AZéOC

WA ETARDATANTOCOMOLOIDIIENN SEEMBIEIN

¢ Cuando empezamos
en serio con las
Matematicas?

Estoy dan-
dole vueltas

S o
N
Q 2
N

//
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A continuacién resolvemos sistemas de
ecuaciones matriciales en los que las
unicas operaciones que intervienen son
la suma de matrices y el producto de una
matriz por un escalar o nimero real

Una ecuacion es la expresion matematica de una condicion de
igualdad... y un sistema de "k" ecuaciones es la expresién
matematica de un conjunto de "k™ condiciones de igualdad.

FONEMATO 1.6.1
Determine "A" yan siA—3eB=C y20A+3.B=C, siendo C=|:(l) %j'
SOLUCION

Debemos determinar las matrices "A" y "B" que satisfacen las dos ecuaciones
(condiciones de igualdad) matriciales dadas.

iYuppy!.... sin mas que sumar miembro a
miembro las dos ecuaciones dadas, la

matriz "B" desaparece del mapa -
A—-3eB=C _ 2 [2/3 4/3
2.A+3.B:C}:>30A—ZOC:A—EOC—{0 )

| sumando miembro a miembro |

Obtenemos "B" al sustituir "A" por %0 C en la primera ecuacion:

-1/9 -2/9
0 #1/3

%oC—30B:C:>—30B=%0C:>B:—%oCz[

También asi, por sustitucion: de una de las ecuaciones (la quentesulte mas
cémoda), despejamos "A" 6 "B" (la que resulte mas cémoda) y sustituimos en la
otra ecuacion:

A—-3eB=C —5p A=C+3eB

20 A+3eB=C l»20(C+30B)+30B=C—>
1 -1/9 -2/9
2 = = —= =
—»2eC+9¢B=C —B 90C {O _1/3}

. 1 . .,
Obtenemos "A" al sustituir "B" por 5 C en la primera ecuacion:

A—3-(—%-C)=C:>A+%-C=C:A=%-c=[263 423}
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FONEMATO 1.6.2
Determine nAn yan Si ZOA—B:C y2.A+3.B:C, SiCﬂdO C=|:(l) §i|
SOLUCION

Debemos determinar las matrices "A" y "B" que satisfacen las dos ecuaciones
(condiciones de igualdad) matriciales dadas.

N iYuppyl... sin mas que restar miembro a
2 ) miembro las dos ecuaciones dadas, la
4 matriz "A" desaparece del mapa

26 A—B=C

- 00
2.A+3.B:C}:>—40B—O:>B—O—[ }

0 0

| restando miembro a miembro |

Obtenemos "A" al sustituir "B" por la matriz nula en la primera ecuacion:

o 1 |1/2 01
20 (C O—C:>A—20C—[O 3/2}

También asi, por sustitucion: de una de las ecuaciones (la queresulte mas
cémoda), despejamos "A" 6 "B" (la que resulte mas cémoda) y sustituimos en la
otra ecuacion:

206 A—B=C —>B=20A—C1
20 A+3eB=C > 20 A+302e A-C)=C—»

1 1/2 1
—_ - = — =
—» R0 A-3eC=C—>» A 20C [O 3/2}

Obtenemos "B" al sustituir "A" por % e C en la primera ecuacion:

20(%OC)—B=C:>C—B=C:>B=O=[O 0}

00

EN BOCA CERRADA
NO ENTRAN MOSCAS

Cuando "algo" no lo sepas, no debes decir la primera choiiaua que
se te ocurra, pues la probabilidad de acertar es muy peauefia, v el
ridiculo que puedes hacer es espantoso... eres duefi@ de !n que

iCazado

O sea ... mejor estar callad
) @y al vuelo!

parecer tont@ que abrir la
boca y acreditar indubitada-
mente tu estupidez
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FONEMATO 1.6.3
Determine "A"y"B" si4.A—2.B:Cy3.A+B:2.C> siendo C=|:(l) §i|
SOLUCION

Debemos resolver el sistema de dos ecuaciones matriciales que nos dan.

o A—2e0B= }?{o—o: }:>

36 A+B=2eC 6eA+2eB=4eC

multiplicando la segunda ecuacién por 2

| sumando miembro a miembro

_ 1 (1201
:>100A—50C:>A—20C—[0 3/2}

Obtenemos "B" al sustituir "A" por lecCenla primera ecuacion:

2
40(%OC)—20B=C:>20C—2-B=C:>—2-B:—C:>B=%0C
También asi, por sustitucion: de una ecuacion (la que resulte mas cémoda), des-
pejamos "A" 6 "B" (la que resulte mas comoda) y sustituimos en la otra ecuacion:
4eA—-20B=C >LeA—20(2eC—-38A)=C—p
{30A+B:20C—>B=20C—30A—T
—»10-A=5-C—>A=1-C:[1/2 ! }
2 0 3/2

Obtenemos "B" al sustituir "A" por ) e C en la segunda ecuacion:
1

3-(%0C)+B=20C:>B=EOC

caligrafia de parvulos... y ahora YO
tengo que joderme e intentar enten-
der lo que escribe est@ gilipolas...

ya me ha puesto de mala leche
a la minima 1@ suspendo!

SI tu letra es desastrosa,
cuando los profesores
lean tus examenes,
les caeras mal.
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FONEMATO 1.6.4
Determine "A"y"B"si4e A +2eB=Cy3eA+50B=C, siendo C:[l 2}

0 3
SOLUCION

Debemos resolver el sistema de dos ecuaciones matriciales que nos dan.

multiplicando la 12 ecuacién por 3 yla 22 por 4

40A+20B:C}¢ { 120A+60B=30C}
36 A+5e¢B=C

1126 A+20eB=4eC[y
| restando miembro a miembro ‘J

_ _ _ 1 114 1/7
= —-14eB= C:>B—140C—[ 0 3/14}

Obtenemos "A" al sustituir "B" por i e C en la primera ecuacién:

1 1

40A+20(H0C)=C:>40A+70C=C:>
_6 _3
:40A—70C:A 140C

Cuando corrijo un examen, me encanta que
se me caigan los pantalones y verme
impelido a quitarme el sombrero
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FONEMATO 1.6.5
Determine "A" y"B" si A=B=D y 3¢ A +2eB=C siendo:

[3 8 —3] [1 1 —1}
C=|-2 2 3;D=|1 4 4

7 2 4 -1 -1 -2

SOLUCION

Debemos determinar las matrices "A" y "B" que satisfacen las dos ecuaciones
(condiciones de igualdad) matriciales dadas.

Por sustitucion: de la 1* ecuacion se deduce que A =B+ D, y al sustituir esto en
la 2° resulta:

3¢(B+D)+2eB=C=5eB=C-3eD=

. 0 1 0 12 -1
—B=-e(C-3eD)=|-1 -2 —3|=>A=|0 2 1
10 0

%I_J

B+D

5 2 1 2

alfa
beta
gamma
delta
égsnon
seta &=
eta =
0 teta
iota
kappa
lambda
mu
nu
Xi
omicron
pi
rho
o, sigma
tau
ypsilon
fi
ji
pSi
omega

Mi amor, haras un ridicule
espantoso cadavez que
alguna letra del alfabeto
griego te deje con el
culo al aire

SJdxXm =™K

9

DHEXES< MY OOMZE >R~ ITNDD> -1 >
VYA OY<TE A &

e€RXRB6CaA

¥,
LA MEMORIA SEGUN MURPHY

0 UNICO que NnO se olviae
es lo que se apunta.
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1.7 PRODUCTO DE MATRICES

Si A =1{ajj} es una matriz de orden mxn y B ={bj} es una matriz de orden nxp,

el producto de la matriz "A" por la matriz "B" se denota A @B, y es la matriz
C={cjj} de orden mxp tal que cj; es la suma de los productos obtenidos al mul-

tiplicar cada elemento de la i-ésima fila de "A" por su correspondienterde la j-
ésima columna de "B"; es decir:

Cij = aﬂ.b” + aiz.sz + ...+ ain.bnj

Un producto de matrices carece de sentido si el nimero de columnas de la 1* ma-
triz no coincide con el de filas de la 2* matriz. Por ejemplo: si AH,3 v B3y,
entonces A ® B es una matriz de orden 2x7, pero Be A carece de'sentido, pues
el numero de columnas de la 1% matriz no coincide con el de filas de la 2°
Ejemplos de productos de matrices:

1 2],[5 6]_[1.5+27 1.6+28]_[19 22]

3 4]°%|7 8]7|3.5+4.7 3.6+4.8] |43 50]
2 51 r1 4 ¢ 21+58 24459 26+52 (42 53 22
7 3 -[8 9 2}: 71438 74439 7.64+32 |=|31455" 48
5 0 51408 54+09 56+0.2 | 50 20 30

[3 5 ¢]e E] =[32+5.7+6.8] =[89]

[2]0[3 g =absurdo ; [4 8 3]e[2 1]=absurdo

PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES
1) Asociativa: Ae(BeC)=(AeB)e(
2) Distributiva respecto de la suma: A e (B+C)=(AeB)+ (A ()

3) Como queda dicho, puede suceder que el producto A e B tenga sentido ma-
tematico y no lo tenga el Be A; por tanto, en general, el producto de matrices

no es conmutativo.

Observa: aunque A eB y Be A tengan sentido (sucede eso si A" es'de or-
den mxn y "B" de orden nxm, en cuyo caso A @B es de orden mxm y Be A
es de orden nxn), pueden no ser del mismo orden.

Y aunque A eB y Be A sean del mismo orden (lo que sucede $6lo"si"m = n;

o sea, solo si "A" y "B" son cuadradas de igual orden), en general.nores cierto
que AeB=Be A ... pero puede suceder que AeB=DBe A, yen tal caso se

ice que las matrices )
dice que ! "A"y "B" conmutan

Por ejemplo: las matrices Az[% ? y B:[S g] conmutan, pues:
L 012 O|_[2 O 01 O_|2 O
1 1 5 2175 2|71 1|77 2
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FONEMATO 1.7.1

St A= [ 13 i:l I= [g) ?], calcilense "x" e "y" de modo que:

A2+XOA+yOI=O

SOLUCION
1 21 [1 2 -5 10
. 2 — _
Es: A ‘[—3 4}'[—3 4}‘[—15 10}
Calcularemos "x" e "y" al exigir que A2 +xe® A +yeI=0:
A2 +xeA+yel=0=
-5 10 1 2 1 0 0 0
:[—15 10]”‘[—3 4]+Y [0 1] 0 o]:
x+y—5=0
N x+y-5 2x+4+10 [0 O] 2x+10=0 :{X:—S
—3.x—-15 4x+y+10] [0 O —-3.x—-15=0 y=10
4.x+y+10=0

FONEMATO 1.7.2
Si A= [_21 % 3], halle "B" si su primera filaes (1,0) y AeB= B 8}
SOLUCION

Como "A" es de orden 2 x 3, para que el producto A B sea de orden 2x 2, 1a
matriz "B" debe ser de orden 3 x 2:

(10
-1 2 2 10 1+2a+2.c 2b+2d 10
(33 3]+|2 8| 8)=[ 22 2021
A 5
B
A B e
+2d= =
= 2+a:1 - C:2
b=0 d=0

Numeros arabigos y
europeos en una seial
de trafico en Abu Dabi.

Numeros indoarabigos

1 2 3 4 5 6 /7 8 9 0
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FONEMATO 1.7.3

2
Determine para qué valores de "a", "b", "c" y "d" se verifica [2 g} = [8 8:|
SOLUCION
a b _[a bl fa b]_[a2+bc ab+bd]_[0 0]
c d| |c d]| |c d] |catcd cb+d2| [0 O
a2 +b.c=0 1)
_ b=0 (2
_ a'b+b'd_oz>{a+d20 3)
_ c=0 (4)
c.a+c.d—0:>{a+d20 5)
c.b+d2=0 (6)

El desdoblamiento de las ecuaciones segunda y tercera origina el desdoblamiento
del sistema en los siguientes cuatro:

22 +b.c=0 a=0

b=0 b=0

OROROROES R =127,

c.b+d2=0 d=0

a2 +b.c=0 a=0

b:O bZO

0.@.6.0=1"=0_ =122

c¢.b+d2=0 d=0

a2 +b.c=0 a=0

+d=0 b=0

(), (3), (4), (0= T =1c=0

lcb+d2=0 d=0

2 _
2+EE%_O a2 +b.c=0 d="a
(1)9(3)’(5)’<6>:> a4+d=0 = a-gdgzo—() :{b.c=—a2
cb+d2=0] (&P+dT= T

de la 2* ecuacioén resulta d = —a, y al sustituir en la 3*, ésta queda como1a 1*

matematicos que ayudan a comprender y gestionar los

fenomenos lineales... y el asunto es tan importante

que en tu primer afo de Carrera deberas lidiar un curso

de Algebra de lo Lineal, para ampliar los conocimientos adquiridos durante el
Bachillerato. Naturalmente, cuanto mas sepas de estas cosas alllegar.a.la
Universidad, mas comodo y seguro sera tu aterrizaje en ella.

El Algebra de lo Lineal posibilita la creacion de modelos Z
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FONEMATO 1.7.4

a 1 0 1 0 1
Determine las matrices "X" dela forma [0 b 1] talesque X2=|0 1 0.
0 0 ¢ 0 0 1
SOLUCION
5 1 01 a 10 a 10 1 01
X4=010|=|0 b 1|{ef0 b 1|={0 1 0|=
00 1 00 c| |OO0cCc 00 1
X X
2 a+b 1 2122101 0
2® a 10 1] |atb=
=10 b2 b+c|=[0 1 0|=4p2=1 :»{gjl_f)g‘}’g:ll
0 0 c? 001 b+c=0 ’ ’
2 =1

FONEMATO 1.7.5
Sean A ={ajj; y B={bj} matrices cuadradas de orden 3, siendo a;; =07si i#].

¢Podemos afirmar que A e B=Be A para cualquier matriz "B"?
¢Como deberia ser "A" para que A e B=DBe A para cualquier matriz "B"?

SOLUCION

Siendo a3 =0 si i# j, veamos bajo qué condiciones es A @ B =B ¢"Aupara toda

X O O all alz a13
A=10 y 0|; B=lapy ap ap3
O O Z a31 a32 a33
411X 212.X 213.X 411X 212y 213.Z
Es AeB=|as;.,y ap.y ap3.y|y BeA=|ar.x ap.y ar.z|
a31.z a3p.Zz A33.Z az1.X azp.y 2a33.2
Por tanto, es falsoque AeB=Be A, salvosi x=y=z.

TROPEZAR EN LA MISMA PIEDRA

Como nadie nace sabiendo,
el primer tropiezo con la
piedra "Pepa" tiene disculpa
.. pero no es de recibo
tropezar con "Pepa" cada
vez que te cruzas con ella,

eso es de gilipollas
\_ %
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FONEMATO 1.7.6

Si "A" es una matriz cuadrada de orden dos tal que A2 = A, determinese un va-

lor no nulo del nimero real A tal que (A ® A —1)2 =1, siendo 1= [g) (1) :

SOLUCION

Lo A-T1)2=I=
> AeA-De(Ae A-D=1=
|AeI=Te A=A ;Tel=]
A2 eAZ-20leA+I=1=
—A2eA% —2eheA=0=
pues A% = A
—SA2eA-20LeA=0=
:(XZ—Z.X)OA:O?

| si"A" no es la matriz nula |

=M% -20)=0=>1=0,2

Por tanto, el valor no nulo pedido es A =2.

Para que un trabajo facil se haga difier, hasta
dejatlo sistematicamente para masana

El mayor placer no es el calorcillo que.se ha
ido quedando entre las sabanas, ni la deliciosa
sensacion de haber dormido mas de/a cuenta,
ni el alivio animal que te invade al estirar las
piernas y tocar el extremo de la cama. No, el
mayor placer es saber que nada me obliga
levantarme, y que podria seguir aqui tres
meses sin que nada ocurriera... de momento
dormiré otro ratito hasta la hora de la‘Siesta,
y luego ya veré si sigo durmiendo @ me voy

\\\ de juerga con mis colegas
/7 =
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1.8 TRASPUESTA DE UNA MATRIZ

Si en una matriz "A" permutamos filas por columnas conservando el orden de

ellas, resulta otra matriz que se llama traspuesta de "A" y se denota At.
Por ejemplo, si:
1785 8 7 6 1 243
A=|7 3 2 0|eM3xq4 ; B= |:5 4 3:| eMorxz ; C=|4 570|eMsx3
9 9 2 4 789

sus respectivas traspuestas son:
1 8 5 1 4 7
At =g 5 5|€Myx3 ;s Bt =17 ‘3* eM3xp ; Ct = % 2 g €M3x3

PROPIEDADES

1) La traspuesta de la traspuesta de una matriz "A" es ella misma: (At = A

2) La traspuesta de una suma es la suma de las traspuestas: (A + B)t = At + Bt
3) Si a €R, entonces (av® A)t =L e At.

4) La traspuesta de un producto de matrices es el producto de sus, traspuestas,
pero en orden contrario. Por ejemplo:

(AeBeCeD)t =Dte(CteBt e At,

1.9 MATRIZ SIMETRICA

Se dice que una matriz cuadrada A = {aii} es Simétrica si coincide con su matriz

traspuesta, lo que sucede s6lo si aj=aj;; 0 sea, "A" es simétrica s¢lo si los ele-

mentos situados simétricamente respecto de la diagonal principal son iguales.

Por ejemplo, son simétricas las siguientes matrices:

5 6 7 5 0 0
A:{é 9 2};13:3 06 0 ;cz[g ?};D:{O 9 0}
7 2 0 T 0 070
5 6 ®m 3
e Para toda matriz "A", la matriz H= A e At es simétrica, pues Hf = H

En efecto:
Ht =(A0At)ti(At)t0At =AeAt=H

traspuesta de un producto = producto de las traspuestas en orden,contrario

e Sila matriz "A" es cuadrada, la matriz N=A + At es simétricaypuessNéez= N.
En efecto:

Nt:(A+At)tiAt+(At)f:At +A=A+At=N

traspuesta de una suma = suma de las traspuestas
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1.10 MATRIZ ANTISIMETRICA

Una matriz cuadrada "A" es antisimeétrica si coincide con su traspuesta cambiada

de signo, lo que sucede sdlo si a ij = —aji; o sea: los elementos simétricos respecto
de la diagonal principal tiene igual valor absoluto, pero signo distinto.
Observa: los elementos de la diagonal principal de una matriz antisimétsiea son
nulos: ag =—aj; =>a; = —a; = 2.5 =0=a; =0. Por ejemplo, son antisim¢-
tricas las siguientes matrices:
0 8 -2 5
0 -6 -7
A={6 0 2} ;B="5 9 &0, C=[_8 8}
7-2 0 0
-5 6 -n 0
e Toda matriz cuadrada "A" puede descomponerse en suma de Unagmatriz si-

metrica "S" y otra antisimétrica "H". En efecto, si A =S+ H, es:
At =(S+H)t=St+HtiS—H

por ser simétrica "S", es St =S§; por ser antisimétrica "H", es Ht = —H

Al sumar miembro a miembro A =S+ Hy At =S —H, resulta:
S=(A+At)/2=]{(aj +aj)/2}

Al restar miembro a miembro A =S+ H y At =8 - H| resulta:
H=(A - At)/2={(aj —aj)/2}

Por ejemplo, si A = [i ﬂ , entonces:

S=(A+At)/2= {(aij + aji)/2} = [% ﬂ
= (8- a0/2= {02} = 1]

siendo: S+H=[§ %}4_[—? ﬂ:[i ﬂzA

No entiendes REALMENTE algo si no
eres capaz de explicarselo a tu abr.cli.

¢ Cuantos
abuel@s tienes?
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1.11 OTRAS MATRICES CUADRADAS

e MATRIZ UNIDAD: matriz cuadrada tal que los elementos de la diagonal prin-
cipal son iguales a 1 y los restantes elementos de la matriz son nulos; se denota
"I". Por ejemplo, la matriz unidad de orden 3 es

1 0 0
I=10 1 O
0 0 1

e MATRIZ ESCALAR: matriz cuadrada tal que los elementos de la diagonal
principal son iguales, siendo nulos los demas elementos. Por ejemplo:

7 00 500
A=|0 7 0];B={0 5 0
00 7 0 0 5

e MATRIZ DIAGONAL: matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos
no situados en la diagonal principal. Por ejemplo:

300 000
A=|0 9 0|;B=(0 9 0
00 7 0 00

e MATRIZ TRIANGULAR: matriz cuadrada en la que todos los elementes a un
lado de la diagonal principal son nulos.

3 4 7 0 0 O
A=|0 9 2(;B=|1 9 0
0 0 7 2 0 0

De "A" se dice que es triangular inferior (son nulos los elementos situados de-
bajo de la diagonal principal); de "B" se dice que es triangular supefior (son
nulos los elementos situados encima de la diagonal principal).

FONEMATO 1.11.1

Sea "A" una matriz cuadrada e "I" la matriz unidad de igual orden que "A".
Calcule (2 ® A —1)2 sabiendo que A2 =A.

SOLUCION

Por ejemplo:

2eA-D2=2eA—-T)e2eA—1)=
=4o0Ae0A—-4eA+I=40A-4e0A+]=1

nos dicen que A2 =A e A=A 4

FONEMATO 1.11.2

Sea "A" una matriz cuadrada e "I" la matriz unidad de igual orden que "A".
Calcule (A + I)2 sabiendo que A2 =1.

SOLUCION

A+D2=(A+De(A+D=(AeA+A+A+])=

nos dicen que A2 =A oA =1

=I+A+A+D)=20eA+2e]=20(A+])
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1.12 TRANSFORMACIONES ELEMENTALES

Las transformaciones elementales, que nos facilitarin muchos calculos que estin
por venir (calculo del determinante de una matriz cuadrada y calculo del rango de
una matriz, cuadrada o no), son las siguientes:

1) Trasposicion de una matriz.

2) Cambio entre si de dos filas o columnas de una mattriz.

3) Multiplicacién de todos los elementos de una linea (fila o columna).de.una ma-
triz un mismo numero k # 0.

4) Adicion a los elementos de una fila (columna) de una matriz de lostelementos
correspondientes de otra fila (columna) multiplicados por un mismemnamero.

1.13 DETERMINANTE
DE UNA MATRIZ CUADRADA

A cada matriz cuadrada "A", por el simple hecho de ser cuadrada; le asociamos
un nimero que llamamos determinante de "A" y denotamos | A[. SifA]#0 se

dice que "A" es regular, y si | A| =0 se dice que "A" es singular.

CALCULO DE DETERMINANTES
e Si A= [a“], es ‘A‘ = a1. Por ejemplo, si A =[6], es | A|=6.

e Si A:{aij}EMZXZa €s ‘A‘za“.azz —aqp.a71. Por ejemplo:
A= [2 :ﬂ = |A]=2.(-5)—(-3)4=2
B:[:‘g ﬂ = |B| = (-4)7 - 2.(-5) = - 18

o Regla de Sarrus: si A =fa;;} eMays, es:

R

\A\ =a11.422.233 T 212.423.431 T 213.23).491=
—(a3q1.app.213 +a23.237.211 +231.212.233)

1 23
Por ejemplo: si A=4 5 6], es:
7 8 9

|A|=1.5.942.6.7+3.8.4—(7.5.3+6.8.1+4.2.9)=0

5 =31
|A[=0.9.1+2.6.5+3.(=3).(—4) —
~(5.9.3+(=3).6.0 +1.(—4).2) = lo que sea
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Para poder calcular determinantes de matrices de orden mayor que 3,

debemos definir antes los conceptos de menor complementario y de
cofactor o adjunto de un elemento de una matriz cuadrada.

MENOR COMPLEMENTARIO. COFACTOR
Si A €My yq, el menor complementario del elemento aj de "A" se'denota o,

y es el determinante de la matriz cuadrada de orden "n—1" obtenidaralssuprimir
en "A" la i-ésima fila y la j-ésima columna. El cofactor o adjunto: del elemento

siendo Ay = (—1)iti .0jj. Por ejemplo, si

1 2 3
A=|8 4 5
0 6 8

el menor complementario o3, del elemento a3, =6 es el determinante de la

matriz que resulta al suprimir la tercera fila y la segunda columna de™A"; ofsea:

ajj se denota Ay,

11 315 _3g9-_
oc32;‘8 2|=1.5-3.8=-19

determinante de la matriz obtenida al eliminar 3 fila y 2* columpa de " A"

El cofactor o adjunto Az, de a3, =6 es Az = (—1)3+2.03, = (—1).(—19)=19.

1 19 2 3
Por ejemplo, si A = ;‘ 451 g 8 , se tiene que:
23 34 -1 14
1 23

Q=4 5 6|=0=>Ay =(-1)* 2.0y, =0

?789

determinante de la matriz obtenida al eliminar 4* fila y 2* columna'de™A"

Observa: el valor de (—1)i*j es 16 —1 segin que el nimero natural™iz#" sea

par o impar; por tanto, la Secuencia de los signos de los adjuntos respeéctonde los
menores complementarios es la siguiente:

+ +

I+ |

+ 1+ |
I+ |

+ 1+ |
I+ 1 +

/A continuacion aprendemosa\>

efectuar el desarrollo de un
determinante por los elemen-é
tos de una linea, lo que nos
permitira calcular el determi-

[ S
iMuy
interesante!
\nante de cualquier matriz/
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DESARROLLO POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA

El determinante de una matriz cuadrada es la suma de los productos
obtenidos al multiplicar cada elemento de una cualquiera de las lineas
de la matriz por su cofactor o adjunto. Por comodidad, la linea elegida

para hacer el desarrollo sera la que contenga mayor numero de.cetos:

Por ejemplo: A= —

T

desarrollamos por los elementos de la 3* columna

N = W
[C2 TR \O)
(O olNErIIEN|

=|A|=a13.A13 +a3.Ap3 +233.A33 =

=7.(—1)1+3.‘é ‘5*‘+0.(—1)2+3.2 §‘+8.(—1)3+3.H ﬁ‘z—ss
2011
Por ejemplo: A= —
0123 T

desarrollamos por los elementos de la 2* fila

=|A|=a51.Ap +app.Apy +ap3.A03 +ap4.Apy =

011 11
=4.(-D2+L11 1 4|+2.(-D2+2]3 1 4|+
123 2 3

2 01
+0.(=1)2+3.3 1 4|+ 1.(=1)2+4,
3

Observa: el determinante de una matriz triangular es el producto de los elemen-
tos de su diagonal principal, y lo mismo sucede si la matriz es diagonal.
Por ejemplo:

Desarrollamos por los elementos de la primera columna

8@;%i823 7 1

=900 7 1|=98. = 9.8.7.6
00 7 1770 b 6 0 6
00 0 6 T

Desarrollamos por los elementos de la primera columna

Por ejemplo:

Desarrollamos por los elementos de la primera fila

9000i

08 0 0 8 0 0 70
Lolo 7 0|=98. — 9876
00 7 0 00 0 6
00 0 6

Desarrollamos por los elementos de la primera fila
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PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

El uso de las siguientes propiedades te facilitara el cilculo de determinantes.

1) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

123 |1 47 |nm 23 [n14
4 5 6/={2 5 8|;|1 0 6/=|2 0 8
78 9 |36 9 |4 82 |36 2
2) Si todos los elementos de una linea son cero, el determinante es ceto:
1 0 2
5 0 8|=0, puesla segunda columna esta formada po¥f ceros
3 0 7
3) Al cambiar el orden de dos lineas paralelas, el determinante cambia de signo.
129 4 56
4 5 6/=—|1 2 9
7 8 9 7 8 9

| Cambiamos la primera fila por la segunda |

129 (216
45 6|=—|5 4 9
789T879

| Cambiamos la primera columna por la segunda |

4) Si dos lineas paralelas son iguales o proporcionales, el determinante es cero.

1 0 2
5 1 8|=0, pues las filas primera y tercera son iguales
1 0 2
1 3 2
2 6 8|=0, pueslasegunda columna es el triple de la primera

39 7

5) Si los elementos de una linea se multiplican (dividen) por un mismo ndmero, el
determinante correspondiente se multiplica (divide) por ese nimeto.

Como % i =5, entonces iz 943 =95
3 4| 3 4/7|
Como |} 9‘ = 23, entonces ] 9/7‘ =23/7

De cajon: siendo "A" una matriz cuadrada de orden "n" y "k" un nimero re-
al, es [ke A|=kn|A

por "k" las "n" lineas de "A".

, pues para multiplicar "A" por "k" debemos multiplicar

6) Un determinante no varia si a una cualquiera de sus lineas le sumamos o res-
tamos otras lineas paralelas a ella multiplicadas por nimeros cualesquiera.

1 2 3] |3 5 7
1 0 2/=[1 0 2
010?010

Ala 12 fila le sumamos el doble de la 22 mas el triple de la 32
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1 2 3 1 21
1 0 2 1 0 0
0 1 0 0 1 0

;

A la 32 columna le restamos el doble de la 12

7) Un determinante es cero si una de sus lineas puede obtenerse como suma de
otras lineas paralelas a ella, multiplicadas cada una de éstas por unihtmero.

1 2 3
5 1 6|=0, pues la tercera columna es suma de las dos ptimeras
3 0 3

8) Si todos los elementos de una linea de |A| estan formados por des'sumandos,
|A| puede descomponerse en suma de otros dos determinantes idénticos a |A|

salvo en dicha linea, que en el primero (segundo) de los NUEVOS determinantes
esta formada por los primeros (segundos) sumandos.

1 2+7 3 1 2 3 |1 7 3
4 5+9 6|=|4 5 6|+|4 9 O
7 8+4 9 7 8 9] |7 4 9

9) Siendo "A" y "B" matrices cuadradas del mismo orden, es:

AeB|=|A|[B].

Para calcular determinantes de matrices "gordas®;
conviene manipular sus lineas (hacer transformaciones
elementales) de modo que aparezcan muchos ceras.

e Por ejemplo:

Para que en la primera fila "aparezcan" ceros, hacemos lo siguiente:
e A la segunda columna le restamos el triple de la primera

e A la tercera columna le restamos el cuadruple de la primera

e A la cuarta columna le restamos el doble de la primera

134 211000

2798_2114_111‘2‘_
155 4|7 1 2|7 =
021 1 11T

| Efectuamos el desarrollo por los elementos de la primerafila |

Para que en la primera columna "aparezcan" ceros, a la 3* fila
le restamos la 2% y a la 2 fila le restamos el doble de la 1*

1 1 -1
1 4

—l0 -1 4:1.‘ _‘:1
0 0 -1 0 -1

T

| Efectuamos el desarrollo por los elementos de la primera columna |
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® Por ejemplo:

Para que en la segunda fila "aparezcan" ceros, hacemos lo siguiente:
e A la primera columna le restamos el doble de la segunda
e A la cuarta columna le restamos el triple de la segunda

s 70y

31 11 4 4 1 4 4
2 10311010 0/_411 1 ol=
7319 3T 017 1 oA
5218 121 2

| Efectuamos el desarrollo por los elementos de la segunda fila |

Para que en la primera columna "aparezcan" ceros,
a las filas segunda y tercera les restamos la primera

1 4 4
3 —4
0 -3 2[4 17 =2

| Efectuamos el desarrollo por los elementos de la primera columnad

EL PROFESOR QUE CORRIGE TU EXAMEN

Todos los profesores son de la misma opinidn: corregir examenes no gusta a nadie,
no es trabajo agradable enfrentarse por n-ésima vez a la tarea de leer y‘puntuar un
montén de folios escritos por principiantes que en muchos casos no. tienen.ni.idea y
solo escriben barbaridades y estupideces sobre el asunto de sota, caballo y rey que
por j-ésima vez cae en examen. Por eso, cuando un profe se sienta a corregir
examenes no suele estar de buen humor.

Asi las cosas, no hace falta ser un lince para entender que lo que escribamos en
examen debe diferenciarnos positivamente de los demas..., y para/conseguir tal
diferenciacion basta escribir pensando que el profe que te ha de cofregifhe se
lo sabe y por tanto hay que llevarle de la mano, explicandole todosilos aspectos
relevantes de las conexiones neuronales (CN) que establezcamos en:cadacaso.

El uso de "ventanas", asunto esencial

Debes aprender a usar ventanas, porgue como facilitan mucho la lec-
tura de lo escrito, tu profe te lo agradecera con su carifio y simpatia

Pedrusco "A" = Pedrusco "B"

En esta ventana escribimos los razonamientos o los calculos que permiten
pasar de un lado al otro del signo de igualdad o de la flecha de implicacion

Pedrusco "A"= Pedrusco "B" ; Pedrusco "C"= Pedrusco "D"
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FONEMATO 1.13.1

x—a—Db a b
Resuélvase la ecuacion C x—b—-c b =0.
C a X—a—cC

SOLUCION

CN: Para facilitar el calculo del determinante, rea-

Lilztiggssut:’i?()s::ormaciones elementales que no DISCIPLIN A MENTAL

x-a-b a b lo mag vafi =~ A
b—e b |=0
S I S ¢ Mucacion clentlﬁcﬂ

ala 1* columna le sumamos la 2* y la 3*

X a b
=|x x—-b-c b =0
X a X—a—c

a las filas 2* y 3" les restamos la 1*

X a b
=0 x—a—-b-c b =0=
0 0 x—a—b—c
N2 x=0
=x(x=a-b=c) O:;{X:a+b+c(doble)
considerando que la incégnita es "x", y que "a", "b" y "c" son@

Tengo que corregir
este monton de examenes

... al que me fastidie con su
mala letra y desorganiza-
cion lo frio con patatas!
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FONEMATO 1.13.2

x+2 1 1 1
., 1 X+ 2 1 1
Resuelve la ecuacion 1 1 <42 117 0.
X X X 3

SOLUCION
CN: Para facilitar el calculo del determinante, realizamos transformaciones ele-

mentales que no alteran su valor.

x+2 1 1 1 x+2 1 1 1
1 x+2 1 1 | —x-1 x+1 0 0]_
1 1 x+2 1f —x—1 0 x+1 0|,
0

X X b'e 3 -2x—6 x—-3 x-—3

a las filas segunda y tercera les restamos la primera
a la cuarta fila le restamos el triple de la primera

desarrollamos por los elementos de la cuarta columna

-1 1 0
-1 0 1
-2x—-6 x—3 x—3

—-x-1 x+1 0
—x—1 0 x+1 =(X+1)2.
-2x—-6 x-3 X—3T

e T
En examen hay que dejar escrito todo lo relevante que pase porwcm
El pardillo que trota las aulas es el factor
imprescindible en fa ecuacion del fracaso

iESO no se
preguntal

¢, TU trotas
0 galopas?
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FONEMATO 1.13.3

Calcular el valor del determinante

SOLUCION
La solucion es de idea feliz:

a la tercera fila le sumamos la segunda

11 1|y 1 1 1
b c |= a b c =0
b+c c+a a+b

b+c+a c+a+b a+b+c T
pues la tercera fila es proporcional a la primera
Aunque no se te ocurra la idea feliz, el asunto es una tontetfa:

1 1 1 1 0 0

a b C a b—a c—a
b+c c+a a+b b+c+a a—b a—c

?

| a las columnas segunda y tercera les restamos la primera |

en la segunda columna sacamos factor comin "b—a'"
en la tercera columna sacamos factor comun "c —a"

1 0O 0
a 1 1
b+c+a -1 -1

=(b—a).(c—a). =0

| pues las columnas segunda y tercera son iguales |

—

MATEMA TICAS |\ N EARERENAS

Al

Tema 1: Calculo Matricial 44
© Rafael Cabrejas Hernansanz

-—

+
|
oW




FONEMATO 1.13.4

a a a a

a b b bl_ En examen no importa lo
Probar que A b e ol a.(b—a).(c—=Db).(d—c). que sabes, importa lo que

a b cd % PARECE que sabes.
SOLUCION 2{)

CN: Para facilitar el cilculo del determinante, realizamos transformaciones ele-

mentales que no alteran su valor.

a las filas 22, 32 y 42 les restamos la 1*

ia a a a
VIO b-—a b—a b—a .

|0 b—a c—a c—aT

O o0 g
o o0 o

O P
o oo e

0 b—a c—a d—-a

b—a b—a b#a
b—a c—a c=-a
b—a c—a d—-a

desarrollamos por los elementos de la 1* columna

li a las filas 22y 32 les restamos la 1*
b—a b—a b-a c—b c—b

=al| O c—b c—b|=a.(b—a).|l _ ‘:
0 c—b d-b4 c-b d-b

desarrollamos por los elementos de la 1* columna

c—b c—b

=a.(b—a). 0 d—c

=a.(b—a).(c—Db).(d—c¢)

| ala 22 fila le restamos la 1?

e Inteligencia, dime el nombre exacto de las cosas.
e Astucia, dime qué errores no debo cometer.

e Sabiduria, resista yo la dulce tentacion de lo facil.
e Lucidez, asisteme en los momentos de panico.

e Estrategia, dime qué batallas no han de preocuparme.
e Supervivencia, identifique yo al mortal enemigo.
e Estupidez, no dé yo valor a lo que nada vale.

e Fortaleza, dame sombra en el desierto.

e [Inmadurez, no te poses en mi hombro.

e Desaliento, no serds mi confidente.

e Miedo, solo a ti temeré.

Tema 1: Célculo Matricial
© Rafael Cabrejas Hernansanz

45



FONEMATO 1.13.5

Aplicando las propiedades de los determinantes (o sea, sin desarrollar el determi-
nante), calcilese una solucion de la ecuacion

1 2 4
1 x 8 1|=0
1 8 x2

SOLUCION

Nuestra astucia nos hace ver que las columnas 2* y 3* son proporcionales si
x = 4; por tanto, podemos garantizar que el determinante se anula si Xy=4-

jAhi llegan los de
Bachilleratol...
¢.Les aviso? )

Déjalos disfrutar
hasta que lo
descubran ellos

SOmMOS mMuy

list@s!
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FONEMATO 1.13.6

x 1 8 1

, P 1 x 1 8
Determinese la raiz multiple de la ecuacion =0

8§ 1 x 1

1 8 1 x

SOLUCION

CN: Para facilitar el calculo del determinante, realizamos transformaciones ele-
mentales que no alteran su valor.
x 1 8 1 x+10 x+10 x+10 x+10

1 x 1 8] _| 1 X 1 8 | _
8 1 x 1|al 8 1 X 1 |
181XT 1 8 1 X

a la primera fila le sumamos las restantes

i— sacamos factor comin "x +10" en la primera fila

1111 1 0 0 0

1 x 18 1 x-1 0 7
=(x+10)lg | o {l=E+10 g T T =

181 XT 1 7 0 x—lT

a las columnas segunda, tercera y cuarta les restamos la pfimera

desarrollamos por los elementos de la primera fila

x—1 0 7
-7 x—-8 -7
7 0 x—1

| desarrollamos por los elementos de la segunda columna |

= (x+10).(x = 8).((x—1? —49) =0 =

= (x +10). = (x+10).(x - 8).

x—1 A5z
7 x—11

x+10=0=x=-10
=>¢x—8=0=>x=8§
(x-1)2-49=0=>x=6,x=8

un producto de diversos factores es 0 siempre que sea 0 algun factor

Por tanto, la tnica raiz multiple es x =8.
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FONEMATO 1.13.7

X y Z X y Z
Si|5 0 3|=1 halla, sin desarrollatlo, el valorde |2.x +5 2.y 2.z+ 3|.
111 x+1 y+1 z+1

SOLUCION
el primer determinante es 0, pues sus filas 1* y 2* son proporcionales
X y Z X y Z X y Z ¢

2x+5 2y 2z+3|=|2x 2y 2z |+| 5 0 3 |=
x+1 y+1 z+1 Tx+1 y+1 z+1 |[x+1 y+1 zsd

CN: Si todos los elementos de una linea de |A| estan formados'por dos su-
mandos, [A| puede descomponerse en suma de otros dos detetminantes
idénticos a |A| excepto en dicha linea, que en el primero (segundo) de los

NUevVos determinantes esta formada por los primeros (segundos) sumandos.

X y Z X y z X y z
=l 5 0 3 [=|5 0 3/+|5 0 3
x+1 y+1 z+1 X V z 1 11

el primer determinante es 0, pues sus filas 1* y 3* son iguales

(TE GUSTAN LAS i-uurES?

Con los NUMeros el cetebro 'se
puebla de las mas hermosas

florecillas: amapolas de'disciplina
B, mental, corazoncillos de/capacidad
" de abstraccion y razonamiento,
| maripepas de rigor, alafises'de
| seriedad, azaleas de profesionali-
dad, amarantos de mejora
permanente y tomasillos de gusto
por el trabajo bien hecho...
o sea, todo ventajas.

\ ¢

Dra

7 ]
A
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FONEMATO 1.13.8

1
c |=0.

Resuelve la ecuacion

1 1
a b
a2 b2 2

SOLUCION

CN: Para facilitar el calculo del determinante, realizamos transformaciones ele-
mentales que no alteran su valor.

1 1 1 1 0 0
a b c|=|a b—a c—a |=
22 b2 CZTQZ b2 — 22 2 —42

a las columnas 2* y 3* les restamos la primera

sacamos factor comun "b—2a"

1 0 0
a b—a c—a

a2 (b+a).(b—a) (c+a).(c—2a)

— desarrollo por los elementos de la 1* fila

enla2* columnay"c—a" enlad?

1 0 0
a 1 1
a2 b+4+a ¢c+2a

=(b—a).(c—a).

b—a=0
=(b—a).(c—a).(c=b)=0=>Jc—a=0,=>a=b=c
c—b=0

0JO AL PARCHE: en todo examen de Algebra

hay una proporcion no pequeiia de almas candidas

que hablan del determinante de una matriz no

cuadrada; incluso, no se sabe como, llegan a

calcularlo. Naturalmente, si perpetras tan descomunal barbaridad,
seras suspendido ipso facto ... y ademas seras objeto de todortipoide
rechiflas, porque tu profe congregara a toda su familia ante tu.examen,
y se pasaran la tarde tronchandose de tus conocimientos de Algebra.
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FONEMATO 1.13.9

Demostrar que si A = [i g], es A2—(a+d)e A+ ‘ A‘ e [=0, siendo:
SOLUCION

{1 0 ,_10 O
Como ‘A‘=a.d—b.c, es:

A2 —(a+d)e A+|A|el=
:[i (ﬂo[i (ﬂ—(a+d)o[i (ﬂ+(a.d—b.c)o[é ﬂ:

_|aZ2+bc ab+bd n a2 +a.d ab+bd _|:a.d—b.c 0 }:[O O:|
a.c+cd b.c+d? a.c+d.c a.c+d? 0 a.d —b.e 0 0

v

ualesquiera que sean los valores de "a C al sumar estas tres
C 1 1 1 1 d " ", "b", nn y Hd", 1 t t
matrices resulta la matriz nula

En 2° de Bachillerato

Te haremos la guerra si en la Prueba
de Acceso a la Universidad el por-
centaje de aprobados baja del 95 %.

iQueremos aprobar tod@s!
iTod@s somos muy list@s!

MINISTERIO
DE EDUCACION

En 1° de las Carreras de Ciencias

iAhora hay que
razonarlo todo... y me
daigual si por ello los
aprobados no pasan del
5% o te quedas calv@ y

MINISTERIO se te caen los dientes!
DE EDUCACION
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FONEMATO 1.13.10

Dadas A = |:Z:‘); :g:| yB= [Lé :g}, determine una matriz simétrica "P" que sea

regular y tal que PeB= A o P siendo:
SOLUCION

Sea P = |:]i ]CD:| la matriz simétrica regular; o sea: |P|=a.c — b% #0.

Exijamos que se satisfaga la condicion dada PeB= A e P:
b 3 —6|la b
[b ] [6 —5] 3 -5 [b c] =
b =31 |4 -6 b|{_|0 O
:[b ] [6 —5] 3 -5 [b c] 0 o]:

4.a+6.b —-3.a2a—-5b| |42a—-6b 4b—06.c|_|0 O
:'”[4.b+6.c —3.b—5.c]_ 3.a—5.b 3b—5c]_[ ]3

12.b ~3.2-9b+6c]_[0 0
:[9.b+6.c—3.a —6.b ] [o o]j
12.b=0 b=0
—-3.2—9b+06.c=0 —3.a+06.c=0 b=0 al2.c 0
=1 9b+6c-3a=0[") Gc—3a=0 :‘{a:z.c}:”)—[o c]
—6.b=0 b=0

Hay infinitas matrices simétricas tales que PeB= A e P; si elegimes ¢ = lu(para

20]

que P sca regular basta que ¢ # 0), obtenemos una de ellas: P=|5 7.

LA CRISIS

La crisis es la mejor bendicion que puede sucederle a personas y
paises, porque la crisis trae progresos. La creatividad nace de la an-
gustia como el dia nace de la noche oscura. Es en la crisis que nace
la inventiva, los descubrimientos y las grandes estrategias. Quien
supera la crisis se supera a si mismo sin quedar superado. Quien
atribuye a la crisis sus fracasos y penurias, violenta su propiostalen-
to y respeta mas a los problemas que a las soluciones. La verdadera
crisis es la crisis de la incompetencia. El inconveniente de las per-
sonas y los paises es la pereza para encontrar las salidas y. solucio-
nes. Sin crisis no hay desafios, sin desafios la vida es una rutina,
una lenta agonia. Sin crisis no hay méritos. Es en la crisis donde
aflora lo mejor de cada uno, porque sin crisis todo viento es caricia.
Hablar de crisis es promoverla, y callar en la crisis es exaltarel con-
formismo. En vez de esto trabajemos duro. Acabemos _de una vez
con la Unica crisis amenazadora que es la tragedia de no querer lu-
char por superarla. En los momentos de crisis, solo la imaginacion
es mas importante que el conocimiento.

Albert Einstein
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APRENDER A ESCRIBIR

El uso de "sea"... v de los verbos exiqir y satisfacer
El asunto de aprender a escribir no es ninguna tonterfa, porque en la %

Carrera tendras que superar no pocos examenes escritos donde

pelearas con muchos problemas sobre fenémenos que se exptesan %
mediante nimeros. Asf las cosas, para que tus examenes estén siempre entre los
mejores, es esencial que aprendas a escribir sobre los nimeros de_modo que
parezcas un profesional, y no el pardillete que, por no saber exptesarse con
soltura en lenguaje matematico, tiene notables dificultades para eXpresarse con
todo lo relacionado con los nimeros.

Ny Los profesionales emplean constantemente el vetbo

exigir y después el verbo satisfacer... yitd debes
aprender a usarlos cuanto antes, porque te daran
- prestigio y solvencia en millones de ocasiones.

Para resolver un problema hay que suponerlo resuelto, poniendo nombre (por
ejemplo "X") a la solucién buscada (que puede ser un nimero, un vectoryun ten-
sof, un campo, un... cualquier cosa), y lo haremos diciendo

Sea "X" el ........
+

Escribimos lo que sea menester para que el ente "X" quede

petfectamente identificado; es decit, para que ni el mas tonterdel
planeta pueda confundirlo con ningin otro ente del univetso.

y después llegara un momento en que escribiras:

... y "X" se determina al exigir que se
satisfaga la condicion g

La condicién que sea; por ejemplo, la 134562-BIS.

CONDICION 134562—BIS

N VEX) _ [ -
im > P b? —ac [P _ar#
Jm 2 WP, ez Ve TT4P

D = X =1lo que sea
¢Y sinosélode "' —— No hay excusapara
la condicion no saberla, ni para
134562-BIS? preguntar tonterias
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1.14 MATRIZ ADJUNTA DE
UNA MATRIZ CUADRADA

La adjunta de una matriz cuadrada "A" se denota Adj.(A), y es la matriz cuadrada
que resulta al sustituir cada elemento de la matriz traspuesta de "A" por su adjun-
to o cofactor. Por ejemplo, si:

123
A=|3 2];13:[; :g];C=4 5 6
789

al sustituir en sus traspuestas cada elemento por su cofactor o adjunto, resulta:

. 6 —8 . (-3 9
Ad].(A):[_7 2};Ad].(B): I 5}
(|5 6] |2 3 2 3|
8 9 8 9 5 6 S /
| 14 6 13 1 3| |~ -
Adi(CQ) = _‘7 o |79 T4 6 |T| & 4 _63}

4 51 |1 2 1 2 -

7 8 7 8 4 5

SABER ESTUDIAR

Estudia sin prisas, leyendo despacio y pensando en lo que lees;

es decir, tras leer cada palabra o cada simbolo matematico, invierte

un nanosegundo en comprobar si tu cerebro es capaz de llenarlo de

contenido pleno. En caso afirmativo pasa a la siguiente palabra o simbolo.y.repite
el proceso... pero en caso de atranque para el reloj y lucha a muerte hasta
desatrancarte; o sea, si no eres capaz de llenar de contenido pleno una palabra o
simbolo, invierte el tiempo que sea menester (dos minutos, dos horas;.dos.sema-
nas, dos meses) en recopilar la informacion que te permita desatrancarte... y
después pasa a la siguiente palabra o simbolo y repite el proceso.

<

Los atranques
pondran a prueba

tu casta, tu
capacidad de ‘
sufrimiento

OBSERVACION DE MURPHY

¢ No seria mejor

o)
/ ’ y
" -‘ o)’ preparar las oposi-

ciones de sexador
' de avestruces?

Nunca hay tiempo para hacerlo bien, pero
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1.15 MATRIZ INVERSA DE
UNA MATRIZ CUADRADA

Si "A" es una matriz cuadrada de orden "n" e "I" es la matriz unidad del mismo

orden que "A", se llama inversa de "A" y se denota A~1 a la matriz cuadrada de
orden "n" tal que A e A=l =A-1le A =T. Se demuestra que:

A-1=—L e Adi(A)

A
Como esta prohibido dividir por cero, la expresion antetior no tiene sentido si
‘A ‘ = 0; es decir, toda matriz Singular carece de inversa.

101 1 -1 00 1
Por ejemplo,si A=|3 1 5| es A-l=——eAdj(A)=|-7 1 2

201 Al pl2 0
|1 0] _[0 O] |0 1] ]
5 1) 7j1 1] |15 Lo
. 32 |12 13 B
[Al==1; Adj(A) =] |5 7 ‘11 —‘15 = 7 -1 =2
—2 Qg
32 |12 |13
| |1 0] T]0 0] [0 1|

PROPIEDADES
DA ht=Ay@anT=@A-h

2) Si"A" es simétrica, A~! también lo es, si existe A~L,
3) La inversa de un producto de matrices regulares del mismo orden ‘es.€l pro-
ducto de las inversas en orden contrario: (AeBeC)~l =C~1eB-1e A1

4) Si "A" tiene inversa, es ‘A‘l ‘zl/‘A
AeA-1=T= [AeA-l|=|T|=1 = |A[|A-T|=1= [AfT[=1/]A]

LEY DE SIMPLIFICACION DE NUMERQS

Si "a" es un nimero real N0 NUIO y los nimeros reales "b" y "c" son tales que

a.b=a.c, entonces b= c... pero eso no es cierto si a =0, pues el'quesea
0.b = 0.c no garantiza que b= c. Por ejemplo, 0.3=0.7, pero 37

; en efecto:

5) Si ‘A ‘ # 0, es valida la ley de simplificacion: si "B" y "C" son mattices.cuadra-

das del mismo orden que "A"y AeB=AeC, entonces B=C.
"DESPEJAR" EN UN PRODUCTO DE MATRICES

En la ecuacion matricial P e X = Q, solo es posible despejar 'X"si "P" tiene
inversa (< "P" es cuadrada y | P|# 0); en tal caso, premultiplicando (multipli-
cando por la izquierda) ambos miembros por P~1, resulta X =P~1 ¢ Q):

— -1 —_p-1 _p-1
PeX=Q=P IOPOX—P eQ=>X=P " eQ
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El uso de "ventanas", asunto esencial

Debes aprender a usar ventanas, porque como facilitan mucho la lec-
tura de lo escrito, tu profe te lo agradecera con su carifio y. S|mpat|a

Pedrusco "A" = Pedrusco "B"

A

En esta ventana escribimos los razonamientos o los calculos que permiten
pasar de un lado al otro del signo de igualdad o de la flecha de implicacion

v -]
Pedrusco "A"= Pedrusco "B" = Pedrusco "C"= Pedruﬂ

FONEMATO 1.15.1

Determine "a" para que "A" tenga inversa. Calcule la inversa de "A" si a =4.

2 1 -2
A=la 2 1
7 0 -—a
SOLUCION

CN: Una matriz cuadrada tiene inversa sélo si es regular.

Al exigir que la matriz "A" sea regular (o sea, | A|#0), resulta:

Al=a2+42-21#0=a%-244+21=-2+55(7

2 1 =2
Sia=4,esA={4 -2 1|
7 0 —4

Es:

: 184 3
A-l=——eAdj(A)=—e[23 6 —10
A T“ 14 7 -8
Sia=4=|A|=42+44-21=11

2 4 7 8 4 -3

—_— At=| 1 2 0= Adj(A)=[23 6 —10

-2 1 —4]4 14 7 -8

en At sustituimos cada elemento por su adjunto

Ventana donde, para facilitar a tu profe la lectura de lo es
- y diferenciarnos nitidamente de los demas, metemos 1
calculotes necesarios para resolver la papeleta.
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FONEMATO 1.15.2

Determine "a" para que "B" tenga inversa. Calcule la inversa de "B" si a =1.

1 a O
B=|0 0 a
a 4 0
SOLUCION

CN: Una matriz cuadrada tiene inversa solo si es regular.
Al exigir que la matriz "B" sea regular (o sea, |B|#0), resulta:

a#z0
22 —420=a# 42

|Bl=a.(a2 -4)# 0=
. {

desarrollamos el determinante por los elementos de la 3* columna

110
Sia=1,esB=|0 0 1]|. Es:
140

4 0 1
Bl=—L eAdiB)=—Le| 1 0 -1
B $3 L0 -3 0

Sia=1=|B|=1.(12 —4)=-3
’ {1 0 1} {—4 0 1}
Bt = = AdiB)=| 1 0 -1

10 4
VENTANA ? 0 -3 0

010
en Bt sustituimos cada elemento por su adjunto

FONEMATO 1.15.3

Determine "a" para que "C" tenga inversa. Calcule C~1.

a 0 1
C=|112a 0
1 1 a
SOLUCION

CN: Una matriz cuadrada tiene inversa solo si es regular.

Al exigir que la matriz "C" sea regular, resulta: |C|=2a3 —a+1=0.
Siendo a3 —a+1#0, es:

1 1 a2 1 —2
C_1:—0Adj(C):—0 —a a2-1 1
|C| Ta3—a+l 1—a —a ra2
a 11 a2 1 -a
" ct=|0 a 1 ?Adj(C)z —a aZ2-1 1
1 _ _ 2
VENTANA 0 a lma —a a
en Ct sustituimos cada elemento por su adjunto
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FONEMATO 1.15.4

1 00
Sealamatriz A=|0 1 0].
a 0 b

1) ¢Cuando el determinante de "A" es el seno de algin nimero real?
2) Calcula la inversa de "A" cuando exista.
3) Determina todos los pares (a,b) paralos que "A" coincide con su inversa.

SOLUCION

1) CN: El seno toma valores entre —1 y 1, por lo que ‘A ‘ =b sera‘el'seno de

algun numero real siempre que —1<b<1.
2) CN: La matriz "A" tiene inversa sélo si ‘A ‘ =b#0, yen tal caso:

: L [b oo 1 0 0
ATl=_1 e Adj(A)=-e[ 0 b 0|=| 0 1 0
A Tb —a 0 1] |-a/b 0 /b
10 a b 0 0
At=[0 1 0[=AdjA)=[0 b 0
VENTANA 00 bl4 -2 0 1

en At sustituimos cada elemento por su adjunto

3) Al exigir que A =A-1, resulta:

100 1 0 0
01 0f(=| O 1 0o |=
a 0 b -a/b 0 1/b

:{a=—a/b:>{abz(11}:

b=1/b
a=0 - a=0 N a=0 a=0
b=1/b{ = b2 <1[ ~ |b==1 b=—1
b=—1 V(b=
- = — T b=—‘1
{bzl/b}:b : {b:1}:>

Por tanto,es A=A~1lsib=-1o0sia=0yb==1

Apuesto un brazo a
que en este monton
de examenes casi
nadie me lo explica
todo claritol
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FONEMATO 1.15.5

1 -4 1 0 -1 -1
Sean las matrices A=| 1 3 2|yB=|-1 1 2|
-1 2 0 -1 0 1

1) Si existe, calcule la inversa de "A".
2) Determine una matriz "X" que verifique la ecuacion A eB=A e X e A .

SOLUCION

1) CN: Una matriz cuadrada tiene inversa sélo si es regular.
En nuestro caso existe A~1, pues ‘A ‘ =9#0. Es:

. L[4 2 -u
A-l=——eAdiA)==e|-—2 1 -1

A

47 [5 2 7
11 -1 -4 2 -11
At=(—-4 3 2|=AdjA)=-2 1 -1
12 0 f 5 2 7
en At sustituimos cada elemento por su adjunto

2) Se tiene:

premultiplicamos y postmultiplicamos por A~1

to

AOB:AOXOA;A—1OAOBOA—1:X?X:B0 -

como A~ leA=I=>A"1eAeBeA-1=]TeBeA-1=Be

Marcadores E

Bl i

[:F Enow how: |3 llave que toda 1o abre

O YR=

P indice O
[P ALGERRA DE LO LIMEAL
[P cALCULO DIFERENCIAL %
[P cALcULO INTEGRAL

[P ESTADISTICA MATEMATICA

Y
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FONEMATO 1.15.6

Para cada numero entero "n" se considera la matriz

n

A COS NX Se€n Nx
—S€n NX COS NX

:|;X€§R

Comprueba que AyApy = Apt+m, y como aplicacion de lo anterior calcula AZl.

SOLUCION
Es:

COS NX  Seén nNx ° COS mX Senmx
—S€Nn NX COS NX —Sen mx COS mx

AHOAm:[

COS NX.COS MX — S€n NxX.sen mx COS NX.sen mx + sen nNx.Cos Mmx
—Sen NX.COS mX — COS NX.Sen mxX —Sen Nx.sen mx + COoS NX.Cos mx

—> ||

sen (a+b)=sena.cos b+cosa.senb
cos (a+b)=cosa.cosb—sena.senb

| cos(nx+mx) sen (nx+ mx)
|:—sen (nx + mx) cos (nx + mx)}

| cos(n+m)x sen(n+m)x

B [—sen (n+m)x cos(n+ m)x}

n+m

La matriz A, tiene inversa para todo "n", pues es regular para todo,'n":

COS NX  sen nx 5 )
=cos4 nx +sen<nx =1

[Anl=

—S€n NX COS NX

| cosO senO| |1 0] _ _
Como AO_[—senO cos O}_[O 1:|—I,ent01r1ces.

An®A_p :An—i-(—n) = Ao :I?

si el producto de las matrices cuadradas regulares A | y A _4 €s
la matriz unidad, entonces A, y A_, son inversas una de otra

1 _| cos(—nx) sen(—nx)|_|cosnx -—sen nx -
= An =A-n [—sen (—nx) cos (—nx) Alsen nx  cos nx A
cos (—a)=cosa ;sen (—a)=-—sena
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FONEMATO 1.15.7
Si "A" es una matriz invertible tal que ‘A + I‘ #0 vy ‘A - I‘ # 0, demuéstrese que

la matriz "B" es singular si se verificaque AeB=A"1eB,
SOLUCION
AeB=A"1eB = AeAeB=AeAleB = A2eB=Bi=>
= A2eB-B=0 = (A2-1)eB=0 ? (A+De(A-TeB=0 =

A2-T=(A+De(A-1I)

=|A+I[|A-1[|B|=0 ? IB|=0

Es|A+I|#0y|A-I|#0

FONEMATO 1.15.8

1 1 1
Compruébese que la matriz M=| a b c | carece de inversa.
b+c a+c a+b

SOLUCION

CN: Para comprobar que "M" carece de inversa debemos comprobar que su
determinante es nulo:

| A la tercera fila le sumamos la segunda |

1 1 1 ¢ 1 1 1
‘ M ‘ =| a b c |= a b C =0
b+c a+c a+b a+b+c a+b+c a+b+E
| Pues las filas primera y tercera son proporcionales t—=
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FONEMATO 1.15.9

1 k 2
Calcule "k" para que N—{k 3 k} tenga inversa y, en su caso, calcule N~1,
1 k 3
SOLUCION
CN: Para que "N" tenga inversa ha de ser regular (o sea, #0):
1 k 2
IN|=|k 3 k =3 — k2 #0 siempre que k # £4/3
1 k 3
Si k#£3, es:
9-k* -k k*-§
N_lzﬁoz&dj.(N):;z- 2k 1 k
N S T T
|3 k| |k k| [k 3] ]
k 3 23 2 k
. k 1 11 1 k
Adi(N) = _‘k 3 ‘2 3 7|2 k
k1] 1 1] |1 k
3k k k k 3| |

FONEMATO 1.15.10
Calcilense "X" ¢ "Y" tales que 2 X +3eY =A y —3eX +Y =B, siendo:

8 137 o [-1 =3
SRR ]
SOLUCION

Se trata de calcular "X" ¢ "Y" de modo que se satisfagan las condiciones (ecua-
ciones) 20X +3eY=A y -3eX+Y=B. Como todas las matrices 'de la

historia aparecen unicamente multiplicadas por constantes, podremes tesolver la
papeleta multiplicando las ecuaciones por numeros adecuados para que, tras su-
matrlas o restarlas, desaparezca alguna de las incognitas "X" o "Y":
20X +3eY=A
-3eX+Y=B }
| Multiplicamos por —3 la segunda ecuacion |

{20X+30Y=A

9eX -3eY=-3eB
| Sumamos las dos ecuaciones miembro a miembro |
8 13 -1 -3 11 22
o2 0] 2 T
De la segunda ecuacion dada se deduce que:
_ _|-1 -3 1 2 2 3
voprsex=[d 2|4 2] 2 3]
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FONEMATO 1.15.11
Calcdlense "X" ¢ "Y" tales que X+ AeY =1y X—-3eY =0, siendo:

1 0] ;_T1 0] ~_fo o
r=lg 5)s1=[a ] 0=[6 O]
SOLUCION

Se trata de calcular "X" e "Y" de modo que se satisfagan las conditones (ecua-
ciones) X+ AeY=1y X—-3eY =0..y no hace falta ser un linece para darse

cuenta de que como "X" aparece sola en ambas ecuaciones, si restamos las ecua-
ciones miembro a miembro desaparece la incognita "X":

X+AeY =1

En este trance, al sacar factor comin "Y" por la derecha, siempre hay
algun pardillo que esctibe A®Y +3eY =(A+3)eY, conlo que
obtiene una suma absurda: la suma de la matriz "A" (cuadrada de

orden 2) y el numero 3. L0 correcto es:
AeY+3eY=AeY +3e]JeY=(A+3e])eY

Y (A+3el)le(A+3eD)eY =(A+3el)1 =

Para despejar "Y" premultiplicamos (multiplicamos por la izquierda)
los dos miembros de la ecuaciéon por (A + 3 e 1)~ 1
pues (A+3eD"le(A+3e])=1

1/4 0 3/4 50
= _1: = =
= Y=(A+3e]) f[o 1/5}:>X 3eY [o 3/5]

— _[4 0 1 | 1/45.0
SlH—A+3.I—|:O 5:| = H $‘H‘.Ad](H>_|: 0 1/5:|
[H|=20 ; Adj.(H):[g ﬂ
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FONEMATO 1.15.12

¢Para qué valores de "k" la matriz "A" carece de inversa? Calcule A1 si k=4.
3 k ~1
A=|0 4 1
-3 1 2

CN: Una matriz cuadrada tiene inversa sélo si es regular:

|A]=9-3k#0=k=3

3 4 -1
Sitk=4,es A=| 0 4 1 |;por tanto:

SOLUCION

-3 1 2

1 L [7oo s
A-l=—l eadiA)=-"Loe|-3 3 -3
Al =3 112 —15 12

Si k=4, entonces es ‘A ‘ =-3

30 -3 7 -9 8
At=| 4 4 1|=AdjA)=|-3 3 -3
11 2] 4 12 -15 12

en At sustituimos cada elemento por su adjunto

@rque las mamas y los papas se vayan contentom
ces de vacaciones con toda la familia, en la Selectividad
regalan las Matematicas (95 % de aprobados)... pero dos
meses después se acabo el chollo: en la Universidad son

arma de destruccion masiva de chupaférmulas y aplicarre-

\cetas con la cabeza escasamente amueblada/

UNIVERSIDAD

R,ecetas Razonar
Formulas Razonar
Memorieta Razonar
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FONEMATO 1.15.13

Resolver razonadamente la siguiente ecuacion matricial:

4 1 1 20 —1|_[0 -1 2 1
[—1 0}’X‘[z -1 0 1}—[1 0 -3 0}

SOLUCION

CN: Debemos determinar la matriz "X" que satisface la ecuacién ((condicion de
igualdad) matricial dada:

4 1 120 —1|_[0 -1 2 1
[—1 O}X_[Z -1 0 1}—[1 0 -3 0}3
4 1], [0 -1 2 1.1 2 0 —1]_[1 1427%
:[—1 0}'X—[1 0 -3 o}r[z -1 0 1}—[3 ~1(-3 1}:

para despejar " X" premultiplicamos (multiplicamos por la izquierda) J

los dos miembros por la inversa de la matriz |:_A{ é:l

4
:>X—[ [3—1—31]
0—1 2 0]_
o5 -1 3 1=

| b L o Adi 1 ,(gdRzb
SiA= [i d} es regular = A~l=r——e Adj(A) = [al” [_c aj|

Al
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FONEMATO 1.15.14

Encontrar dos matrices "X" e "Y", de orden 2 x 2 con coeficientes reales tales

que AX+BY=CyAX =Y, siendo:
|1 25| 1 4. ~_| 6 7
A=l el e 2 ]

CN: Debemos determinar las matrices "X" e "Y" que satisfacen Jassdossecua-
ciones (condiciones de igualdad) matriciales dadas.

SOLUCION

Sustituyendo AX por Y en la primera ecuacion, resulta:

Y+BY:C:>(I+B)Y:C:+>Y:(I+B)_1C:....

para despejar "Y" premultiplicamos (multiplicamos por la izquierda)
los dos miembros por la inversa de la matriz I + B

Como AX=Y eY=(+ B)_l C, resulta ser:
AX =(I+B)-1C :+> X=A-1(I+B)"IC=....

para despejar " X" premultiplicamos (multiplicamos por la izquierda)
los dos miembros por la inversa de la matriz A

FONEMATO 1.15.15
Determina las matrices "X" tales que X @ A =B, donde A = [1 2 y B= [4 3].

3 4 2 1
SOLUCION

4 3,1 21"

2 l 3 4 T esese

para despejar " X" postmultiplicamos (multiplicamos por la dérecha)
los dos miembros por la inversa de la matriz A

XOA:B?XzBOA—1 :[
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FONEMATO 1.15.16

1 2
Sea la ecuacion matricial X @ A =B, siendo A = [% H yB= {3 4].
5 6

1) ¢Cuales son las dimensiones de una matriz solucién de la ecuacién anterior?
2) Calcula una solucién. ¢Es unica la solucién? Razona la respuesta.

SOLUCION
1) Si "X" es de orden m X n, para que el producto X e A tenga'sentido debe
ocurtir que el nimero "n" de columnas de "X" sea igual al de filas,de "A'"; por

tanto, debe ser n=2. Slendo "X" de orden m x 2, para que X ® A sea una
matriz de orden 3 X 2 (como es "B") debe ocurrir que m = 3.

2) CN: Se trata de encontrar una matriz "X" que satisfaga la condicién/ (ccua-
ci6on) dada X e A =B; para despejar "X" postmultiplicamos (multiplicamos
port la derecha) por A~1 los dos miembros de X ® A =B:

1 2 ) 1—1
XeA=B=X=BeA-1=(3 4 0[3 J =
5 6

A

SiA=[z 3:| esregular:A‘l=L0Adj(A)=‘}T‘O[ d _b:|

Al

e La solucion es unica, pues la matriz "A" es regular.

P~ La llave que todo lo abre .1

low Hg

Lo importante de este libro tiene que ver con el arte de deslumbrar a
tus profesores; o sea, tiene que ver con estar entre los mejores, con
espabilar y amueblar la cabeza, con aprender a aprender y asazonar,
con la disciplina mental y la traccion a todas las neuronas, .con no
chuparse el dedo y cazarlas al vuelo, con aprender a diferenciarse
envolviendo los caramelos con primor... y con todas esas cosas
intangibles de las que nadie te habla y sin embargo conforman el
magico KNOW HOW que te posibilitara el transito rapido y feliz
por la Universidad.
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FONEMATO 1.15.17

Calcula todas las matrices diagonales de orden dos que coinciden con su inversa,

determinando el cuadrado de dichas matrices.

SOLUCION
e Siendo A = |:O b} tal que |A|=a.b#0, al exigir que A~1 = A, resulta:

At =ppeaawg s S o)l i
< e

en At sustituimos cada elemento por su adjunto

lJa=a=a2=1=a=+1
1/b=b=>b2=1=b=1=1

Asi, hay cuatro matrices diagonales de orden 2 que coinciden con su inversa:

10 10 10 10
S CR RS FI RS I N it

e SiA=A1=>AeA=AeA-1=1,

; Quién no %9
/Cge esta \ ‘%a

tomando en |

serio lo de

aprender a
escribir

empleando

Kventanas? /
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FONEMATO 1.15.18
Despeja X en la ecuacion matricial (A ¢ X —C)~1 —B~-1=0.
SOLUCION

(AeX-CO)1-Bl=0=AeX-0O)1=B"1=

(Pepa)_l = (]uana)_l — Pepa = Juana
:>A0X—C:B:>A0X:B+Ci>

premultiplicamos (multiplicamos por la izquierda) los des

miembros de la ecuacion por A~1 supuesto que existe A1

> ATleAeX=ATeB+C)=X=ATeB+Q)
A

A leA=1

FONEMATO 1.15.19

Sean A, B y X matrices cuadradas de orden "n", siendo A regular.
Despeja X en la ecuacion matricial (X —3el)e A —Be A =1

SOLUCION
(X—3OI)0A—B0A:I:>(X—3OI)0A:I+B0A:+>

postmultiplicamos (multiplicamos por la derecha) los des
miembros de la ecuacién por A~1, que existe, pues "A" esregular

= (X-3el)e Ae Al =(I+BeA)e A™l =

AeA l=]

= X-3el=(I+BeA)e A"l =
=X=3el+(I+BeA)e A l=3e1+AT+B
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FONEMATO 1.15.20

Sean A y B matrices regulares de orden "n".

Despeja X en la ecuacién matricial (X e B~1 —T)e A =1,

SOLUCION

XeBl-_DNeA=1I=
( ) y

postmultiplicamos (multiplicamos por la derecha) los des
miembros de la ecuacién por A~1, que existe, pues "A" es regular

= ((XeB l-TeAeAl=A"T

AeAl=]

:>X0B_1—I:A_1:>X0B_1:I+A_1i>

postmultiplicamos (multiplicamos por la derecha)
los dos miembros de la ecuaciéon por " A"

:>XOB_1OB:(I+A_1)0B:>X:(I+A_1)0B

BleB=1

FONEMATO 1.15.21
Despeja X en la ecuacién matricial (At e A @ X)~1 = (At eB)~1,

SOLUCION
(Ate AeX)l=(AteB)] ?At eAeX=AteB=

(Pepa)~! = (Juana)~! = Pepa = Juana T

Supuesto que "A" es regular (= At también lo es = existe (AE)T1);
premultiplicamos (multiplicamos por la izquierda) los dos

miembros de la ecuacién por (At)~1

=AY TeAteAeX=(A)leAteB=

(At)—l o At =T

—AeX=B=>X=A"leB
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FONEMATO 1.15.22
Despeja X en la ecuacion matricial B~1 o (X~1 e A —Be A)= A,

SOLUCION

B—10(X—10A—B0A):Ai>

premultiplicamos los dos miembros por "B"

:>B0B_10(X_1OA—BOA):BOA?X_lOA—BOA:BOA:

BeBl=1

supuesto que "A" es regular, postmultiplicamos los dos miembfos por A~

v
X loeA=20eBeA=>XloeAeA 1=2eBeAeA L=

AeA~l=T ?

Pepa = Juana = (Pepa)_1 = (Juana)_1

=X 1=20B= (X)) =208 5 X=2¢B) " 1B

Adj.(2eB) 2k-1 Adi(B) Adj(B)
[2eB] 3 2k[B]  2[B]
Supuesto que "B" es cuadrada de orden "k", se tiene|que:
|2eB|=2k|B|; Adj.(2eB) 2 2k-1. Adj.(B)

(2eB)1= B!

o= PRl

Siendo 2 e B={2.b;}, el adjunto del elemento 2.b;; s obtiene

al multiplicar por 2 las "k — 1" lineas del adjunto
del elemento bj; de la matriz "B"

LA INEFICIENCIA SEGUN MURPHY

Para estimar el tiempo que requiere una tarea, estime-
se el tiempo que deberia requerir, multipliqguese por

dos y elévese la medicion a la mayor unidad
subsiguiente. Asi, asignamos dos dias para una
tarea de una hora.

Tema 1: Célculo Matricial 70
© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 1.15.23
Despeja X en la ecuacion (Be A —BeX)e A=l =(A eB~1)~1
SOLUCION

(BOA—BOX)QA—1 :(A.B—l)—l ?

postmultiplicamos los dos miembros por "A"

:B-A—B-X:(A-B*)*-A?

(A .B—l)—l =(B—l)—1 .A—l =B.A_1

—BeA-BeX=BeA leA= O
1
O

Ao ATl =T]

= BeA-—-BeX=B=

:BOX:BOA—B?X:B_lO(BOA—B):> N

premultiplicamos los dos miembros por B! O
—=X=BleBeA-B leB=X=A-1 ;

B leB=1I

El uso de "ventanas", asunto esencial

Debes aprender a usar ventanas, porque como facilitan mucho la lec-
tura de lo escrito, tu profe te lo agradecera con su carifio v ;”“_”“ ia.

En esta ventana escribimos los razonamientos o los calculos que g
pasar de un lado al otro del signo de igualdad o de la flecha de implicacion

v
Pedrusco "A"= Pedrusco "B" = Pedrusco "C"= PedruE

O
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FONEMATO 1.15.24

Sea B eM, «; tal que Bt eB=1 ¢ "I" la matriz unidad de orden "n".

Si A=1—2eBeB"' demuestre que "A" es simétricay que A @ At =1.
SOLUCION

e CN: Demostraremos que "A" es simétrica si demostramos que Ad,=.Aq

La traspuesta de una suma es la suma de las traspuestas; es Lt =1

Ati(I—Z°B-Bt)t;1—2o(B.Bt)t_

Traspuesta de un producto = Producto de las traspuestas en orden contrario

=I-2e¢(B" ) eB'=1—-2eBeB' =A
e Demostremos que A e At =1
AeAt=(1-2eBeB')e(I-2eBeB')=1-4eBeB'+4eBe B eBe B =
:I—40BOBt+40B0(BtOB)OBt:I—40BOBt+40BOBt:I

Segtin se nos dice, es B e B=1

FONEMATO 1.15.25
Sea "C" una matriz regular tal que C"l e AeC=D y C~1 eBeC=H, siendo
"D" y "H" matrices diagonales. Demuéstrese que AeB=Be A .

SOLUCION
CN: Despejemos "A" y "B" y efectuemos los productos A ¢ B y Be'A:

C—lOAOC:D?COC—1OAOCOC—1:CODOC—1:>A:C0D0C—1

Premultiplicamos por "C" y postmultiplicamos por C~1

v
CleBeC=H=CeCleBeCeCl=CoeHoeCl=B=CeoHec!
Es:

AeB=(CeDeCle(CoeHeC1)=CeDeoeHe(C!
BeA=(CeHeC lYe(CoeDeC1)=CoeHeDeC"!
Siendo "diagonales" las matrices "D" y"H", esDe H=He D

}:AOB:BOA
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1.16 SUBMATRICES Y
MENORES DE UNA MATRIZ

Si en la matriz "A" seleccionamos los elementos que a la vez estin en "t"

cualquiera de sus filas y en "s" cualquiera de sus columnas, obtenemos una

matriz de orden t x's de la que se dice que es una submatriz des"A':

Por ejemplo, si en la matriz

1 2 3 4 5
133738 0
A=17 5 3 7 3
470 9 =

seleccionamos los elementos que @ la Vez estin en la segunda o tercera filay en la
segunda o tercera o cuarta columnas, resulta la submatriz "P"; y si en "A" selec-
cionamos los elementos que a la vez estan en la primera o segunda/o cuarta fila y
en la segunda o tercera o quinta columna, obtenemos la submatriz "M":

2 3 5
P:[ggﬂ;M=37o
7 0 w

Se llama menor de orden "k" de una matriz "A" al determinante de toda

submatriz cuadrada de "A" formada por "k" filas y "k" columnas.

Obvio: cada elemento "A" es un menor de orden 1z

1 2 3
e Por ejemplo, si A = |:4 5 6], los siguientes determinantes son algunos
7 8 9
menores de orden 2 de "A™:
1 2]|_ 46l 12 3| __ | 3 __ 4. |5.6/_
45‘—‘3’79‘— 6518 9‘— 6’79‘— 12518 9‘— 3

El determinante de "A" es el Unico menor de orden 3 que tiengy"A'", siendo
obvio que "A" carece de menores de orden superior a 3, pues solo tiene 3 filas.

1 0 2 1 6
e Por ejemplo, si B=|3 0 4 5 06/, los siguientes determinantes son al-
1 6 796
gunos menores de orden 2 de "B":
1 0/_n.13 O_4q.|10 1/__~ |3 5/_,,.|001|_
‘3 0[=V5]1 6|=185]6 o|T705|T 9/=225 0 5‘—0
Los siguientes determinantes son algunos menores de orden 3 de “B"™:
1 0 2 1 21 01 6
3 0 4/=12;|3 4 5/=-26;|0 5 6|=-144
1 6 7 1 79 6 9 6

Obvio: "B" carece de menores de orden supetior a 3, pues solo tiene 3 filas.
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10 1 0 O
e Por ejemplo, si C = % % % 8 g , los siguientes determinantes son al-
4 1 4 0 O
gunos menores de orden 2 de "C™:
1 0/_~ . |1 O]_n.12 O6/_ 5. |3 1|_ 4.1 0[_
2 2|725]2 o‘—O’ 3 3‘— 12514 1‘— Ly go=0

Los siguientes determinantes son algunos menores de orden 3 de/'C":

1 0 1 1 0 0 2 2 6
2 2 2/=0;12 0 6/=0;|1 3 3|=-12
3 1 3 3 0 3 1 4 0

Los siguientes determinantes son algunos menores de orden 4 de "€":

-
—__No O
AN
OO0 O
I
o
N

Ese es el premio para l@s que educan su volui d SE

el rigor: no contentarse nunca con entender
dedicar el tiempo que haga falta, pero comprer
asimilar, progresar.
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1.17 RANGO DE UNA MATRIZ

iSuenen clarines y tambores
en honor al RANGO DE UNA
MATRIZ... el mas importante
de los conceptos!

A

v ,/

El rango de la matriz "A" se denota rg(A), y es el orden
del menor no nulo de "A" que tenga mayor aorden.

Al afirmar que rg(A) = k se afirma que en "A" hay al menqs Un menor
no nulo de orden "k", siendo nulos todos los menores de“ordensupe-
rior a "k" (si los hay).

Por ejemplo, cl que rg(A)=3 significa que en "A" hay AL MENQS un menor
no nulo de orden 3, siendo nulos TODOS los menores de orden supetior a 3 (si
los hay).

Obvio: es rg(A)=0 solo si "A" es la matriz nula; y si "A" no es la‘matfiz nula

entonces rg(A)>1. Siendo "A" de orden m X n, es rg(A) < min.{m;n}.

PROPIEDADES DEL RANGO

1) El rango de una matriz coincide con el de su matriz traspuesta.

2) El rango de una matriz N0 varia si cambiamos el orden de filas o columnas.

3) El rango de una matriz N0 varia si multiplicamos una linea por ua ntimero dis-
tinto de cero.

4) El rango de una matriz NO varia si a una cualquiera de sus lineas le sumamos
otras paralelas a ella multiplicadas por nimeros cualesquiera.

5) El rango de una matriz NO varia si suprimimos una linea de ceros,

0) Si una linea es suma de otras paralelas a ella multiplicadas por,_ciertos'fiimeros,

el rango de una matriz NO varia si suprimimos dicha linea.

Toma buena nota de las propiedades

del rango: te ahorraran mucho trabajo.
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Por ejemplo, sca el problema de calcular el rango de la siguiente matriz:

1 01 0 0 1 1

2 22 0 6 2 4 )
A=[3 1 3 0 3 3 4 iQué horror!

4 3 4 0 9 4 7

5 0 5 0 0 5 5

Siendo "A" de orden 5% 7, es rg(A) < min.{5;7} =5...y vemos quet

® Las columnas 1%, 3* y 6* son iguales; por eso podemos eliminar dos de ellas sin
que se altere el rango. Eliminamos las columnas 3% y la 6% o sea:

10 0 0 1
Ay=rgl3 10 3 4
rg(A)=r
g(>g43097
50 0 0 5
Aq

e Ia 3" columna de Aj estid formada por ceros; por eso podemos eliminar dicha
columna sin que se altere el rango; o sea:

10 0 1
A=re(A=1e|3 T 3 4
T =1 =1
g(A)=1g(Aq) gl 131
500 5
%,—J
Aj

e L 3" columna de A, es el triple de la 2% por eso podemos eliminaruna de

ellas sin que se altere el rango. Eliminamos la 5* columna:

1 0 1
2 2 4
rg(A) =rg(Aq)=1g(A)=1g 2 % ‘7‘
5 0 5
Az

e La 3® columna de Aj es suma de la 1* y la 2% por eso podemos eliminar la 3*

columna sin que se altere el rango:

rg(A) =1g(A) =1g(Ap) =rg(A3) =1g

U‘l-lkbol\%—*
OL»»—‘[\)O
||

2\4

pues rg(A4 ) < 2y el menor de orden 2 indicado es no nulo

e Toma muy buena nota: la matriz "A" tiene un montén de
menores de orden 3, un montén de menores de orden 4 y
un montén de menores de orden 5... y como sabemos que
rg(A) =2, sin calcular ninguno de dichos menores, podemos apostar tranqui-

lamente la vida a que todos son nulos.
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CALCULO DEL RANGO

Dada una matriz "A", el célculo de su rango (orden del menor no
nulo de "A" que tenga mayor orden) podemos hacerlo caleulando
ordenadamente menores de "A" (ejercicios 1.17.1 a 1.17.18)

0 realizando transformaciones elementales con |gs
elementos de "A" (ejercicios 1.17.19 a 1.17.21).

El Algebra Lineal se reduce a poco més que resolver
sistemas de ecuaciones lineales, lo que se reduce a poco

mas que calcular rangos de matrices; por ello, para no. =
sufrir con el Algebra, es imprescindible ser =
un artista calculando rangos de matrices
S—
\ N

4
&
-

N

ARTISTA CON (=
‘_ \s( RANGOS ,
iCazado ( ( ;
al vuelo!
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FONEMATO 1.17.1

1 1 3 1 3 1
Calculese el rangodelamatriz A=| 2 1 5 3 4 0 |
3 1 7 5 5 -1

SOLUCION

El rango de una matriz "A" es el orden del menor no nulo de "A" quetenga ma-
yor orden. Como "A" es de orden 3 x 6, carece de menores de orden 4; por
tanto, el Maximo rango que puede tener es 3. En "A" seleccionamos, si'éxiste, un
menor no nulo de orden 2. Por ejemplo, elegimos el menor Hy cotrespondiente

a la esquina superior izquierda de "A":
|11
Hy = ‘2 1
Al haber encontrado en "A" un menor no nulo de orden 2, podemos afirmar que
rg(A)>2... y nos Importa un pito si en "A" hay o no otros menorés no nulos de

#0

orden 2; lo que ahora nos preocupa es saber si en "A" hay algin menot.so nulo
de orden 3, pues si encontramos algin menor no nulo de orden 3, podremos
asegurar que rg(A)=3 (ya que rg(A)<4); y si no encontramos ningun menor

no nulo de orden 3, podremos afirmar que rg(A)=2.

Para construir menores de orden 3, orlamos el menor no nulo Hy ((formado por
las filas primera y segunda) con la tercera fila de "A" y cada una de las restantes
columnas de "A". O sea, a la matriz cuadrada cuyo determinante es Hy le anadi-

mos la tercera fila de "A" y sucesivamente cada una de las restantes.columnas de
"A"; asi obtenemos los siguientes menores de orden 3:

1 1] 3 1 1] 1 113 11 1
2 1] 5|=0; (2 1] 3|=0;12 1] 4/=0;(l2 1] 01=0
31 7 31 5 31 5 31 +1

El que sean nulos t0dos los menotes de orden 3 obtenidos al otlag el'menor no
nulo Hy con la tercera fila de "A" y cada una de las restantes columnas de "A",
significa que podemos eliminar dicha tercera fila sin que se altere el rango de la
matriz; es decir, las matrices A 'y Aq tienen igual rango:

MMI3 13 1
A1=ly 1|5 3 1 0

Por tanto, como rg(A) =2, también esrg(A)= 2. Z Z

/iPara el carro!... ademis — N\
de los 4 menores de orden tran ullaminte un
3 que hemos calculado, la b d
razo a'que todos

los.menores.de
orden 3 no calcu-

matriz dada A3, tiene

otro monton de menores
de orden 3 que no hemos
calculado... ¢Seguro que

K son Nulos todos? /
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FONEMATO 1.17.2

113130
Calculese el rango delamatriz A={1 1 3 1 3 1 [
317550

SOLUCION

El rango de una matriz "A" es el orden del menor no nulo de "A" que.tenga ma-
yor orden. Como "A" es de orden 3 x 6, carece de menores del orden 4; por
tanto, el Maximo rango que puede tener es 3.

En "A" seleccionamos, si existe, un menor no nulo de orden 2. Por ¢jemplo, ele-
gimos el menor Hy correspondiente a la esquina inferior izquierda de "A™:

le‘% H;tO

Habiendo encontrado en "A" un menor no nulo de orden 2, podemos afirmar que
rg(A)= 2... e importa un pito si en "A" hay o no otros menores no nulos de orden
2; lo que ahora nos preocupa es saber si en "A" hay o no algin menor.no nulo
de orden 3, pues si encontramos algiin menor no nulo de orden 3, podremos
asegurar que rg(A)=3 (ya que rg(A)<4); y si no encontramos ningun menor

no nulo de orden 3, podremos afirmar que rg(A)=2.

Para construir menores de orden 3, orlamos el menor no nulo Hy (formado por
las filas segunda y tercera) con la primera fila de "A" y cada una de las restantes
columnas de "A". O sea, a la matriz cuadrada cuyo determinante es Hy le afiadi-

mos la primera fila de "A" y sucesivamente cada una de las restantes.columnas de
"A"; asf obtenemos los siguientes menores de orden 3:

11 3 11 1 11 3 11 %
T 1] 3|=0;|[T 1] 1|=0;|[T 1] 3|=0;|[T T]_1/#0
3 1] 7 3 1] 5 3 1] 5 3 1100

Es rg(A) =3, pues hemos localizado un menor no nulo de orden 3.

Cada vez que calcules el rango de una %
matriz t€ juegas la vida: si te equivocas

en el calculo del rango, destrozaras lo
22 que estes haciendo, todo estara mal.

El Algebra Lineal se reduce a poco mas
que resolver sistemas de ecuaciones
lineales, lo que se reduce a poco

mas que calcular rangos de
matrices; por eso, parano sufrir
con el Algebra, es imprescindible
ser un artista calculando rangos de matrices.
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FONEMATO 1.17.3

Calculese el rango de las siguientes matrices:

1 2 1 1 2
1)A={ 1 -1 —2};2)13:{ 1 2 —2}
2 1 -1 1 0 —1
SOLUCION

El rango de una matriz "P" es el orden del menor no nulo de "P" que tenga ma-
yor orden.

—_

1) Como "A" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede teneries3;¥siendo
no nulo el menor de orden 2 que se indica a continuacion, es rg(A)=2:

T 2] 1 L
A=[l1 -] -2 :>H1:‘1 _1‘¢O:>rg(A)22
2 1 -1

Al orlar el menor no nulo H; con la tercera fila y la tercera columna de "A",
resulta el determinante de "A", que es nulo:

1 2] 1
A=l =1 —2|=0
2 1 -1

Asi, podemos eliminar la tercera fila de "A" sin que se altere su rango; o sea:
1T 2 1
rg(A) = fg[ 1 =1| =2 } =2

2) Como "B" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tenetles 3, y siendo
no nulo el menor de orden 2 que se indica a continuacion, es rg(B)=2:

12 1 |
B=|[1 2] -2 :>H2:‘1 O‘¢O:>rg(B)22
1 0] -1

Al orlar el menor no nulo H, con la primera fila y la tercera columaa.de "B",
resulta el determinante de "B", que es no nulo:

1 2 1
\B\z‘ 1 2] 2|==6=0
10 -1

Por tanto, rg(B) =3, pues en "B" hay un menor no nulo de orden 3.
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FONEMATO 1.17.4

Calculese el rango de las siguientes matrices:

2345 A 01 2 3
DC=[34 5606 |;2)D=|"5 1 1 5 [:»E={ {1 1 7

1111 5 1 2 > 2 1 2 5
SOLUCION

El rango de una matriz "P" es el orden del menor no nulo de "P" que;denga ma-

yor orden.

1) Como "C" es de orden 3 x 4, el maximo rango que puede teneries 35§ siendo
no nulo el menor de orden 2 que se indica a continuacion, es rg(C)=2:

2 314 5 2 3

Al orlar el menor no nulo H; con la tercera fila de "C" y cada una de las res-

tantes columnas de "C", resultan los siguientes menores de orden 3:

2 3| 4 2 3|5
3 4] 1|=0;1|3_4] 6(=0
1 1 1 1 1 1

El que sean nulos t0d0S los menores de orden 3 obtenidos al oflar Hy con la

tercera fila de "C" y cada una de las restantes columnas de "C", significa que
podemos eliminar dicha tercera fila sin que se altere el rango de.""C";0:sea:
2 3 4 5
fg@:fg{ 3 4 5 6}:2
2) Como "D" es de orden 4 x 4, el maximo rango que puede tener'es 4,y siendo
no nulo el menor de orden 2 que se indica a continuacion, es rg(D) > 2:

-2 1 1 -1
-2 1 2 1 2 -1
2 1| 2 =2

Al orlar el menor no nulo H, con la segunda fila y la tercera columna de "D",

obtenemos un menor no nulo de orden 3, lo que garantiza que rg(D) >3

H _% % % 0 D)Y>3
= —1{-1]#0 = r 2
3 5 1l 2 g(D)

Al orlar el menor no nulo Hz con la primera fila y la cuarta columna de "D",

obtenemos ‘D , que es no nulo, por lo que rg(D) = 4:

| alas filas primera y segunda les sumamos la tercera |

-2 1 1 - O 0 0 =3 0 o0F1
-2 1 2 1|/¥0 0 1 —-1]_ -
D=2 .1 1 2072 4 a1 2|33 B B
2 1 2 =2 2 1 1 =2
| desarrollamos por los elementos de la primera fila |
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5) Como "E" es de orden 4 x 4, el maximo rango que puede tener es 4, y siendo
no nulo el menor de orden 2 que se indica a continuacion, es rg(E) > 2:

1 0] 1 2

0O 1] 2 3 10

2 1 2 5

Al orlar el menor no nulo Hy con la tercera fila y la tercera coldmna'de "E",

obtenemos un menor no nulo de orden 3, lo que garantiza que rg(E) > 3

1 0 1
0 1 2
1 -1 1

Al orlar el menor no nulo Hs con la cuarta fila y la cuarta coldmna de "E",

Hs = #0 = rg(E)>3

obtenemos el determinante de "E", que resulta ser nulo:

1 0 1 2
1o 1 2 3|
[El=1%7 1 1 7|=0
2 1 2 5

Por tanto, podemos eliminar la cuarta fila de "E" sin que se altere el rafigo de
la matriz; asi, es rg(E) = 3.

Si admitimos la division
por cero es el caos, ‘_
porque entonces 2 =

\y
P iViva
el kaos!

multiplicamos por "x" ambos miembros

Si x=y5x2=x.y?

restamos y2 a ambos miembros

:>X2_y2 =le_y2 ?
(2 -y2)=E+y).E-y; xy-y>=y(x-y)

= (X+Y).(x=y) = y.(x=y) ?

"

dividimos ambos miembros por "x —y

cOmoxX =y, esx+y=2y

:>x+y=y52.y=y:32=1

dividimos ambos miembros por "y"

Tema 1: Célculo Matricial 82
© Rafael Cabrejas Hernansanz



Gn los siguientes ej ercici(b

muy importantes, Seguiremos
calculando rangos de
matrices... pero algunos
elementos de las matrices
estaran locos; es decir,

erén tomar cualquier val&

FONEMATO 1.17.5

Calcula los valores de "a" y "b" para los que la matriz "A" tiene rango 2.

Qué miedo
... elementos
locos!

2 1 3
110 a
A_S 1 3+b+2a

10 b

SOLUCION

El rango de una matriz "P" es el orden del menor no‘aulo
de "P" que tenga mayor orden.

Como Hjp = % (1) #0, es rg(A)=>2. Sera rg(A)=2 si son nulos t@0OS16s me-
nores de orden 3 que resultan al orlar Hy, lo que sucede sélo si a ='b:

21 3 213

1 0 a =b—a=0;|1 0 a|=b—a=0

5 1 3+b+2a 1 0 b

Cada vez que calcules el rango de una %
matriz t€ juegas la vida: si te equivocas
en el calculo del rango, destrozaras lo

2 que estes haciendo, todo estara mal.

El Algebra Lineal se reduce a poco.mas
que resolver sistemas de ecuaciones
lineales, lo que se reduce a paco

mas que calcularirangos de
matrices; por eso, para no sufrir
con el Algebra, es imprescindible
ser un artista calculando rangos de matrices.

(/Fo o/
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FONEMATO 1.17.6

Estadiese el rango de las siguientes matrices segun el valor del numero real "k":

6 k 0 0 k 0
1)A_{2 k 0};2)3_{2 —1 —k}

o -2 2 k -2 2
SOLUCION

1) Como "A" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que
sucedera solo si su determinante es no nulo. Determinemos los valeféside "k"
que anulan dicho determinante: | A|=8.k=0 = k=0

e Sik#z0=|A|£0=rg(A)=3.

6 0 O
e Si k=0, la matriz "A" se convierte en A = { 2 0 0 :|
0 -2 2

Es rg(A)=2, pues ‘ A ‘ =0 y el menor de orden 2 indicado es no nulo.

2) Como "B" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener €83, lo que
sucedera solo si su determinante es no nulo. Determinemos los valoreside "k"
que anulan dicho determinante:

|B|=-k.(k2+4)=0 ? k=0

La ecuacién k.(k% + 4) = 0 tiene dos rafces imaginarias a las
que no hacemos caso, pues se nos dice que k € R

e Si k#0 es rg(B)=3, pues|B|#0.

0O 0 0
e Si k=0, la matriz "B" se convierte en B 2{ 2 -1 0 :|
0 —2| 2

Como ‘B‘ =0 y el menor de orden dos indicado es no nulo, es rg(B) = 2.

El problema no es el examen, el problema
eres td... si te rompes los cuerngs
estudiando, el examen sera facil

iSera muy
dificil el
examen?

iAlun me
faltaila
Teorial
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FONEMATO 1.17.7

Estadiese el rango de la matriz "C" segun el valor del numero real "k".

2k+2 k 2
C= 2 2—k 0
k+1 0 k+1

SOLUCION

El rango de una matriz "P" es el orden del menor no nulo
de "P" que tenga mayor orden.

Como "C" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que su-
cedera solo si su determinante es no nulo. Determinemos los valores de "k" que
anulan dicho determinante:

A la primera columna le restamos la tercera

!

2k+2  k 2 2k k2
ICl=| 2 2-k 0 |=]2 2-k 0 |=
k+1 0 k+1 0 0 k+1/f

Desarrollamos el determinante por los elementos de la tercera fila

=(k+1.2k2-k) -2k =2k(k+1).01-k=0=k=0,1,2=1

Si"k" es distinto de 0, de 1 y de —1, es rg(C) = 3, pues ‘ C‘ #0.

2 0|2
Si k=0, la matriz "C" se convierteen C =12 2 O:l
1 0 1

Como ahora es ‘ C‘ =0 y el menor de orden 2 indicado es # 0 =#g(C)=2.

2 0 2
Como ahora es ‘ C‘ =0 y el menor de orden 2 indicado es # 0 = rg(C) = 2.

4 1|2
Si k=1, la matriz "C" se convierte en C= { 2 110 ]

0o -1 2
Si k=-1, la matriz "C" se convierte en C = |: 2 3] 0 }
0 0 O

Como ahora ‘ C‘ =0 y el menor de orden 2 indicado es # 0 = rg(C) = 2.

Cada vez que calcules el rango de una %
matriz te juegas la vida: si te equivocas

en el calculo del rango, destrozaras lo
;2 que estes haciendo, todo estard mal.
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FONEMATO 1.17.8

Estadiese el rango de la matriz "D" segin el valor del nimero real "k".

k-1 1 1
D= 1 k-1 1
1 1 k-1

SOLUCION

Como "D" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es.3, lo que su-
cedera solo si su determinante es no nulo.
k-1 1 1

1 k-1 1

1 1 k-1

k-1 1 1
1 k-1 1
k+1 k+1 k+1

T

A la tercera fila le sumamos las dos primeras T

D[=

Muy astutamente, sacamos factor comin "k +1" en la tercefa fil

k—1 1 1 k—2 0 1
=(k+1).] 1 k—1 1 |=((k+1). 0 k-2 1 [=
1 1 1 0 0 1
A las columnas primera y segunda les restamos la tercera colﬂ
k=-1
- (k+l)'(k_2>2 =0 ? { k=2 (doble)

Se dice que la soluciéon k=2 es "doble" para poner de
que el factor "k — 2" aparece elevado al cuadrado

e Siendo "k" distinto de —1 y de 2, es rg(D) =3, pues |D|# 0

-2 1 1
e Si k=-1,1a matriz "D" se convierte en D = \‘ 1 2 l:l.

1 1 =2
Como ahora ‘D‘=O y el menor de orden 2 indicado es # 0 = rg(D) = 2.
111 111
¢ Sik=2=D=[111|=rgD)=rgl1 1 1|=rg[1 1 1]=1
111 41111

eliminamos las filas 2* y 3%, por ser iguales a la 1*

El uso de "ventanas", asunto esencial

Debes aprender a usar ventanas, porgue como facilitan mucho ia lec-
tura de lo escrito, tu profe te lo agradecera con su carifio ygimpatl’a.
Pedrusco "A" = Pedrusco "B" Ca(

4 L "™
En esta ventana escribimos los razonamientos o los calculos que permiten
pasar de un lado al otro del signo de igualdad o de la flecha de implicacién.

Pedrusco "A"= Pedrusco "B" = Pedrusco "C"= Pedrusco "D"
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FONEMATO 1.17.9

Estadiese el rango de la matriz "E" segun el valor del nimero real "k".

3k k
12 -1 0
E=10 22 2

1 30

SOLUCION

1) Como "E" es de orden 4 x 3, el maximo rango que puede tener €§"35lo que
sucedera solo si "E" si tiene algin menor no nulo de orden 3.

3 0k k
2 41 0
E=\ro——=1 2
1 3] 0

El menor de orden 2 indicado es no nulo para todo "k"; asi es tg(E) 22 para

todo "k". Al orlar ese menor con la 3* fila y la 3* columna de "E" se obtiene un
menor de orden 3 que es # 0 para todo "k"; por tanto, rg(E) =3, Vk ei:

2 -1 0
0 -2 2(#0
1 3 0

iEstupendo... ya

podéis empezar

una Carrera de
Ciencias!

Yo sé volar
una cometa

Yo sé hacer la "o"
con un canuto

Yo soy
experto en
contar hasta 3
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FONEMATO 1.17.10

Estudiese el rango de F =

SOLUCION

segun el valor del real "k".

Como "F" es de orden 4 x 4, el maximo rango que puede tener es 4, lo que su-
cedera solo si su determinante es no nulo. Determinemos los valotes de "k" que

anulan dicho determinante:

Fl=

—_ = QY=

1
4
1
2

-1 3
-1 5
k 3

M
1 1 —1 3

0 1 2 —4

0 0 k+1 o |=
0 1 k +3ak?=5

Ala 2* fila le restamos el triple de la 1°
A las filas 3* y 4* les restamos la 1*

desarrollamos por los elementos de la primera columna |

1 2 —4
=10 k+1 0
1 k+3 k2—5¢

=(k+1).

desarrollamos por los elementos de la segunda fila

= (k+1).(2 =) =0={

e Siendo "k" distinto de 1y de —1, es rg(F) =4, pues|F|#0.

e Si k=1, la matriz "F" se convierte en F =

1 -4 | _
0 k2-5|"
k=1
k =—1(doble)
1 1 -1 3
3 4 -1 5
1 1 1] 3
1 2 3 -1

Como ahora ‘F‘ =0 y el menor de orden 3 indicado es # 0 = rg(F) =3

e Si k=-1,la matriz "F" es:

1 1 -
3 4
F=1'7 1 24
1 2 1

3
5
3

-1

T 1 -1 3
= re(F)=1g| 3 4] -1 5

1 2 1 A

Eliminamos la tercera fila de "F", por ser igual a la primera

Es rg(F) =2, pues el menor de orden 2 indicado es no nulo, y sofi nulos todos

los menores de orden 3 obtenidos al orlar el citado menor de orden 2:

1 1
3 4
1 2

-1
-1
1

=0 ;

1 1] 3
3 4] 5|=0
1 2 -1

NOTA: Hemos hecho el pardillo con el rango cuando k=1, pues las matrices
"EF" y "M" tienen el mismo rango, pero "M" es mas comoda a efectos del calculo

del rango si k==1.
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FONEMATO 1.17.11

3 -1 1
Estudie el rango de M = |:2 b 1} segun los valores de a,b € R.
1 —a -1

SOLUCION

Como "M" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es3ylonque su-
cedera solo si su determinante es no nulo. Determinemos para qué valores de "a"
y "b" se anula dicho determinante:

3 -1 1 3 -1 1
IM|=[2 b 1|=| -1 b+l 0 |=
I —a -1&] 4 —a-1 0

| Ala 2" fila de restamos la 1%, y a la 3* de sumamos la 1 |
=a—4b-3=0=>a=3+4b
e Sia#3+4b=|M|#0=rgM)=3.

3 -1 1
e Sia=3+4b=>M=|2 b 1.
1 -3-4Db -1

Como ahora ‘M‘zO y ‘1 1‘;& 0, Vb, entonces, si a =3+ 4.b,es rg(M) =2

para todo valor de "b".

Cada vez que calcules el rango de una %/)7
matriz t€ juegas la vida: si te equivocas

en el calculo del rango, destrozaras lo
22 que estes haciendo, todo estara mal.

El Algebra Lineal se reduce a poco mas

que resolver sistemas de ectiaciones

lineales, lo que se reduce a poco

mas que calcular rangos de

matrices; por eso, para pesufrir

con el Algebra, es impresgiadible

ser un artista calculando rangos de matriges.
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FONEMATO 1.17.12

a b 1
Estudie el rango de N = {1 a.b 1} segun los valores de a,b € R.
1 b a

SOLUCION
Como "N" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3;lo.que su-

cedera solo si su determinante es no nulo. Determinemos los valores de "a" y "b"

que anulan dicho determinante:

a b 1 a 11
IN|=|1 ab 1|=bfl a 1|=b(@3-3a+2)=0=
1 b a 11 a
:{b:O
a3 —32+2=0 = a=-26a=1(doble)
e Si b#0 y"a" es distinto de 1 y de =2, es rg(N) = 3, pues ‘N‘iO.
a 01 a 1 =
¢ Sib=0=>N=|1 0 1|=rgN)=rg1 1 ={1 sta=1
2sia#l
1 0 a 1 a
Por tanto,si b=0ya=1es rg(N)=1, yes rg(N)=2s1 b=0 y a#1.
1 b1 1
e Sia=1=N=|1 b 1 |=rgN)=rg|l|=1,Vbh.
1 b1 ? 1
eliminamos la 3* columna (igual a la 1*) y la 2* (proporcional a Ia 1%)
-2 b 1 11
e Sia=—2=N=l 1 -2b 1 .Como‘N‘ZOy‘l _2‘¢O,Vb,es
1 b -2

rg(N) = 2 para todo valor de "b".

Cada vez que calcules el rango de una %;
matriz t€ juegas la vida: si te equivocas

en el calculo del rango, destrozaras lo
22 que estes haciendo, todo estara mal.

El Algebra Lineal se reduce a poco mas

que resolver sistemas de ecuaciones

lineales, lo que se reduce a poco

mas que calcular rangos de

matrices; por eso, para.ne.sufrir

con el Algebra, es imprescindible

ser un artista calculando rangos de matrices.
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FONEMATO 1.17.13

1 -b 1
Estudie el rango de S = 31 _; :5 segun los valores de a,b € R.
3 1 1

SOLUCION

Como "S" es de orden 4 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que su-
cedera solo si en "S" hay algin menor no nulo de orden 3.

1 -b 1
11 4
S=| 2 = =5

311

Es rg(S) =2, pues menor de orden 2 indicado es no nulo para cualesquiefa valo-

res de "a" y "b". Al orlar dicho menor con las filas 1* y 2* de "S" sefobtienien los
siguientes menores de orden 3:

1 -b 1
Hi=|a -2 -5 |=9+a+15b+a.b
301 1
1 1 -1
Hy=|a -2 -5|=-2a-18
301 1

Si ambos son nulos sera rg(S) =2, y si alguno es no nulo sera rg(S)=3sasi:
e Siazx-9=H, #0=1r2(5)=3.
e Sia=-9es Hy=0yH;=9-9+15.b—9.b=0.b; en consecuencia:

. H;#0
. Sla=—9yb¢O:>{H12:0}:>rg(8)=3.

*Sia=—-9yb=0=H;=H, =0=rg(S)=2.

Cada vez que calcules el rango de una %
matriz te juegas la vida: si te equivocas

en el calculo del rango, destrozaras lo
;2 que estes haciendo, todo estara mal.

¢ Cuantas veces hay
gue repetirtealgo
Importante hasta
gue te dignas tomar
buena nota de ello?
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FONEMATO 1.17.14

1 a%2-1 a
Calcule el rango de A =| 1 242-2 2a-1 segun los valores de a € R.
1 0 a2

SOLUCION

Como "A" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3, lo que su-
cede solo si ‘A ‘ # 0. Determinemos los valores de "a" tales que ‘A| =0:

a las filas segunda y tercera les restamos la primera

11 a 1 1 a
[Al=@2-1.1 2 2a-1[=@2-1).|0 1 a-1|=
10 a2 0 -1 a2-a

sacamos factor comin a2 —1 en la segunda columna

i (a2 —1)2 =0 = a = +1 (dobles)

desarrollamos el determinante por los elementos de la 1* columna

Por tanto:
eSiaztl=|A|£0= rg(A)=3.
10 1
eSia=1=A=|1 0 1|=rg(A)=1
10 1
10 -1 1 1
eSia=-1=A=|10 -3 :>rg(A)=2,pues‘A‘=Oy‘1 5| 0.
10 1

Cada vez que calcules el rango de una %
matriz te juegas la vida: si te equivocas

en el calculo del rango, destrozaras lo
J2que estés haciendo, todo estara mal.

En fonemato.com tienes el videotutorial en €l
gue explicamos los contenidos de este libro.
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FONEMATO 1.17.15

a a 1 1
Calcular el rango de A = {1 a a 1} segun los valores de a € R.

1 1 a a
SOLUCION

Como "A" es de orden 3 x 4, su maximo rango es 3.

1 (doble)

H= 1

[EENENES

1
a =a3—a2—a+l=O:>a={
a

— 0 ®

Por tanto:
e Siaztl=> H#0= rg(A)=3.

1111 1
e Sia=lesA=[1111|=rgA)=1g|l|=1
1

1111?

a efectos del calculo del rango de " A", podemos eliminar las columnas
segunda, tercera y cuarta, pues son iguales a la primera

-1 -1 1 1 -1 -1
e Sia=-lesA=|1 -1 -1 1 |=rg(A)=1g|] 1 -1|=2

11—1—1?

a efectos del calculo del rango de " A", podemos eliminar las columnas‘tercera
y cuarta, pues respectivamente son proporcionales a la primera y la.segunda

Hay que
aprender
a usar las
ventanas
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FONEMATO 1.17.16

Determina la relaciéon que debe existir entre los parametros "a", "b" y "c" para
que "A" y "B" tengan rango 2:

1 1 a 2 0 a
A=[1 0 b|;B=|0 -1 b
11 ¢ 31 ¢
SOLUCION

Es rg(A) =2, pues % (1) # 0; por tanto, sera rg(A) =2 si ‘A‘ =0:

|[Al=0=>a—-c=0 ()

2 0
Es rg(B) = 2, pues 0 —1

B|=0=3a-2b-2.c=0 (II)
Es rg(A) =1g(B)=2 silos valores de "a", "b" y "c" satisfacen las ecuaciones (I) y

# 0; por tanto, sera rg(B) =2 si ‘B‘ =0:

(ID), lo que sucede cuando a=c=2.b.
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FONEMATO 1.17.17

1 2 1
Determine el rango de A = { 0 k k :| segin los valores del parametro "k".
-1 k -1

SOLUCION

Como "A" es de orden 3 x 3, el maximo rango que puede tener es 3,y sucede tal
cosasdlosi |A|=-kZ-2k#0=>k=0,-2.

121
. Sik=0:>A=[O 0 Oi|:>rg(A)=2,pues ! (2)‘¢Oy|A|=O.
10 -1
12 1 -
¢ Sik=—2=A=| 0 -2 -2|=1g(A)=2,pues| _2‘¢Oy|A|=O.
1 2 -1
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FONEMATO 1.17.18

Siendo "a", "b" y "c¢" tres nimeros reales arbitrarios, calcula An para todo nime-

ro natural "n", siendo
0 a b
A=[0 0 c
000

Sea "B" una matriz 3 x 3 arbitraria. Indica, justificando la respuestaj si son ciertas
o falsas las siguientes afirmaciones

1) Si el rango de "B" es 2, el rango de B2 también es 2.
2) Si el rango de "B" es 3, el rango de B3 también es 3.

SOLUCION

T.a matriz A eslanulasi n>3:

0 a b 0 a b 0 0 a.c
A2={0 0 c|e|0 O c|=|0 0 O
00 O 00 O 00 O

0 0 a.c 0 a b 000
A3=A2e¢A=[0 0 0O |®|/0O O c|=|0 0 0
00 O 000 000

1) Es falso que rg(B) =2 = rg(B2) = 2. Para demostrarlo vale el siguiente€0N-
traejemplo:

0 m 1 0 0 7.m
B=|0 0 7 :>rg(B)=2;B2: 00 O :rg(BZ)zl
0O 0 0 00 O

2) Si B eM3sy3 y rg(B)=3=|B|#0=|B3|=|B||B||B|=0= rg(B3=3.

Cuando corrijo un examen, me encanta gue

se me caigan los pantalones y verme
impelido a quitarme el Sombrero
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CALCULO DEL RANGO MEDIANTE
TRANSFORMACIONES ELEMENTALES

Para calcular el rango de una matriz "A" que, por ejemplo, tiene 20 filas y 69 co-

lumnas, lo mas eficiente es hacer transformaciones elementales con los elemen-
tos de "A" para as{ obtener otras matrices que tienen igual rango que "A" pero

que, por contener gran cantidad de ceros, son mas comodas a la hora de calcular
de su rango.

La secuencia de trabajo es la siguiente:

1) Haciendo los cambios de filas y columnas que sean menester, colocamos en la
posiciéon ajq de "A" un elemento no nulo. Mejor que mejor si tal elemento no
nulo es el nimero 1, pues asi no hara falta el siguiente paso.

2) Si la matriz "A" es tan perversa que ningun elemento de ella es el nimero 1,
dividimos la primera fila por aqq, y asi conseguimos que el numero 1 sea el
elemento que esta en la primera fila y en la primera columna.

3) Reducimos a cero los elementos de la primera columna (salvo el numera'l que
ocupa la posiciéon aqq) restando a las filas segunda, tercera.... n-ésimaglos ele-
mentos de la primera fila multiplicados respectivamente pot/ los numeros
A215,a4315+- 5] -

4) Repetimos las operaciones anteriores para las restantes columnas.

5) El proceso acaba cuando sea facil calcular del rango de alguna de las matrices
intermedias que van apareciendo.

¢, COmo vas con
las ventanas?

Pedrusco "A" = Pedfusco "B"

*

Razonamiento
calculos q
permiten pas

e
Nadie nace sab:endo
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FONEMATO 1.17.19

Determinese el rango de las siguientes matrices:

1230
12 3 325
DA=[2 5 7|;2)B=[3 3 6|;3)C=]% 5 7%
3809 718 22132
SOLUCION
1) Es:

iQué suertel, el elemento a1y es el nimero 1; para conseguir "ceros" en la
primera columna, a la segunda fila le restamos el doble de la primesa;
y a la tercera fila le restamos el triple de la primera

123¢123 1 2 3
rel 2 5 7|=1e|0 1 1|=rel 0 1 1
3 8 9 020?00—2

(tercera fila) — (doble de la segunda)

3

—>|

La ultima matriz tiene determinante no nulo (observa que es "triangular")

2) Es:

Cambiamos la primera fila por la tercera

325#718 1 7 8
rgl 3 3 6|=rg3 3 6|=1g]3 3 6|=
7 1 8 325?235

Cambiamos la primera columna por la segunda

Para conseguir "ceros" en la primera columna, a la segunda fila le restamos
el triple de la primera, y a la tercera fila le restamos el doble de la primera

v [1 7 38
:rgI:O 18 —18krg[é Y _13}:2

0 -11 -11

Eliminamos la tercera fila, por ser proporcional a la segunda

3) Es:

Para que en la primera columna "aparezcan" ceros, a la segunfa fila le
restamos el doble de la primera, a la tercera fila le restamos el triple
de la primera, y a la cuarta fila le restamos el séxtuplo de la ptimera

1230i1230 1 2 3.0
2 4 3 2|/Y 1o 0o =32|_ 10 0 -3 2
B3 21 3|78 0 -4 -8 3280 -4 -8.3
6 8 7 5 0—4—115T00—32

| A la cuarta fila le restamos la tercera |

Eliminamos la cuarta fila, por ser igual a la segunda

v T 2 30}

$3

| Pues el menor de orden 3 indicado es no nulo |
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FONEMATO 1.17.20

3 -4 1

-1 2 0

9 —1 -21|

—4 -5 4]
SOLUCION

Para que en la 1* columna "aparezcan" ceros, a la 2* fila le restamos el doble
dela 1%, ala 3* fila le restamos la 1*, y a la 4° fila le restamos el triplerdeda 1°

1 2 3—41¢ 1 2 3 —4 1
23 -1 2 01|Y |0 =1 =7 10 =2 |
13 9 -1 21780 1 63—3T

2
3
3
4

DN —

Determinese el rango de la matriz A = {

0 -2 -13 7 1

Para que en la segunda columna "aparezcan" ceros, a la tercera filarle
sumamos la segunda, y a la cuarta fila le restamos el doble de lasSegunda

Eliminamos la cuarta fila, por ser proporcional a la tercera

1 2 3 —4 1 i -
o<1 =7 10 2w |2 o34 T
| Pues el menor de orden 3 indicado es no nulo ‘J

El uso de "ventanas", asunto esencial

Debes aprender a usar ventanas, porgue como facilitan mucho la lec-
tura de lo escrito, tu profe te lo agradecera con su carifio y sumpatla

Pedrusco "A" = Pedrusco "B"

A

En esta ventana escribimos los razonamientos o los calculos que permiten
pasar de un lado al otro del signo de igualdad o de la flecha de implicacion

Pedrusco "A"= Pedrusco "B" = Pedrusco "C"=

El Algebra Lineal se reduce a ;&co mas

lineales, lo que se reduc a paco

mas que calcul gos de
matrices; por eso, p:rs'iﬁ'&l'rir
con el Algebra, es imprescindible
ser un artista calculando rangos de matrices.
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FONEMATO 1.17.21

o 1 -1 1 2 -3
0O 4 1 0 -2 0
Determinese el rango de la matriz B=| 2 -1 0 1 3 —4
-2 3 -2 1 1 =2
2 -6 0 0 3 -1
SOLUCION
Cambiamos la primera columna por la cuarta
o 1 -1 1 2 =3 1 1 -1 0 2 -3
o 4 1 0 -2 0 0O 4 1 0 =250
el 2 -1 0 1 3 -4 |=r 1 -1 0 2 3 —4|=
-2 3 -2 1 1 =2 1 3 -2 -2 1422
2 -6 0 0 3 -1 0O -6 0 2 3 -1
A las filas tercera y cuarta les restamos la primera |
Eliminamos la cuarta fila, por ser proporcional a la tercera
o 4 1 0 -2 0
_ M 0O 4 1 0 -2 0 L
=rgl 0 =2 1 2 1 -li=rg o », | o 1 _1|F
o 2 -1 -2 -1 1 0 -6 0 2 300
0O -6 0 2 3 -1
Cambiamos las filas segunda y tercera !
1 1 -1 0 2 -3
_ o -2 1 2 1 -1|_
0 4 1 0 -2 0|,
0O -6 0 2 3 -1 T
A la tercera fila le sumamos el doble de la seguhda, yala
cuarta fila le restamos el triple de la segunda
1 1 -1 0 2 -3 T 1 <11 0 2.=3
_ o -2 1 2 1 -1 |_ _

Eliminamos la cuarta fila, por ser proporcional a la tercera

| Pues el menor de orden 3 indicado es no nulo

MAGIA POTAGIA

Considera un numero natural "Pepe" de tres cifras que escrito al revés.da.un
numero inferior (0 sea, la ultima cifra de "Pepe" es menor que la primera); por
ejemplo 584, que escrito al revés da 485. Pues bien, si restamos 584y 485
(584 — 485 = 099), invertimos la diferencia (o sea, 990) y la sumamos;a la resta
(0 sea, sumamos 099), se obtiene el nimero 1089... y eso mismo pasa con
cualquier otro natural de tres cifras que escrito al revés dé un nimero
inferior. Otro ejemplo: 872 — 278 = 594, que invertido es 495, y al sumarlo
a la resta 594 también se obtiene de nuevo el numero 1089.
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