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Dios invento el nimero natural,

lo demas es obra del hombre
Kronecker

1.1 LOS NUMEROS REALES

Desde nuestra mas tierna infancia todos estamos familiarizados con los numeros
naturales (1, 2, 3, 4, 5, ....), pues con ellos aprendimos a "contar". Podemos vi-
sualizar dicho conjunto si, tomando como "soporte" una recta, convenimos en
representar cada nimero natural mediante un punto.

VISUALIZACION DE LOS NATURALES

123456789 . .. 4 recta soporte

Con los numeros naturales no puede irse muy lejos, pues todos son
positivos; asi, dados dos naturales "a" y "b", no siempre existe otro
nimero natural "x" tal que a + x = b. Por ¢jemplo, 4 +x =2 ] £ - 2, que
no es un numero natural. Esta limitacion del conjunto de los numeros na-
turales no se presenta en el conjunto de los numeros enteros (0, 1,
-1,2,-2,3, =3, .....). Consideramos que el numero "cero" es entero; el "cero" es

tan especial que hasta bien entrado el segundo milenio de nuestra era no se le ad-
mitié como namero, para los sabios del siglo XI no era un numero. Si convenimos
en representar cada nimero entero mediante un punto, podemos visualizar el
conjunto de dichos numeros.

VISUALIZACION DE LOS ENTEROS

-3 -2 -1 0 1 2 3

Con los nimeros enteros tampoco puede irse muy lejos ni construir puentes muy
largos, pues dados dos numeros enteros "a" y "b", no siempre existe otro
nimero entero "x" tal que a.x = b. Por cjemplo, 7.x =501 & 5/7, que no

es un namero entero. Esta limitacion de los enteros no se presenta en el conjunto
de los numeros racionales, que son los que pueden expresarse como cociente
entre un numero entero y otro natural. Dicho de otro modo: son racionales los
numeros que tienen un numero finito de cifras decimales, y también
los numeros periddicos (todo numero periddico se puede expresar como co-
ciente entre un numero entero y otro natural). La visualizacién del conjunto de los
numeros racionales es asunto delicado, pues por "parecidos” que sean dos ra-
cionales entre ellos hay infinidad de racionales, y eso hace que el
sentido de la vista pueda engarnarnos al representar cada numero ra-
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cional mediante un punto. Por ejemplo, si consideramos los numeros racio-
nales

a =7'68673859347827645627838348342723474237412389734987
b=7'68673859347827645627838348342723474237412389734988

es evidente que son distintos y no muy famosos; ademas "a" es menor que "b" y
ambos estan comprendidos entre los nimeros 7 y 8. Por tanto, al visualizar los
nameros 7, 8, "a" y "b" obtendremos algo patrecido a lo que sigue:

7 ab 8 t recta soporte

Como entre los nimeros racionales "a" y "b" hay infinidad de nimeros racionales,
para visualizarlos todos deberfamos marcar infinidad de puntos entre el punto que
representa al nimero "a" y el que representa al numero "b". Asfi las cosas, es claro
que los numeros racionales comprendidos entre "a" y "b" estan como
sardinas en lata, tan "apretados” que, a simple vista, podria parecer
que constituyen un "todo continuo" y que "llenan por completo” la rec-
ta soporte, podria parecer que la visualizacion de los racionales es la propia recta
sopotte, un "rail continuo" por el que rodarfa con sigilo el tren de la figura, sin el
escandalo que se produce si los railes estain un poco separados para que la via no se
levante por la dilatacién que sufre cuando aprieta la calor, cuando canta la calandria

y contesta el ruisefior.

\! 3
PO % K13 (0 L08R Y (0
som o

A simple vista, la visualizacion del conjunto de los numeros raciona-
les parece una recta, un "todo continuo" ...... pero no lo es

Si mirasemos con un microscopio veriamos que en realidad los nume-
ros racionales no forman un "todo continuo”; es decir, no "llenan por
completo” la recta soporte, pues "eso" que a simple vista parece un
"todo continuo” esta infestado de "agujeros": cada uno de ellos corres-
ponde a un numero de los llamados "irracionales” (un nimero con infini-
tas cifras decimales y no periédico), como los numeros llamados "pi", "raiz
cuadrada de dos" (no hay ningin nimero racional cuyo cuadrado sea 2, por eso es

necesatio "inventar" un numero que cumpla esa condicién, se denota +/2), etc.
Aunque geométricamente es imposible distinguir un nimero racional de otro irra-

cionaly la siguiente figura es un burdo intento de la imposible visualizacion del
conjunto de los nimeros racionales.

Burdo intento de visualizacién del conjunto de los numeros racionales
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Al unir el conjunto de los racionales y el de los irracionales se obtiene

el conjunto | de los nimeros "reales". Para visualizarlo basta anadir
los nimeros irracionales al rail infestado de agujeros que forman los
racionales, con lo que cada agujero es "tapado” por el correspondiente
numero irracional; al hacer eso la recta soporte se "llena por comple-
to", resultando un "todo continuo”" que llamamos 'recta real’ .... y
como cada punto de la recta real representa a un numero real, en
adelante consideraremos sinénimas las palabras "nimero" y "punto”.

—4 0 2 T 6 8|t

Recta real

1.2 LA RECTA REAL AMPLIADA

* Llamamos recta real ampliada 2l conjunto que resulta al afiadir al con-
junto [ los simbolos +c0 ("mas infinito"; o sea, como estar hiperpodrido de
dinero) y —o0 ("menos infinito", como estar hiperpodrido de deudas).

jOjo!: +o0 y —c0 no son numeros, y para

todo numero real "x", es: —o0 < x < +00

* Engeneral, con +o y —o no tienen sentido las operaciones que
hacemos con los numeros; en concreto, carecen de sentido

las siguientes expresiones:
+00 +00 —00 —00
+00) + (—00) +00) : —00) : : :
(o) + (=) 5 0.(#09) 5 O )’+oo’—oo’+oo’—oo

No obstante, convenimos que:
(+00).(+00) =(=09).(709) =+oo 5 (+09.(~9 X +Q.( —p =—00
También convenimos que, [l Il | es:

X+ (469 = (409 +(+09 =400 x K~ [~ { ~ =
_ _JFoosix >0 oo = (—og) < = —00six >0

x/+ 00 =x/—00 =(

1.3 VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL

* “El valor absoluto decl nimero real "x" es el nimero real no negativo que

, siendo ‘X‘Z{

x six=20
—x six <0’

denotamos ‘ X

* Si"x" e"y" son nimeros reales, se cumplen las siguientes propiedades:
|x|>0sixZ0 ;[0]=0; |x|<kF K x k (sile 0)
oyl =Lyl [yl =[xyl 5 [x =] 2[x[ -ly]

b b
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1.4 INTERVALOS DE LA RECTA REAL

Siendo "a" y "b" numeros reales tales que a <b, se llaman intervalos de
a los siguientes subconjuntos de LI:
origen "a" y extremo "b" alos sig bconjuntos de [

bj={x I /& < B intervalo "cerrado" [a;b], incluye a "a" ya "b"
(a;b)={x M /4 < 1B intervalo "abierto" (a;b), excluyea"a" ya"b"
[;b)={x [ /< < B intervalo "cerrado" por la izquierda

y "abierto" por la derecha
(a;b]={x [ /4@ < & intervalo "abierto" por la izquierda
y "cerrado" por la derecha

De "a" también se dice que es el extremo inferior del intetvalo, y de "b" se
dice que es ¢l extremo superior. Del numero real positivo "b—a" se dice
que es la amplitud del intervalo. Por ejemplo:
=0 /<& « 9},; 2;% W </x x 5}
[-4;2)={xD + 4 < 2}; (68§ M </& x 8}

Los cuatro intervalos anteriores tienen amplitud finita, pues el valor absoluto de
"x" no se hace infinitamente grande en ningun punto "x" del intervalo; para expre-
sat'esto de modo rapido se dice que son acotados. Se dice que un intervalo es
compacto si es cerrado y acotado, como los intervalos [—2;3],[1;8],[6;9].
Los cuatro intervalos siguientes tienen amplitud infinita; también se dice que son
no acotados, para asi indicar que el valor absoluto de "x" puede hacerse infi-
nitamente grande en puntos "x" del intervalo:

[a;t ) ={x [ /x a}; (4;00 9 {H >/x a}

(—oo;a]={x I /< a} ;¢ ;» {#H </x a}

1.5 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DE [

Para evaluar la proximidad cntre los puntos "x" e "y" usaremos el nimero real

n_.n

no negativo llamado distancia entre "x" ¢ "y",

que se denota d(X'y) siendo d(x;y) = | y —X | Asi, |4 d(x;y) —¥

n_n n__n

dos puntos "x y" son muy (poco) proximos si }L yl 0

|y — X ‘ es muy (poco) proximo a cero.

1.6 ENTORNO DE UN PUNTO DE [

e Sicll y "t" es un numero real positivo, ¢l entorno de centro en "c" y
radio "r" se denota B, (c), y es el subconjunto de U que forman los nimeros

" " " "

reales (puntos) cuya distancia al punto "c" es inferior a "t"; es decir:

B(©={xM /dc;© & {8 F|[x<c|=r}
=xM+< x < 7F {{l /< <xtc=r}—(c +;c 1)
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Por ejemplo, cl entorno de centro en "5" y radio 0'02 es el conjunto que for-
man los niimeros reales (puntos) "x" tales que |x —5[<0'02, que son los del
intervalo (5—-0'02;5+0'02) =(4'98;5'02). Del intervalo (4'98;5] se dice que
csel semientorno izquierdo de "5" y radio 0'02, y del intervalo [5;5'02)
se dice que es ¢l semientorno derecho dec "5" y radio 0'02.

Si del entorno By (c) del punto "c" eliminamos el propio punto "c", obtenemos

cl entorno reducido de centro en "c" y radio "r", que se denota
BH{(c);esdecir, Bo) ={x M /9 | € & « ;8 (hc 1).

Por ejemplo, cl entorno reducido de centro en "5" y radio 0'02 es el conjunto

que forman los reales "x" tales que 0 <|X —5| <0'02, o sea, los "x" tales que

x [1(4'98;511 (5;5'02). Del intervalo (4'98;5) se dice que es ¢l semientor-
no reducido izquierdo de "5" y radio 0'02; del intervalo (5;5'02) se dice
que es ¢l semientorno reducido derecho dec "5" y radio 0'02.

De todo intervalo de la forma (a;+) se dice que es un entorno de +o y de
todo intervalo de la forma (—o0;b) se dice que es un entorno de —«. En

estos dos casos la palabra "reducido" no quita ni pone nada a la palabra "entor-
no", pues como +% no es un numero, hablar de un entorno de +0 es igual que
hablar de un entorno reducido de +, y lo mismo con —oo.

1.7 CORRESPONDENCIA ENTRE CONJUNTOS

Siendo "A" y "B" conjuntos cualesquiera, se llama "corres-
pondencia” de "A" en "B" a todo criterio o ley que asocie
elementos de "A" con elementos de "B"; si ¢l nombre del criterio es
"f', para expresar que "f' es una correspondencia de "A" en "B" escribimos
f:A> B. De "A" se dice que es el conjunto inicialde "f" y de "B" se dice
que es ¢l conjunto finalde "f".

En la definicién de "correspondencia” no se impone ninguna restriccion o traba
al criterio "f" que asocia elementos de
"A" con elementos "B"; por tanto, A [ﬂi B

queda definida una "correspondencia"

. . Pera e — v 9
de"A" en "B" en el mismo instante en 177 ><$0Luna
que se establece un criterio que asocie Pato ® A * Alivio

[ ]
elementos de "A" con elementos "B", TE'\\_> iusplro
[ ]

aunque dicho criterio sea muy absurdo
o chiripitiflautico, como el adjunto.

Observa: cn ¢l conjunto inicial "A" puede haber elementos a los que "f" no
les asocia ningtin elemento del conjunto final "B", y también puede ocurrir que

"f' asocie varios elementos de "B'" a un mismo elemento de "A".
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» Six [JA, para referirnos al elemento del conjunto final "B"
que la correspondencia o ley "f' asocia a i
"x", usaremos la notacion "f[x)", que los

profesionales leen efe de x, pero tu
debes leer imagen de "x" segun "f".

iQue quede claro!
Tras 1a notacion "flx)' hay 5 protagonistas

1) Un conjunto "A", que es protagonista "invisible", pues "A" no apare-
ce por ningun lado en la notacién "f(x)" ..... jpero estal

2) Un conjunto "B", también invisible.

3) Una ley "f" que asocia elementos de "A" con elementos de "B"; es
protagonista "visible", pues en la notacion "f(x)" hay una "f".

4) El elemento "x" del conjunto "A"; también visible, pues en la nota-
cion "f(x)" hay una "x".

5) El quinto protagonista es un elemento del conjunto "B", pero no uno

cualquiera, el quinto protagonista es el elemento de "B" que la ley "f"
n_mn

asocia a "x", y para denotarlo nadie ha inventado una notacién mas
clara y concisa que "f(x)", introducida por Euler en el afio 1734/

Si "fix)" lo lees imagen de "X" segun "f"
te sera mas facil tener a la vez en el cerebro
esos cinco protagonistas

1.8 FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

El concepto de funcion generé mucha polémica entre los
sabios de los siglos XVIII y XIX, y hubo que esperar Eli
hasta-que Dirichlet zanj6 el asunto en el afio 1854,
llamando funcion real de variable real a toda
correspondencia f:[J+3] ; o sea, una funcién real de

variable real es una ley o criterio "f" que asocia nimeros reales con numeros reales.

Para expresar que el nimero real x [l j,icia1 puede ser el que nos dé la gana, se

dice que "x" es una variable independiente; y para expresar que el nimero
n_n

real f(x) I gFn, que "f' asocia a "x" escapa por completo a nuestro control

(pues-es la ley "f"' quien decide el valor de "f(x)"), se dice que el numero real que
denotamos "f(x)" es una variable dependiente.
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Se dice que f:00 H es una funcion real porque el conjunto final de "f" es el

de los reales, y se dice que "f" es de variable real porque el conjunto inicial de
"f" es el de los reales. Siguiendo el criterio de Dirichlet, si el conjunto inicial de "f"
fuera el de los nimeros racionales y el conjunto final fuera el de los nimeros com-
plejos, dirfamos que "f" es una funcién compleja de variable racional.

Como rs6lo trabajaremos con funciones

reales de variable r]eal, por razones de eco- . D]j> -
nomia, cuando queramos referirnos a una xe pox/(x— 1)
de ellas (llamada "f") diremos simplemen- 5e »o5/(5-1)
te sea la funcion "f". Por ejemplo, al Oe »<9/(9-1)
hablar de la funcién f:00 ]  tal que

f(x)=x/(x —1) se esta hablando del criterio o ley "f" que al nimero real "x" le
asocia el numero real x/(x —1); asi, al numero real 5 la ley "f" le asocia el numero

real-5/(5—1), y al ndmero real 9 le asocia el nimero real 9/(9-1) ..... y para ex-
presatlorescribimos £(3) =5/(5 = 1) y £(9) =9/(9 —1).

Entenderas la importancia de las funciones reales de variable
real si piensas que "x" expresa la cantidad de capital que utiliza
una empresa y "f(x)" expresa su produccion de acero, o que
"x" expresa el tiempo transcurrido a partir de un cierto instante

y "f(x)" expresa la velocidad de un mévil en el instante "x".

1.9 OPERACIONES CON FUNCIONES

Con las funciones podemos hacer las mismas operaciones que con los numeros

reales; asi, siendo u:J 1 yhi: [  dos funciones, se tiene que:

1) f =u +v esla funcion tal que f(x) =u(x) +v(x)

2) f =u.v es la funcion tal que f(x) = u(x).v(x)

3) f =u/v es la funcién tal que f(x) =u(x)/v(x)

4) f =uV es la funcién tal que f(x) = (u(x)) V)

51f= §/u es 1a funcion tal que f(x) =§/u(x), k =constante

0) f =logy u es la funcidn tal que f(x) =log} u(x), k >0, k #1

Por ejemplo, si u:[1 4] y v:[0 5]  son tales que u(x) =x2 y v(x) =1/(1 +x),
entonces:

1) f =u +ves la funcién tal que f(x) =x2 +(1/(1 +x))

2) f = u.v es la funcion tal que f(x) =x2/(1 +x)

3) f =u/v es la funcién tal que f(x) =x2.(1 +x)

4) f =uV es la funcién tal que f(x) = (x2)1/(1+x)

5 f= {4 es 1a funcién tal que f(x) = Z/X_Z

6) f =logs u es la funcién tal que f(x) =logs x2
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1.10 LA REGLA DE RUFFINI

Miles de veces nos encontraremos ante el problema de resol-
ver una ecuacion f(x) =0, siendo f(x) un polinomio; o sea,
deberemos determinar los valores de "x" que cumplen la
condicion f(x)=0. De dichos valores de "x" se dice que son

las "soluciones"” o "raices" de la ecuacion f(x) = 0.

1) Si el polinomio es de grado 1 (o sea, f(x) =a.x +b, donde "a" y "b" son cons-

tantes y a # 0), la ecuacion f(x)=0 tiene una unica solucioén, y su calculo es
tacil:
ax+b=00asg—- K] =x b/a
2) Si el polinomio es de grado 2 (o sea, f(x) =a.x2 +b.x +c, donde "a", "b" y "c"
son constantes y a # 0), la ecuaciéon f(x) =0 tiene 2 soluciones o raices, y las

calcularemos usando la "formulita" hiperfamosa que todos conocemos:

—-b++/b2 —4.a.c

ax2+bx+c=00 =
2.2

Por ejemplo:

—(=5) £./(-5)2 —4.23
2.x2-5x+3=00 = () (%) =5

2.2

&1+

1_13/2
1

« j0Ojo!, si el coeficiente de "x" (0 sea, "b") es un numero par (por ejemplo,
b =2.k), hay otra "formulita" mas cémoda y rapida:

00 - ~28) @k ~4ac _ k2 —ac

2.2 a

a.x2 +2.kx +c¢

Por ejemplo:

3+432-15_ 44, :{—1

1 =5
iqué suertel, el coeficiente de "x" es par 2.k=6 U & 3
U usamos la "formulita" co6moda

v 1.X2+6.X+5=OE)F

—(=2) £4/(—2)2 -113
v 1.X2—4.X+13=OE)F (=2 (1 ) =249 =

iqué suertel, el coeficiente de "x" es par 2.k=—-4 0 k- 2}
[J usamos la "formulita" cémoda

=2+ J(-1).9 =2 £/-1.4/9 =2 13.Ffzz +3.i

el numero /=1 no es "real", se llama

"unidad imaginaria" y se denota "1i"
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e Siel "término independiente” de la ecuacion es cero (o sea, ¢ =0) no necesita-
remos ninguna formulita, y podremos apostar la vida a que una de las soluciones
de la ecuacién es x =0.

a.x>+bx=0 0 x.(a.¥ b¥ (]j+ {a.x+b=OD £ - b/a

para que un producto de dos nimeros sea 0 basta que alguno de ellos sea 0

/ En general, si "f' es un polinomio de grado "n" superior\
a 2, el calculo de las "n" soluciones de la ecuacion
f(x) = 0 es un petardo, pues no hay ninguna "formulita"
que resuelva la papeleta. No obstante, en todos los casos
que encontremos (normalmente n =3 6 n = 4), el poli-

nomio estara "preparado” para que las soluciones sean
\ enteras .... Yy Ruffini nos permitira determinarlas. /

FONEMATO 1.10.1 (RAICES ENTERAS)

Resuélvase la ecuacion f(x) =0, siendo f(x)=2.x> —10.x3 +8.x.

SOLUCION

Debemos determinar los valores de "x" que satisfacen la ecuacién (condicion de

igualdad) f(x) =0. Como {(x) es un polinomio de grado 5, la ecuacién en cuestion

tiene 5 soluciones, pudiendo estar "repetidas” algunas de ellas.

jQué suerte!, como el término independiente de la ecuacion
es 0, apostamos un brazo a que x = 0 es solucion:

x=0

2.x>=10.x3 +8.x =0 0 x.(2.x%* 10.x% 8 {2.){4 —10.x2 +8 =0

Ahora debemos resolver la ecuacién 2.x4 —10.x2 +8 =0, y de nuevo tenemos
suette, pues como la suma (2-10+8) de los coeficientes es O,
apostamos tranquilamente la vida a que x =1 es una de las
soluciones, lo que garantiza que el polinomio g(x)=2.x% —10.x2 +8 es divi-

sible por x =1 (la Regla de Ruffini permite calcular los coeficientes del polinomio
h(x) obtenido como cociente de dicha divisioén):

coeficientes de g(x)

v
12 0 -10 0 8]
x =1 2 2 -8 -8
| 22 -8 -8 [0
) A

coeficientes de h(x) = g(x)/(x —1) | | resto
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Asi, es h(x) =g(x)/(x =1) =2.x3 +2.x2 —8.x —8; 0 sea:
g(x) =(x =1).h(x) =(x =1).(2.x3 +2.x2 -8.x —8)

Por tanto:
x=1=00 & 1

= ¥ 2
g(x)=0 0 (x 1.2x+ 2x= 8x 8F I {2.X3+2.X2 8y —8 =0

Ahotra debemos tesolver la ecuacion h(x) =2.x3 +2.x2 —=8.x =8 =0; y como la
suma (2 +2 —8 —8) de sus coeficientes no es 0, podemos apostar una pierna a que
x =1 no es una de sus soluciones. Si la ecuacion tiene raices enteras

deben ser divisores del término independiente —8; como los divi-
soresde =8 son 1,—1,2,—2,4, —4,8 y —8, debemos armarnos de paciencia e ir

probando con todos (excepto el 1, pues sabemos que x =1 no es soluciéon de
2.x3 +2.x2 —8.x =8 =0), rezando para que alguno de ellos sea solucion.

Bs h(2)=223 +2.22 -82 -8 =0, lo que garantiza que x=2 es solucién de
h(x) =2.x3 +2.x2 =8.x =8 =0 y que el polinomio 2.x3 +2.x2 —8.x =8 es divi-

sible por x —2; la Regla de Ruffini permite calcular los coeficientes del polinomio
t(x) que se obtiene como cociente de dicha division:

coeficientes de h(x)

v
12 2 -8 -8
x =2 4 12 8

| 2 6 4] [0]
A A

coeficientes de t(x) = h(x)/(x —=2) | | resto

Asi, es t(x) = h(x)/(x —=2) =2.x2 +6.x +4; o sea:
h(x) = (x =2).t(x) =(x =2).(2.x2 +6.x +4)
Por tanto:
-2=00 = 2
= v X
h(x)=0 0 (x 2).(2.x o+ 45 (O {Z.XZ 44 =0

ylas soluciones de la ecuacién 2.x2 +6.x +4 =0 son:

_—31\/32—2.4_—311_{—1
T 2 T2 12

En definitiva, siendo f(x)=2.x> —10.x3 +8.x, las soluciones de la ecuacién

f(x)=0 son x=0,x=1,x=2,x=—1y x =—2; el que asi sean las cosas nos per-
mite escribir la descomposicion factorial del polinomio f(x):
f(x) =%(X —0).(x =1).(x =2).(x +1).(x *+2)

el "2" es el coeficiente del término de mayor grado de {(x)

Tema 1: Funciones reales de variable real 11
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Raices multiples

n.n

Si el polinomio "f" es tal que f(x)=(x —a)k.p(x), siendo el polinomio "p" tal que
p(a) 0, se dice que "a" es una raiz multiple de orden "k" de la ecuacion
f(x)=0.
Por ejemplo:
Flx)=x6 —9.x4 =0 0 x4.x= % (@ {X4 =0U ® 0 (cuddruple)
x2-9=00 =+ 3

Pot tanto, las 6 raices de la ecuacion f(x) =x0 —9.x4 =0 son:

x =0 (cuadruple) ; x =3 (simple) ; x = =3 (simple)

L.a-descomposicién factorial es f(x) =x0 = 9.x% =x4.(x =3).(x +3).

FONEMATO 1.10.2 (RAICES FRACCIONARIAS)

Resuélvase la ecuacién f(x) =0, siendo f(x)=12.x3 —4.x2 - 3.x +1.
SOLUCION

La ecuacion 12.x3 —4.x2 —3.x +1=0 carece de raices enteras, pues ningtn divi-
sor del término independiente "1" es solucion. Si la ecuacion admite
raices fraccionarias de la forma "m/n" (siendo "m" y "n" nu-
meros enteros y "n" distinto de O y de 1), entonces "m" es
divisor del término independiente (cl nuimero 1 en nuestro caso) Y
"n" es divisor del coeficiente del término de mayor grado (cl
numero 12 en nuestro caso); por tanto, las Gnicas raices fraccionarias que puede
tener la ecuacion dada son:

1,11 1.1, 1.1 _1, _ L

27 2737 3747 4°6° 67127 12

Ahora hay que armarse de paciencia e ir probando una por una, rezando para que

1. _1

alguna sea solucion de 12.x3 —4.x2 =3.x +1=0 ... y tenemos suerte, pues
x=1/2 es solucion, ya que 12. (1/2)3 = 4.(1/2)2 = 3.(1/2) +1 =0.

12.x3 —4.x2 —=3.x +1
x —(1/2)

Como 1as soluciones de 12.x2 +2.x —2=0 son x=1/3 yx=-1/2es:

=12.x2 +2.x =2

Mediante Ruffini obtenemos

3_442_ - Lyl 1
12.x° —4.x4 =3.x+1=12.(x 2)(X 3).(X+2)

FONEMATO 1.10.3 (RAICES IMAGINARIAS)

Resuélvase la ecuacion f(x) =0 en los siguientes casos:
Df(x)=x0+64 ; 2)f(x) =x0 —64
SOLUCION

Tema 1: Funciones reales de variable real 12
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1) Ninguna de las 6 raices de la ecuacion es real: x0 +64=0= x = V=64 R

« Para calcular ¥—64 consideramos al nimero —64 como elemento del conjunto

\ n n n n n n n )

Tema 1: Funciones reales de variable real

de los nimeros imaginarios (de la forma a + b.i, siendo i=+/—1); asi, =64 es el
numero imaginario —64 + 0.1, cuyo moédulo es 64 (el médulo de a+b.i es

VaZ + b2) y cuyo argumento es T (el argumento de a + b.i es arc tg b)
a

'\

Un numero imaginario no nulo con médulo "t" y argumento "0" posee
"n" raices n-ésimas distintas, que tienen como maédulo la raiz n-ésima
de "t", y sus respectivos argumentos son:
> Y

9428 948 846X, Siom-nE

)

0.
n

En nuestro caso es n=06; por tanto, el numero —64 (para el que r =64 y
B =10 tiene 6 raices sextas distintas, que tienen modulo 2 (la raiz sexta de 64), y

sus respectivos argumentos son:

n.T . n. N, T o0 T Y
) 6+26,6+46,6+6.6,6+8.6,6+10.6
n 1 T,T T . : . .
= 11>,
O sea: 6 X 5= 5 7.~ 3 3.5 5 V1L, teniendo en cuenta que si un nimero
imaginario "x" tiene médulo "t" y argumento "0" es x = r.(cos O +i.sen ), las

6-raices sextas de —64 (o sea, las 6 soluciones de la ecuacion x6 + 64 =0) son:

- . . N3 L1 = .
= S+ _’[) =2.(X2 +21 ) =3 +
x = 2.(cos G tisen— 2.( > 2.1) NERH!

x =2.(cos —2[ +1.sen —25 =2.(0 +1L.1) =0 +2.1

x = 2.(cos %"H.sen%‘) =2.(—§ +%.i) =3 #.i

=2 cos Mtisen 1T =0 (3 Ly =3
6 6 2 2
x = 2.(cos 3—" +isen %5 =2.(0 —1.)) =0 —2.i
Mn N _, A3 152 /54
o Hisen =) =2.057 = 20) V3 -1
NEESH!

Endefinitiva, x0 +64 =0 0 = Ry= 021
~3 £1i

X = 2.(cos —/—

2)Si x6-64=0=>x= 0 04, y para calcular Q64 consideramos 64 =64+ 0.i ,

cuyo modulo es 64 y cuyo argumento es 0. Las seis raices sextas de 64 tienen
modulo 2 (la raiz sexta de 64), y sus respectivos argumentos son:

0.0,,m 0,4y 0, . 0, oqm. 0 T
6,6+2.6,6+4.6,6+6.6,6+8.6,6+10.6

13
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T T T T
: 0, =, 2. A
OseaO,3, 3TE43y53

x =2.(cos 0 +1sen 0) =2.(1 +0.1) =2

; por tanto, las seis raices sextas de 64 son:

X—2(cosg+1sen T[) 2(2 £1) =1 +/3.i

X =2. (cosz?n+1sen ZTB =2.(—§ +§.1) =4 +/3.i

x =2.(cos TT+rsen T) =2.(-1 +0.1) =2

x = 2.(cos %"H.senﬂ‘) =2.(—% —@.i) =4 /3.

x=2. (cos%-[+1sen Sl =2.(% —@.i)=l ~J3.i

1.11 LAS REGLAS SAGRADAS DEL CALCULO

Hay tres operaciones muy peligrosas que causan
muchos disgustos a los principiantes; debes
grabarlas en tu cerebro de inmediato.

/s LAS REGLAS SAGRADAS DEL CLCULO

1) Prohibido dividir por cero; es un gran

pardillo todo el que diga que el cociente

7/0 es infinito, pues este cociente de ni-

meros no tiene sentido matematico.
2)El logaritmo de un numero no positivo

(<O) no es un numero real.
3) Toda raiz de indice par de un numero

negativo no es un numero real.

SE HACE SABER 2

Serad inmisericordemente suspendido ipso facto todo
violador de una Regla Sagrada; caeran sobre él
toneladas de desprestigio y deshonor, y el

0~0c3 0o 07Q~—0T

estigma de tan ignominioso acto apestara la
honra de su linaje por los siglos de los siglos.

Tema 1: Funciones reales de variable real 14



abrir
panel

1.12 DE LAS FUNCIONES Y LAS SERPIENTES

Es el momento de avisarte sobre lo que se nos viene encima ..... utilizando brocha
gorda y no pincel, cabe decir que en las proximas quinientas paginas vamos a ocu-
parnos de poco mas que los siguientes tres conceptos:

1) Limite de una funcién f:00 ]  en un punto "a"
2) Continuidad dc una funcion f:0 ]  en un punto "a"
3) Derivabilidad dc una funcién f:[J 1 en un punto "a"

Pregunta: quinientas paginas son muchas, stan dificil es?

Respuesta: cl problema no es que estos tres con-
ceptos sean dificiles de entender, al contrario, son tan
tontorrones que "entran" por los ojos, el sentido de la
vista-es la Unica herramienta necesaria para dar los
primeros pasos por el proceloso mundo del limite,
la-continuidad y la derivabilidad de una funcién
"f' en un punto "a". El problema es que, en lo
que a estos conceptos se refiere, y debido a
las Reglas Sagradas del Calculo, las funcio-
nes son como las serpientes: hay gran
variedad de "familias", y sobre todo, y eso
es lo mas importante, las hay inofensivas y
también las hay que pueden ser muy peligrosas.

Para que el Calculo Infinitesimal (ya sea Calculo Dife-
rencial o Célculo Integral) te haga suftir poco debes aprender a "catalo-
gar' la peligrosidad de las diversas "familias" de funciones
(como harfa con las serpientes toda persona sensata que viviera entre infinidad de
tan inquietantes animales), pues asi podras valorar en unos pocos
segundos qué peligros te acecharan al trabajar (limite, continui-
dad, derivabilidad) con una funcion "f' en un punto "a".

A veces las serpientes de familias extremadamente peligrosas pueden ser inofensi-
vas: Jquién no ha observado a pocos centimetros de su nariz los movimientos de
una temible serpiente de cascabel que para su desgracia y mayor tranquilidad del
observador ha sido introducida en una urna de cristal de dos centimetros de espe-
sor?y épero qué pasa con la tranquilidad del observador si la urna cae al suelo y la
serpiente de cascabel queda en libertad y de mala leche por el golpe recibido?

Con las funciones pasa un poco lo mismo, el trabajo (limite, continuidad, derivabi-
lidad) con una funcién "f" puede ser inofensivo (o sea, facil) en el punto "5" y ser
extremadamente peligroso (o sea, dificil) en el punto "7". En definitiva, los pe-
ligros que te acecharan al trabajar (limite, continuidad, derivabilidad)
con una funcion "f' en un punto "a" dependen de la "familia"
a la que pertenece "f' y del punto "a" en que se desarrolle el

trabajo (limite, continuidad, detivabilidad) con "f".

Tema 1: Funciones reales de variable real 15
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1.13 CATALOGO DE PELIGROS

El siguiente catalogo no es exhaustivo, quedan fuera de él algunas situaciones que
de momento no comentamos para no complicar nuestros primeros pasos por el
Caleulo Diferencial.

1) Las funciones "'racionales enteras"

e Son de la forma f(x)= polinomio, y son inofensivas sea

cual sea el punto "c" en que desarrolle nuestro trabajo con
ellas. Por ejemplo, son racionales enteras las siguientes funciones:

£:03] /f® 3x¢ x2 3
g0 /g 2 < 1
h:O0H] /h@®- & 2

2)-Las funciones "racionales fraccionarias''

 Son de la forma f(x) =cociente de polinomios; son inofen-

sivas si el punto "c" en que desarrolla el trabajo con ellas
no anula al denominador; por el contrario, son peligrosas
si en "c¢" se anula el denominador, pues en ése punto se
viola la regla que prohibe dividir por cero.

Por ejemplo, son racionales fraccionarias las siguientes funciones:

£0-8 /£®) }f—”

-2
U 3] %) —=
5 /g(*> x2 =3 x +2
- 1—-x
h:0+—=1 /h
/ h(E) 4 + x0
t:01 /(=) X

2 42 —1 = x369696

El trabajo con "f" sélo es peligroso en el punto x =2, pues el denominador
x-—2-de f(x) solo se anula en dicho punto.

El trabajo con "g" sélo es peligroso en los puntos x =1y x =2, pues el deno-
minador x2 = 3.x +2 de g(x) sélo se anula en dichos puntos.

El trabajo con "h" es inofensivo en todo punto, pues el denominador de h(x)

no se anula para ningun valor real de "x" (4 +x6 =0 0 = ¢ ).
Hay 369696 valores de "x" (unos reales, otros imaginarios) que anulan el deno-
minador de t(x), y su calculo es asunto infumable incluso para los japoneses.

No obstante, es muy facil analizar lo que sucede en cada punto concreto. Por

ejemplo, el trabajo con "t" es inofensivo en el punto x =7, pues en dicho punto
jemplo, ] p > P p

no-seanula el denominador de t(x); sin embargo, es peligroso en x =1, ya que

el denominador de t(x) se anula si x =1, pues 2.12 =1 —1369696 =(

Tema 1: Funciones reales de variable real 16
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3) Las raices de indice impar

« Son de la forma f(x)="P%u(x); en lo que se refiere a

los asuntos de "limite" y "continuidad", son inofensivas o
peligrosas en el punto "c" segun que la funcion "u" sea ino-
fensiva o peligrosa en dicho punto.

Por ejemplo, scan las funciones:

£O0H /f®) Kk 1
g1 /g(®) Ix/9 x2)
h:00 /hE) {xM9 x2)

El trabajo con "f" es inofensivo en todo punto, pues el polinomio u(x) =x —1
es inofensivo en todo punto.

El trabajo con "g" sé6lo es peligroso en los puntos x =3y x = =3, pues el co-

ciente de polinomios v(x) = x/(9 —x2) sdélo es peligroso en los puntos x =3 y
x = -3 en que se anula su denominador.
El trabajo con "h" es inofensivo en todo punto, pues el cociente de polinomios

w(x) = x/(9 +x2) es inofensivo en todo punto, ya que su denominador 9 + x2

no se anula para ningun valor real de "x" (9+x2 =00 =+ « 90 ).

Puede ocurrir que el trabajo con f(x)='"P%[u(x) en el

punto "c" sea inofensivo en lo que se refiere a los asuntos
de "limite" y "continuidad" pero sea peligroso en lo que se
refiere al asunto de la "derivabilidad’. Por desgracia no es posible
establecer un criterio general de peligrosidad para los trabajos relacionados con

la "derivabilidad".

4) Las raices de indice par

« Son de la forma f(x)=P%*u(x); en lo que se refiere a los

asuntos de "limite" y "continuidad", son inofensivas en el
punto "c" si la funcion "u" es inofensiva en dicho punto y
ademas es u(c) >0; son peligrosas en el punto "c" si la fun-
cion "u" es peligrosa en dicho punto o si u(c)<O, pues si u(c) <0
se viola la segunda Regla Sagrada:

pa{/ numero negativo 11

" nn

Si la funcién "u" es inofensiva en el punto "c¢" y u(c) =0, lo més frecuente es

que haya peligro al trabajar en dicho punto, aunque puede no haberlo.

Tema 1: Funciones reales de variable real 17



abrir
panel

Observa: cl signo del nimero real u(x) tiene protagonismo estelar a la hora

de evaluar la peligrosidad que en cada punto "x" tiene el trabajo ("limite" y
"continuidad") con la funcién f(x)=P4/u(x). Sila expresion matematica de
u(x) es tontorrona sera muy sencillo determinar los puntos en que el trabajo

es peligroso; a medida que se complique la expresiéon matematica de u(x) se

complicara la deteccion de los puntos peligrosos.

Por ejemplo, como el polinomio u(x) =x —1 es inofensivo en todo punto, el

n_n

trabajo_con f(x)=+/x =1 es inofensivo en todo punto "x" tal que u(x)>0
O x * @ > 1) y es peligrtoso en los puntos "x" tales que u(x)<0
U x & O <x 1). Como u(l)=0, lo mas probable es que haya peligro en el

punto-x=1, aunque podria no haberlo. El que la expresion matematica de u(x)

sea tontorrona hace que resulte muy sencillo determinar todos los puntos en que el

trabajo con f(x)=P4/u(x) es peligroso.
Por ejemplo, como el cociente de polinomios v(x) = x/(x2 —4) es peligroso

s6lo.enlos puntos x =2y x = =2 en que se anula su denominador, el trabajo con

g(x) =4x/(x2 —4) es peligroso en dichos puntos y en todos los puntos "x" tales

que v(x)<0. Pero la expresion matemitica de v(x) = x/(x2 —4) es lo bastante
complicada como para que, con lo poco que aun sabemos, nos resulte imposible
determinar todos los puntos "x" que satisfacen la condicion v(x) = x/(x2 —4) <0.

No obstante, es muy facil analizar qué sucede en cada punto concreto; por ejem-

plo; el trabajo con g(x) =%/x/(x2 —4) es inofensivo en el punto x =5, pues en
dicho punto es v(5) =5/(52 —4) >0, sin embargo, el trabajo es peligroso en el

punto x =1, pues v(1) =1/(12 —4) <0.

®

jPutadal ... hasta que no aprenda a estudiar el signo del nua-
mero u(x), no siempre podré determinar todos los puntos

"x" en que es peligroso trabajar con f(x) = P4/u(x)

Por ejemplo, como el cociente de polinomios w(x) = (x —5)/(x0 +4) es inofen-

sivo en todo punto (pues su denominador no se anula para ningin valor real de

"x"), el trabajo con h(x)= Q/(X —5)/(x0 +4) es inofensivo en los puntos "x" tales

que w(x)>0. La expresion matematica de w(x)=(x —5)/(x0 +4) es lo bastante
tonta.como para que el estudio del signo del nimero real (x —5)/(x0 +4) sea fa-
cil: pata todo "x" es x0 +4 >0, por lo que el signo de w(x)=(x —=5)/(x0 +4) es

el mismo que tiene su numerador x =5, que es positivo solo si x >5.
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« Puede ocurrir que el trabajo con f(x)=Pu(x) en el pun-
to "c" sea inofensivo en lo referido a los asuntos de "limite"
y "continuidad" pero sea peligroso en lo referido a la "de-

rivabilidad'". Por desgracia no es posible establecer un critetio general de
peligrosidad para los trabajos relacionados con la "derivabilidad".

5) Las funciones logaritmicas

» Son de la forma f(x)=1logi u(x), k >0, k #1; en lo que se
refiere a los asuntos de "limite" y "continuidad", son ino-
fensivas en el punto "c¢" si la funcion "u" es inofensiva en
dicho punto y ademas es u(c) >0; son peligrosas en el pun-
to "c" si la funcion "u" es peligrosa en "c" o si ufc) <O, pues si
u(c) <0, en "c" se viola la tercera Regla Sagrada:

log . (nimero no positivo) [

Observa: cl signo del nimero real u(x) tiene protagonismo estelar a la hora

n_n

de evaluar la peligrosidad que en cada punto "x" tiene el trabajo ("limite" y
"continuidad") con la funcién f(x) =logy u(x). Si la expresion matematica de
u(x) es tontorrona serd muy sencillo determinar los puntos en que el trabajo
es peligroso; a medida que se complique la expresiéon matematica de u(x) se

complicara la deteccién de los puntos peligrosos.

Por ejemplo, como el polinomio u(x) =x +3 es inofensivo en todo punto, el

trabajo con f(x)=logs (x +3) es inofensivo en todos los puntos "x" tales que

ux)>0 (0 + 3 O >  3), y es peligtoso en los puntos "x" tales que
ux)<0 = 3 <x 3). El que la expresion matematica de u(x) sea
tontorrona hace que sea muy sencillo determinar los puntos en que el trabajo con

f(x) =log| u(x) es peligroso.

Por ejemplo, como el cociente de polinomios v(x) = x/(x2 —4) es peligroso

sélo en los puntos x =2y x = =2 en que se anula su denominador, el trabajo con

n_n

g(x) =logg x/(x2 —4) es peligroso en dichos puntos y en todo punto "x" tal que

v(x) £ 0. Pero la expresion matemitica de v(x) = x/(x2 —4) es lo bastante com-
plicada como para que, con lo que sabemos, nos resulte imposible determinar
todos los puntos "x" que satisfacen la condiciéon v(x)= x/(x2 —4)<0. No obs-
tante, es muy facil analizar lo que sucede en cada punto concreto; asi, por ejemplo,
el trabajo con g(x)=logg x/(x2 —4) es inofensivo en el punto x =5, pues en

dicho-punto es v(5) =5/(52 —4) >0; sin embargo, es peligroso en x =1, pues
v(h)=1/(12 —4) <0.
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iRuinal! ... hasta que no aprenda a estudiar
el sigho de u(x) no siempre podré deter-

minar todos los puntos "x" en que es

peligroso trabajar con f(x) = logj u(x)

Por ejemplo, como el cociente de polinomios w(x) = (5 —x)/(x2 +4) es inofen-
sivo en todo punto (pues su denominador no se anula en ningin punto), el trabajo
con h(x)=Ln (5—-x)/(x2 +4) sélo es inofensivo en los puntos "x" tales que
w(x)>0. La expresion matemitica de w(x) = (5 —x)/(x2 +4) es lo bastante tonta
como para que el estudio del signo del nimero real (5 —x)/(x2 +4) sea facil: para
todo real de "x" es x2 +4 >0; por tanto, el signo de w(x)=(5 —x)/(x2 +4) es el

que tiene su numerador 5 — x, que es positivo sélo si x <5.

 Puede ocurrir que el trabajo con f(x)=1logyi u(x) en el

punto "c¢" sea inofensivo en lo referido a los asuntos de
"limite" y "continuidad" pero sea peligroso en lo referido a
la "derivabilidad". No hay un criterio general de peligrosidad para los tra-
bajos relacionados con la "derivabilidad".

LOS LOGARITMOS

* Se dice que el numero real "a" es el logaritmo en base "k" (k>0,k #1)

del nimero real positivo "b" si ka2 =b; o sea: logyb=a < ka =b

* Se dice que el logaritmo es decimalsi la base "k" es el numero 10. Si la
base es el numero irracional "e" (e [12'7182818), se dice que el logaritmo

es neperiano, y sc denota "Ln", o sea: Inb=a « e2 =b.
« Propiedades:
logi 1=0 ; logi k=1 ; log| k¢ =c ; logy b¢ =c.log| b
logi (m.n) = (logk m) +(logk n) ; logy (m/n) =(logk m) —(logy n)
3 1ogk2 m
logi, ki
{+oo si 0 <k <1

—oo si k >1

Cambio de base: logyy m

?

Al escribir 0% nos referimos a un nimero muy préximo a cero
pero positivo; o sea, sl un numero positivo es enormemente pro-
ximo a 0, su logaritmo es bestialmente positivo si la base "k" es
menor que 1, y bestialmente negativo si "k" es mayor que 1

logy 0t
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6) Las funciones exponenciales

* Son de la forma f(x) = ku(x), siendo k >0; en lo que se re-

fiere a los asuntos de "limite" y "continuidad", son inofen-
sivas o peligrosas en el punto "c" segun que la funcion "u"
sea inofensiva o peligrosa en dicho punto.

Por ejemplo, la funcion u:lJ ]  tal que u(x) = x =polinomio es inofensiva
en todo punto; por tanto, el trabajo con f(x) = 3% es inofensivo en todo punto.
Por ejemplo, la funcién v:[J ] definida como v(x)=1/x Ecociente de
polinomios es peligrosa solo en el punto x =0 en que se anula su denominador;
por tanto, el trabajo con g(x) =51/x sélo es peligroso en dicho punto.

Por ejemplo, la funciéon w:l ] tal que w(x) = Jx es inofensiva si x > 0;

por tanto, el trabajo con h(x) = 2vx s inofensivo si x >0.

Puede ocurrir que el trabajo con f(x)=ku(x) en el punto
"c" sea inofensivo en lo referido a los asuntos de "limite" y
"continuidad" pero sea peligroso en lo referido a la "deri-
vabilidad". No hay un criterio general de peligrosidad para los trabajos
relacionados con la "derivabilidad".

7) El peligro de las sumas y restas

e Si la funcion "f' es el resultado sumar o restar otras fun-

ciones, el trabajo con "f' en el punto "c" es inofensivo si
todos los sumandos son inofensivos en dicho punto, y es
peligroso si algiun sumando es peligroso en '"c".

Por ejemplo, siendo f:[] ] tal que

+51/x +4/x +3 +31 —=x4 —logs (x +5)

f(x)=x2 - -
como:

Lu(x)= x2= polinomiol] inofensiva en todos los puntos
Ov(x)= 4/(x— ®)= cociente de polinomiosl] inofensiva si T
Ow(x)= 51/x= 5cociente de polinomios [ inofensiva si& 0
Oh(x)= v/x+ 3= P%polinomio 0 inofensivasix 3 @ >x  3)
Oeg(x)= J1- x4 = mp am [J inofensiva en todos los puntos
Ut(x)= logz (x+ 5)= log3 (polinomio)l] inofensivasix 3 0 >x 5)

resulta que, en lo que se refiere a los asuntos de "limite" y "continuidad", el tra-
bajo con "f" sera inofensivo en el punto "x" st x Z0,xZT,x>-3yx >-5 (0
sea, si x > —3 siendo x # 0 y x #T), y sera peligroso en los demas puntos.
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8) El peligro del producto

e Si la funcion "f' es el resultado multiplicar diversas fun-
ciones, el trabajo con "f' en el punto "c" es inofensivo si
todos los factores son inofensivos en dicho punto, y es pe-
ligroso si algun factor es peligroso en "c".

X

3—-x
Uu(x)= x/(3— x)= cociente de polinomioslJ inofensiva si% 3

Llv(x)= ex= epolinomio [ inofensiva [k

Oh(x)= logg (x— 7)= logg (polinomio)J inofensivasix ¥ @O >x 7)

Por ejemplo, siendo f:[1+3] tal que f(x)= .eX.logg (x —7), como:

resulta que, en lo que se refiere a los asuntos de "limite" y "continuidad", el tra-

bajo con "f" sera inofensivo en el punto "x" si x Z3y x>7 (o sea, si x>7),y

sera-peligroso en los demas puntos.

Por.ejemplo, si f:[1 3] es tal que f(x)= 2 x 31 91/x | como:

X2 x—1
Lu(x)= x/(4— x2)= cociente de polinomios inofensiva six* 2
Ov(x)= 31/(x— 1= lmpa{/ cociente de polinomios [J inofensiva si% 1

Dh(x>: 91/x = 9cociente de polinomios [] inofensiva siz 0

resulta que, en lo que se refiere a los asuntos de "limite" y "continuidad", el tra-
bajo con "f" sera peligroso solo si x = *2,x =1y x =0, y sera inofensivo en

los demas puntos.

Por ejemplo, siendo f:[J ] tal que f(x)= 1 +X 5 .71/(2+x2) | como:
X

(u(x)= x/(4+ x2)= cociente de polinomios inofensivid X, pues
cl denominador no se anula para ningtn valor real de "x".

Ov(x)= 71/(1+x2)= 7Fcociente de polinomios [ inofensival [Tk , pues el
denominador no se anula para ningin valor real de "x".

resulta que, en lo que se refiere a los asuntos de "limite" y "continuidad", el tra-
bajo con "f" es inofensivo en todo punto.

Por ejemplo, siendo f:[1 4] tal que f(x) =x2.44 +x0, como:

Ou(x)= x2= polinomiol inofensiva [k
Ov(x)= V4+ x6= PYpolinomio [ inofensivid X  , pues el

polinomio 4 + x6 s6lo toma valotes positivos.

resulta que, en lo que se refiere a los asuntos de "limite" y "continuidad", el tra-
bajo con "f" es inofensivo en todo punto.
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* Si la funcion "f' es el cociente entre las funciones "u" y "v

9) El peligro de la division

n

(o sea, es f(x)=u(x)/v(x)), el trabajo con "f' es inofensivo
en el punto "c¢" si el numerador u(x) y el denominador
v(x) son inofensivos en "c" y ademas el denominador no se

anula en dicho punto; es peligroso si el numerador o el
denominador son peligrosos en "c" o el denominador se
anula en dicho punto (violacién de la primera Regla Sagrada).

Por ejemplo, siendo f:[J 3] tal que f(x)= , COMO:

D S

3x+2 —1

LHu(x)= x3= polinomiol] inofensiva en todo punto

[v(x)= 3x*2- 1= suma de la constante —1 (inofensiva 0 {lll , pues una
constante es un polinomio de grado cero) y de la funcién exponencial
3x*2 (inofensiva en todos los puntos, pues el exponente x +2 es un ino-
fensivo polinomio) O v(x§ 3x*Z 1 es inofensiva en todo punto.

resulta que, en lo que se refiere a los asuntos de "limite" y "continuidad”, el tra-
bajo con f(x)=u(x)/v(x) sélo es peligroso en los puntos que anulen el deno-
] pelig P q

minadort:
3x+2 —1 =0 [ 3x+Z= [ +x =2 [ == 2

x2 —1+logs (4 —x)
x2 =9
Hu(x)= x2- 1+ logs (4= x)= suma del polinomio x2 —1 (inofensivo en to-

Por ejemplo, siendo f:[J 3] tal que f(x)= , COMO:

dos los puntos) y de la funcién logaritmica logs (4 —x) =logs polinomio
que es peligrosa solo si 4—=x <00 u(xF x% %+ logs (4 x) es peli-
grosa solo st 4 —x <0.
Ov(x)= x2= 9= polinomiol inofensiva en todo punto
resulta que, en lo que se refiere a los asuntos de "limite" y "continuidad”, el tra-
bajo con f(x)=u(x)/v(x) es peligroso en el punto "x"si 4 —x<0(J 2 4) o

six= *3 (puntos que anulan el denominador: x2 -9=00 =+ 3).

, 2x /1 +x3
Por ejemplo, siendo f:[J 3] tal que f(x)= 5o > como
X
Hu(x)= 2x 21+ x3 = 2polinomio  iMPar polinomio [J inofensiva en todos los

puntos
[v(x)= x0+ 7= polinomiol] inofensiva en todos los puntos

resulta que, en lo que se refiere a los asuntos de "limite" y "continuidad”, el tra-
bajo con f(x)=u(x)/v(x) es inofensivo en todo punto, pues el denominador

v(x) =x0 +7 no se anula para ningtn valor real de "x".
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10) Las funciones trigonométricas o "circulares"

RECORDATORIO

"x" es:

-

* En un triangulo rectangulo, para el angulo

sen X =b/c ; cosec x =1/sen x
cosx =a/c ; sec x =1/cos x

tg x =b/a ; cotgx =1/tg x

\

T
y

<

EL CIRCULO GONIOMETRICO

«<

* Enun circulo de radio 1, para el angulo

n_n

X €S

cotgx ——»

sén X

tg X

'

4—— cosx —P

Los angulos siempre se miden en radianes: un radiin es el 4an-

gulo tal que la longitud del arco PS coincide con el radio de la circunferencia,
La circunferencia (360 grados) tiene 2.7 radianes; por tanto, expresado en
grados, un radian corresponde a 360/(2.1) [J57'29578 grados.

S

Ip

Grados |0 30 45 60 90 180 270 360
Radianes |0 TU/6 T1V4 1] ST [ T3 2 2.
seno |0 1/2 A2/2 432 1 0 -1 0
coseno |1 ~f3/2 ~2/2 12 0 -1 0 1

v
N

/
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e Si'"f'es de la forma f(x)=sen u(x) o6 f(x)=cos u(x),en

lo que se refiere a los asuntos de "limite" y "continuidad”,
el trabajo con "f' es inofensivo o peligroso en el punto "c"
segun que la funcion "u" sea inofensiva o peligrosa en di-
cho punto. Para las restantes funciones trigonométricas
basta tener en cuenta los peligros inherentes a toda divi-
sion, y saber que, siendo "k" un numero entero cualquiera,
es:
sen u(x)=0 U u(xy k.mn

cos u(x)=0 0 u(xy) (2. 1).%

Por ejemplo, siendo f:0J ] tal que f(x)=sen (1 +x2), la funcion "f" es

inofensiva 0 {Ill | pues el polinomiou(x) =1 +x2 es inofensivo [1 {1l

Por_ejemplo, siendo f:[J+3] tal que f(x)=cos (2 —x3), la funcién "f" es

inofensiva 0 {Ill | pues el polinomiou(x) =2 —x3 es inofensivo 0 {II]

Por ejemplo, siendo f:0J 3] tal que f(x)=sen (Ln x), la funcién "f" sélo es
peligrosa si x <0, pues u(x) =Ln x sélo es peligrosa si x <0.

Por ejemplo, siecndo f(x)=cos 31/x la funciéon "f" sélo es peligrosa en el

punto x =0, pues u(x) =31/% sélo es peligrosa en dicho punto.

Por ejemplo, sicndo f(x)=tg (x —1) =(sen (x —1))/(cos (x —1)), como el nu-

merador y el denominador son inofensivos en todo punto, el trabajo con "f"

sélo. es peligroso en aquellos puntos "x" en que se anula el denominador:

cos(x—-1)=00x £ 2Kk 1.mw/2] =x+1 (2&k 1).7/2, donde "k" pue-
de tomar cualquier valor entero.
Por ejemplo, siendo f(x)=cotg x =(cos x)/(sen x), como numerador y de-

nominador son inofensivos en todo punto, el trabajo con "f" sélo es peligroso
en los puntos "x" que anulen al denominador: sen x =0 I x =k.TT, donde "k"

puede tomar cualquier valor entero.

Por ejemplo, siendo tal que f(x) =sec 2.x =1/(cos 2.x), como el numerador y

el denominador son inofensivos en todo punto, el trabajo con "f" sélo es peli-

groso en los puntos "x" en que se anule el denominador: cos2.x =0 U

2x=2k+). w20 = (2.8 1). W4, donde "k" puede tomar cualquier va-
lor entero.
Por ejemplo, si f(x)=cosec (x —3) =1/(sen (x —3)), como el numerador y el

denominador son inofensivos en todo punto, "f" sélo es peligrosa en los puntos
"x" que anulen al denominador: sen (x —3)=00 x % k.t] =x +3 k.7,

donde "k" puede tomar cualquier valor entero.
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1.14 GRAFICA DE UNA FUNCION

Puesto que la funcién f:[J ] es simplemente un criterio o ley que asocia nua-

meros reales con numeros treales, en la visualizaciéon
de "f" tendra gran protagonismo la visualizacién del Di
conjunto [J de los nimeros reales, que en nuestra

historia desempefia dos papeles a la vez, pues hace

el papel de conjunto "inicial" de "f"' y también hace

el papelide conjunto "final" de "f".

Llamamos "eje de abcisas" a la recta elegida para visualizar
el conjunto "inicial", y llamamos "eje de ordenadas" a la rec-
ta elegida para visualizar el conjunto "final'. Por comodidad,
siempre consideraremos que el eje de abcisas y el de ordenadas son perpendicula-
res 'y que su punto de corte es el que corresponde al nimero cero en cada eje.

4 El eje de ordenadas

es la visualizacion del con-
junto "final" []

El eje de abcisas cs la
visualizacion del conjunto
"inicial" [

>

0

La representacion grafica de una funcion real de va-

riable real es una curva plana. bn efecto, si "x" es un nimero

real'del conjunto "inicial" y "f(x)" es el nimero real del conjunto "final" que la
funcién f:00 3] asocia a "x", es claro que los numeros reales "x" y "f(x)" de-

terminan de manera inequivoca un punto del plano: el punto que tiene coorde-
nadas (x;f(x)). Por tanto, si asigndsemos a "x" los infinitos valores que puede to-

mar y fuésemos posicionando en el plano los infinitos puntos (x;f(x)) que se van

obteniendo, al final nuestros ojos verfan una curva plana.

A

¥ Grificade f /. De la curva re—\
presentativa de

e I "f' también se

dice que es el

20y m— grafode "f"
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El Calculo Diferencial no se ha inventado para fastidiar a nadie, se ha inventado
porque es una herramienta eficacisima para resolver infinidad de problemas de la
vida real. Aunque es prematuro hablar de esos problemas, conviene que sientas
que el Célculo Diferencial sirve para algo; por eso, y hasta que abordemos
problemas de la vida real, debes considerar que la finalidad
del Calculo Diferencial es la representacion grafica de fun-
ciones. En consecuencia, debes entender que los conceptos que introduciremos
en los proximos temas son las herramientas necesarias para ser eficaces al repre-

sentar la grafica de una funcién f:0] 3]

conla que se esta trabajando ..... porque no
puedes ir por la vida representando funcio-
nes "punto a punto”, como hacias en cursos
anteriores, cuando, para que te acostumbra-
ras-a posicionar puntos en un sistema de
referencia plano y rectangular, tu profesor te

daba, por ejemplo, la funcion f:00+3]  tal
que f(x)=x2 +x +1 y te pedia que ubicaras 3
en el plano unos pocos puntos por los que
"pasa" la grafica de esa funcion:

x |=2 -1 01 2
fx)|3 1 137

* Pregunta: :por qué nos da la neurosis
pot representar curvas?

* Respuesta: nos da la neurosis de representar curvas porque la curva repre-
sentativa de la funciéon f:[0 ] nos permite tener una vision global del fend-

meno gobernado por "f".
» “Pregunta: :qué es eso del fendmeno gobernado por "f'?

* Respuesta: cl Cilculo Diferencial naci6 ligado a la "Fisica" que preocupaba a
los seres humanos de principios del siglo XVII, pues fueron los grandes fisicos
de 1a época los que lo "inventaron" para poder hincatle el diente a fendmenos
como el del movimiento de los planetas o el de la transmisiéon del calor; pero
desde entonces ha llovido mucho, y para contestar la pregunta planteada pode-
mos poner ejemplos de fendmenos que nada tienen que ver con la Fisica.

Por ejemplo, picnsa en ¢l fendmeno de la ingesta de cerveza y su influencia en tu
nivel de euforia; en concreto, considera que el nimero real "x" expresa en litros la
cantidad de cerveza que bebes un dia de juerga y que f:0J 3] es la funcidon que
determina o gobierna tu nivel de euforia "f(x)" cuando la cantidad ingerida de

cerveza es "x". Asi las cosas, considera que la grafica de la funciéon "f" es la repre-
sentada en la siguiente figura.
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Af(x) =Nivel de euforia F intringulis de la grafica de "f" se redu-

ce a tres conceptos:

7

e Limite de "' en un punto x =c.
 Continuidad de "f" en un punto x =c.
|+ Derivabilidad de "f" en un punto x = c.

Q\

0l04 1 16 2 3

> X
x = Cantidad ingerida

A la vista de la grafica de "f" podemos hacernos una idea global del fenémeno:
cuando no bebes (x =0) tu nivel de euforia es 2. Los primeros tragos te deprimen
un poco; pues tu nivel de euforia va disminuyendo hasta que la cantidad ingerida
es 0'4, pero a partir de ahi la cosa cambia, pues el nivel de euforia empieza a cre-
cer hasta que alcanza una zona de meseta entorno al nivel de euforia 4. La meseta
se mantiene hasta que la cantidad ingerida llega a 1'6, que marca el inicio de un
subidén que alcanza su Maximo cuando la cantidad ingerida es 2 ..... y a partir de
entonces anda con ojo, porque tu euforia comienza a disminuir si sigues bebiendo,
y con la gota de cerveza que colme los 3 litros tu euforia se desplomara muy brus-
camente, lo que puede producirte mareos y desagradables vomitos. Si te empecinas
y-sigues bebiendo, tu euforia seguird disminuyendo, aproximandose al nivel cero,
quees el de las piedras.

Muy importante: otras notaciones

A veces se esta trabajando con una funcién f:[] ]

n_n

y, para abreviar, se denota "y" al nimero real "f(x)" E

que "f" tiene a bien asociar a "x". Por ejemplo, en

vez de escribir
f(x)=3.x =1 ; f(x) =x.Ln x ; f(x) =sen x2

se escribe

2

y=3x-1;y=x.Lnx ; y=senx

Esta notacion no es recomendable para los principiantes,
porque con ella es mas facil que se les despiste lo esencial,
Yy lo esencial ahora es asimilar que tras la notacion "f{x)"
hay 5 protagonistas (a saber: el conjunto [ipicial, €l [ final, la correspon-
dencia "f" que asocia elementos de Ujpica con elementos de [ gy, €l numero
x U picial v el namero f(x) [ fra que "f' tiene a bien asociar a "x"), Yy que
nuestro cerebro debe ser capaz de estar pendiente de los
cinco simultaneamente.
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1.15 LAS RECTAS Y LAS PARABOLAS

Las rectas y parabolas son las "curvas" mas

famosas; las encontraras hasta en la sopa

La grafica de un polinomio de grado no superior a uno es
una recta (no perpendicular al eje de abcisas). De otro modo: toda recta no
perpendicular al eje de abcisas es la grafica de una funcién f:0 31  tal que

f(x) =a.x + b, donde "a" y "b" son constantes.

Sea cual sea el valor de "a", sucede que Af(x)=ax +b

£(0)=a.0 +b=b, por lo que la recta

"corta" al eje de ordenadas en el punto a.z+b

"b"; de "b" se dice que es la ordena- | .} .
da de la recta en el origen. 1.a
recta corta al eje de abcisas en el punto au+hs

"x" tal que f(x)=0:

f(x)=ax+b=00 £~ b/a
Del nimero —b/a se dice que es la ab-

cisa de la recta en el origen. Zh/a

e o e 2 S
NS P

» x

Para dibujar una recta basta "posicionar” dos pun-

tos de ella. Por ejemplo, para dibujar la recta f(x)=2 +3.x, los pardillos
posicionan dos puntos cualquiera de ella:

six=10 f(& 2 3.% 5l larectapasapor el punto (1;5)
six=20 f(2y 2 3.2 & larecta pasa por el punto (2;8)

Pero los que no se chupan el dedo dibujan la recta calculando su abcisa y su orde-
nada en el origen, pues asi tardan menos:
six=00 f(0y 2 3.6 21 larectapasapor el punto (0;2)
{si f(x)=2+3x=00U & —- 2/3] larecta pasa por el punto ( 2/3;0)

Af(x) Af(x)
8
x | f(x) x | f(x)
11 5 :> 5 0 | 2 :>
21 8 -2/3| 0 A
/ )
/ 1 2 °F / > x
PARDILLO I PROFESIONAL I
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Si una funcion "f' es un polinomio
de grado uno, también se dice que
"f' es una funcion "lineal”

mas, sin duda te preguntas donde esta la P
"proporcionalidad” en esta historia. a.x+b A

Como en el lenguaje matematico las pala- Af(x)=ax+b
bras "lineal" y "proporcional" son sinéni-

Fijate: si P = (x;f(x)) es un punto ge- f(x)—b
nérico de una recta, como f(x)=a.x +b, 0 \k

sucede que f(x)—b=a.x; o sea, la dife-

rencia f(x)—b entre la ordenada "f(x)" <— X >

del punto "P" y la ordenada "b" de la | — >«
recta_en el origen es proporcional a la x

abcisa "x" de "P". Si miras la figura podras comprobar que la constante de propor-
cionalidad (o sea, "a") coincide con la tangente del 4ngulo "0" que la recta forma
con la direccién positiva del eje de abcisas:

f(x)=b

f(x)-b=ax [ =a=tg O

De"a" se dice que es la pendiente de la recta. Observa: si a=00 & 0 la
recta es paralela al eje de abcisas (o también: a=0 U f(x¥ B constante).

Recta que pasa por dos puntos conocidos

Si(x3y) son las coordenadas

de un punto genérico de la 4 (x;Y)

recta que pasa por los puntos y

(x0;y0) ¥ (x15¥1), de la figu-
ra, por semejanza de triangulos, (x1;y1)
se deduce que: ¥1

X7X0 _Y~Y0

X17X0 Y17Yo Y17Y0
Por ejemplo, para la recta que
pasa por los puntos (2;3) y Y0 (x0550)
(5;-06), es:

2_y-3 >
X — 2o — X X1 X
= Os 9 3x / 0

5-2 —6-3 7 < x1-x0 3
Asi, la expresion matematica de 2 X = x( S
la funcién lineal f:[0 1 cu-

ya grafica es la recta que pasa por los puntos (2;3) y (5;-6), es f(x) =9 —3.x.

y=Yo
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Recta que pasa por un punto conocido

con pendiente conocida

Si (x;£(x)) son las coordenadas de un punto genérico de la recta que pasa por el
punto conocido (m;n) y tiene pendiente conocida "a", la expresiéon matematica de
la funcion lineal f:00 31  cuya grafica es dicha recta es f(x) =a.x +b; el valor de

"b" se determina al exigir la recta pase por (m;n), o sea, al exigir que f(m) = n:

f(m)=nl ant B 4] =b —n alh +—*€(X) ta.x- n hAlm

sustituimos "b" por "n —a.m" en f(x) =a.x +b
U g & a(x m)

Por ejemplo, la expresion matematica de la funcion lineal £:0 +3]  que pasa por

el punto (6;—4) y tiene pendiente 3 es f(x) =—4 +3.(x —6) =3.x —22, y la expre-
sién matematica de la funcion lineal g:[0 3] que pasa por el punto (=5;7) y
tiene pendiente —4 es g(x) =7 —4.(x —(-5)) = 4.x —13.

La grafica de un polinomio de grado 2 es una para-
bola; o sca, es una paribola la grafica de toda funcién f:00 —1  cuya expresion

matematica sea f(x) =a.x2 +b.x +c, siendo "a", "b" y "c" constantes y a 0. La

paribola tiene sus "cuernos"” hacia arriba o hacia abajo segun que

"a" sea positivo o negativo ..... y las soluciones de a.x2 +b.x +c =0 nos
dirdn si la parabola y el eje de abcisas se "tocan" o no:

1) Si la ecuacion a.x2 + b.x +¢ =0 tiene dos soluciones reales y distintas x =x( y
X = x1, la parabola corta al eje de abcisas en esos puntos.

2) Sila ecuacion a.x2 + b.x +c¢ =0 tiene una raiz real doble x =x(), la parabola es
tangente al eje de abcisas en ese punto.

3) Sirla ecuacion a.x2 + b.x + ¢ =0 carece de raices reales, la parabola no "toca" al
eje de abcisas.

f(x)=a.x2 +b.x +c; a >0

f(x) f(x) f(x)

AN N B

X I P X

f(x)=a.x2 +b.x +c ; a <0

£(x) £(x) Tf (x)
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Ejemplos:
1) La grafica de f{:0 ]  tal que fj(x) =x2 —5.x +4

¢s.una parabola con "cuernos" hacia arriba (pues el
coeficiente de x2 es positivo); como las soluciones de
x2 =5.x +4 =0 son reales y distintas (x =1, x =4),

la parabola corta al eje de abcisas en esos puntos.

2) La grafica de f5:0 31  tal que fo(x) =x2 —4.x +4
es una parabola con los "cuernos" hacia arriba (pues el
coeficiente de x2 es positivo); como la ecuacion
x2 —4.x +4 =0 tiene una raiz real doble (x =2), la

parabola es tangente al eje de abcisas en ese punto.

3) La grifica de f3:00 1 tal que f3(x)=x2 +x +5 es
una parabola con los "cuernos" hacia arriba (pues el
coeficiente de x2 es positivo); como la ecuacion

x2 +x +5=0 carece de raices reales, la parabola no
"toca' al eje de abcisas.

4) La grafica de f;:0+3]  tal que fg(x)=-x2 +3.x
es una parabola con los "cuernos" hacia abajo (pues el
coeficiente de x2 es negativo); como las soluciones
de =x2 +3.x =0 son reales y distintas (x =0 y x =3)
la parabola corta al eje de abcisas en esos puntos.

5) La grafica de la funciéon f5:0+3] definida como
f5(x)=—x2 +2.x =1 es una parébola con "cuernos"
hacia abajo (el coeficiente de x2 es negativo); como
—x2 +2.x =1 =0 tiene una raiz real doble (x =1), la

parabola es tangente al eje de abcisas en ese punto.

0) La grafica de la funciéon fg:0 3] definida como

fg(x)=-x2 +x =7 es una paribola con "cuernos"

hacia abajo (pues el coeficiente de x2 es negativo); co-

mo la ecuacién —x2 +x —7 =0 no tiene raices reales,
la parabola no "toca" al eje de abcisas.

f4(x)

\3 P X

N
e}

TfS(X)
1 > x
)

Tf6 (x)

P X

N

Sila parabola no "toca" al eje de abcisas (ejemplos 3 y 6) nos quedamos con el
culo al aire. En su momento veremos que el punto en que la parabola

f(x) =a.x2 +b.x +c presenta su maximo (o0 mfnimo) es x = —b/2.a; asi, la
parabola f3(x) =x2 +x +5 presenta su minimo en el punto x ==1/2,yla

parabola fg(x) = —=x2 +x —7 presenta su maximo en el punto x =1/2.
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1.16 FUNCIONES UNIFORMES

Se dice que la funcion f:[0 3]  es uniforme si cada nimero real "x" del con-

junto inicial que tiene imagen en el conjunto final, tiene una Unica imagen.

Por ejemplo, la funcion f:00 ]  tal que f(x)=1+x2 es uniforme, pues cada

numero real "x" que tiene imagen en el conjunto final [ tiene una unica imagen.
q g ] g
Sin embargo, no es uniforme la funcién g:00 31 tal que (g(x))2 =1+ x2, pues

(g(x)2=1+x2 U g(xF+ v+ x2,lo que indica que cada numero real "x" que

tienedimagen en el conjunto final [ tiene dos imagenes; asi:
o(7)=+1+72 =450 ; o(~4) =£[1 +(4)2 =H/17

E1'99'9 % de las funciones con que trabajaremos seran uniformes.

AY AY |

\

0 0

> X » X

Grafica de una funcion uniforme  Grafica de una funcidon no uniforme

Sila funcién f:0 31  es uniforme, las rectas paralelas al eje OY no cot-
tan o cortan en un unico punto a la curva representativa de "f"; si "f'" no
es uniforme hay rectas paralelas al eje OY que cortan a dicha curva en dos
O mas puntos.

1.17 FUNCIONES ALGEBRAICAS Y
TRASCENDENTES

Se dice que una funciéon "f" es algebraica silas operaciones que deben realizar-
se para calcular el nimero "f(x)" son las llamadas algebraicas: suma, resta, multi-
plicacién, division, potenciacion de exponente constante y radicacion de indice
constante. Se dice que "f"' es trascendente si no es algebraica.

Por ejemplo, son algebraicas las funciones tales que:
) =x3 —3x ; £(x) =X ) =35/ +x) 5 £(x) —_xtax
x~1 1-3/2 +x
pues en los cuatro casos sucede que las operaciones que deben realizarse para cal-
cular el numero "f(x)" son las algebraicas: suma, resta, multiplicacién, division,
potenciacién de exponente constante y radicacion de indice constante. Son tras-

cendentes las funciones f(x) =23-x+1 f(x) =logq (x +1), f(x) =sen x2 .
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1.18 DOMINIO DE
DEFINICION DE UNA FUNCION

Si f:0F3]  es la funcién cuya grafica se quiere dibujar y "a" es un numero real

del conjunto "inicial", puede suceder que "f" no asigne imagen en el conjunto "fi-
nal" al nimero "a", lo que en términos geométricos significa que no hay curva en
la vertical del punto "a" (es decir, la recta de ecuaciéon x =a, que es paralela al eje
de ordenadas y pasa por el punto "a" no tiene ninglin contacto con la curva repre-
sentativa de "f"). Por eso, si nuestro trabajo es representar la grafica de "f'", se
entiende que la primera preocupacion siempre sea la misma: determinar cuales son
los mimeros reales del conjunto "inicial" a los que "f" si les asigna imagen y cudles
son los pobrecitos desgraciados a los que "f" no les asigna imagen. Para dar res-
puesta-aesta preocupacion el Calculo Diferencial inventa lo que llama dominio
de definicion de "f" (se denota Dom.f), que es el subconjunto de  Ujpicial
que forman los nameros reales a los que la funcién "f" si les asigna imagen; es de-
cir: Dom.f = {X M inicial / £ ﬁnal}. Si f(a)D se dice que la funcién "f"
esta definida en el punto "a", y si f(a) [l se dice que "f" no esta definida en di-

cho punto.

DE PEROGRULLO

La funcion "f' no esta definida en el punto
"a" si para calcular "fla)" hay que violar
alguna Regla Sagrada del Calculo

Por ejemplo, si f:[1+3] es tal que f(x) = x/(x —4), entonces "f" esta definida
en ‘el punto "6", pues £(6)=6/(6—4)=3[00 , lo que en términos geométricos
significa que hay curva en la vertical de dicho punto. Pero "f"' no esta definida en el
punto "4", pues £(4)=4/(4 —4)=4/0 [l (violacién de la primera Regla Sagra-
da), lo que en términos geométricos significa que no hay curva en la vertical de "4".
Por ejemplo, si f:[1 3] estal que f(x) = Vx =3, entonces "f" esta definida en
el punto "9", pues f(9) = Jo-3=6m , Io que en términos geométricos signi-
fica que hay curva en la vertical de "9". La funcién "f" también esta definida en el
punto "3", pues f(3) =3/3-3 =00 , lo que en términos geométricos significa
que hay curva en la vertical de "3"; también esta definida "f" en el punto "2", pues
£(2) =2-3=-1=410, lo que en términos geométricos significa que hay
curva en la vertical de "2".

Por ejemplo, si f:[1 3] estal que f(x) = Yx -3, entonces "f" esta definida en
el punto "9", pues f£(9) = Yo-3=%6m , 1o que en términos geométricos signi-

fica que hay curva en la vertical de "9". La funcién "f" también esta definida en el
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punto-''3", pues f(3) =43-3=000, lo que en términos geométricos significa
que hay curva en la vertical de "3". Pero "f" no esta definida en el punto "2", pues
t(2)= Y2-3 =%~ m (violacion de la segunda Regla Sagrada), lo que en térmi-
nos geométricos significa que no hay curva en la vertical de "2".

Por ejemplo, si f:[J ] estal que f(x) =Ln (x —3), entonces "f'" esta definida
en el punto "9", pues £(9)=Ln (9 —3) =Ln 6 Il , lo que en términos geométricos
significa que hay curva en la vertical de "9". Pero "f" no esta definida en los puntos
"3"y"2" pueses f(3)=Ln(3-3)=Ln 0 yf(® Ln@2 3 Ln 00 ,lo
que significa que no hay curva en la vertical de "3" ni en la vertical de "2".

CRITERIOS PARA DETERMINAR EL DOMINIO
DE DEFINICION DE UNA FUNCION

Para no hacer el ridiculo con el asunto del "dominio de definicion'" de una

funcion f:00 1 debes saber que:

01) Si £(x) = polinomio 0 £(J00 [ x

02) Sif(x)=u(x)*v(x) 00  solosi Wk) bilv(x)

03) Si f(x)=u(x).v(x) U fJ0  solo si k) v (x)

04) Si f(x)=ux)/v(x) U {0 solosidld) Oi(x) # yv(x) O.
Si f(x) =cociente de polinomios [ f(x) Il sélosiv(%¥) 0.

05) Si f(x)=ku® (k>0) 0 (00  solosi {&)

06) Si f(x)=""P2 ux) 0 £({0  sélosi &)

07) Si f(x)=Plu(x) O f(:00  sélo si k) Xu(x) 0
08) Sif(x)=logru(x) f(xJ0  sélosi Wk) ¥»u(x) 0
09) Si f(x)=sen u(x) 6 f(x)=cosu(x) U f(xJ  sélosi i)

10) Si f(x)=|ux)| 0 00  sélosi k)

Observa: cl signo del nimero real
u(x) tiene protagonismo estelar a la ho-

iLo mismo que
ocurria en el catalo-
go de peligros!

ra de determinar el dominio de
definicidon de funciones de la forma

f(x) =P u(x) 6 f(x) =log| u(x)

Sila expresion matematica de u(x) es

tontorrona, sera sencillo determinar los
n_n

puntos "x" tales que f(x) [ ; pero el

asunto se complicara si se complica la
expresion matematica de u(x).
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FONEMATO 1.18.1

Determinese el dominio de definicién de las siguientes funciones:
Dfi(x)=4/(x=3); 2) f2(x) =51/x ; 3) f3(x) —ex?
4) f4(x) =3x/(x =7) 5 5) f5(x) =log3 (x +7) ; 6) f6(x) =Ln (I +x8)
7) £7(x) =£1(x) +f2.(x) = f3(x) ~f4(x) ~f5(x) +f6(x)
8) fig (x) =f1(x).£2.(x).£3(x).f4 (x).f5(x).f6 (x)

SOLUCION

1) Como f1(x)=4/(x —3) =cociente de polinomios, es f1(x) [ en todo punto

"x'"que no anule su denominador. Por tanto: Dom.f; ={x [0 /% 3}.

2) Como fy(x)=51/x =5h(x) es fp(x)I sélosi h(K)] ;como h(x)=1/x =

n_n

cociente de polinomios, es h(x) Il si "x" no anula el denominador de h(x).
Por tanto: Dom.f, ={x [ /% 0}.

g(x)

3) Como f3(x) =ex2 =% es f3(x) 0 sélosi g(B)) . Como g(x)=x2 es

un polinomio, entonces g(x) Il para todo "x". Por tanto: Dom.f3 = [].

4) Siendo fy(x)=3/x/(x —6) =P y(x), es fy(x)ID sélosiv(E] . Como
v(x) = x/(x —06) Ecociente de polinomios, es v(x)[ para todo "x" que no
anule su denominador. Por tanto: Dom.f4 ={x I /% 6}.

5) Como f5(x) =logsz (x +7) =log3 u(x) es f5(x) I sélo si u(K) y u(x)>0.

Como u(x) =x +7 =polinomio, entonces u(x) [l para todo valor de "x", y es

u(x)=x +7 >0 si x> —7. Por tanto: Dom.fs ={x I /x- 7}.

6) Como f4(x)=Ln (1 +x8) =logj; t(x), es fo(x)D solosit(®  y t(x)>0.
Como t(x)=1+x8 =polinomio, es t(x)[I] para todo "x", y ademais es

t(x)=1+x8 >0 para todo "x". Por tanto: Dom.fg = [.

7) Como la funcién f7 es suma de otras funciones, el dominio de definicién de f7
es la interseccion de los dominios de definicion de los distintos sumandos; es
decir:

Dom.f7 ={x 0 /% 3% 0% 6X— 7}

8) Como la funcién fg es producto de otras funciones, el dominio de definicién de
fg-es la interseccion de los dominios de definicion de los distintos factores; es
decir:

Dom.fg ={x 0 /% 3% 0% 6X— 7}
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FONEMATO 1.18.2

Determinese el dominio de definicién de las siguientes funciones:
D fi(x)=x/(x2 =9) ; 2) f(x) =R/1/(6 —x) ; 3) f3(x) =Y1/(7 —x)
4) f4(x) =31/(4 +x0) 5 5) f5(x) =loga (x =4) ; 6) f(x) Zsen (I —x3)
7) f7(x) =f1(x) = f2(x) +3.£3(x) =5.f4(x) =f5(x) +f6(x)
8) fg(x) =f1(x).f2(x).£3(x).f4(x).f5(x).f6 (x)

SOLUCION

n_mn

1) Como f1(x)=x/(x2 —9) =cociente de polinomios, es fi(x) [ para todo "x

que no anule su denominador. Por tanto: Dom.f; ={x I /%% 3}.

2) Como fy(x) =31/(6 —x) =P h(x), es fo(x) I sélo si h(x)ID . Como
h(x) =1/(6 —x) =cociente de polinomios, es h(x) Il si "x" no anula el deno-

minador de h(x). Por tanto: Dom.f, ={x Il /% 6}.

3) Como f3(x)=4/1/(7 —x) =P4/g(x), es f3(x) M sélosi g(x)M y g(x)=0.
Como g(x)=1/(7 —x) =cociente de polinomios, es g(x)I si x#7 (punto

en que se anula el denominador). No existe ningin valor de "x" tal que

o(x)=1/(7T—-x) =0, y es g(x)=1/(7—x)>0 siempre que 7—x>0, o sea,
siempre que x <7. Por tanto: Dom.f3 ={x I /< 7}

4) Como f4(x)=41/(4 +x6) =P/y(x) es f4(x) M solosiv(KI v v(x)=0.
Como v(x)=1/(4 +x0) =cociente de polinomios cuyo denominador no se

'

anula para ningun "x", es v(x)[ para todo "x"; y como v(x)=1/(4 +x0)

s6lo toma valores positivos, es Dom.f4 = [.

5) Comof5(x) =logo (x —4) =logs u(x) es f5(x) I solo si u(k) y u(x)>0.
Como u(x) =x —4 =polinomio, es u(x) Il para todo "x"; y u(x)=x —4 >0
si x >4. Por tanto: Dom.fs ={x M /x 4}.

6) Como fg(x)=sen (1 =x3) Ssen t(x), es fg(x)I solo si t(x)ID , y como

n_n

t(x) =1 —x3 =polinomio, es t(x) [l para todo "x". Por tanto: Dom.fg = .

7) Como la funcién f7 es suma de otras funciones, su dominio de definicion es la
interseccion de los dominios de definicién de los distintos sumandos, o sea:

Dom.f; ={x M /%* 3% 6x 7x & {{ </4«<x Zx 6}

8) Como la funcién fg es producto de otras funciones, su dominio de definicion es
la interseccion de los dominios de definicion de los distintos factores, o sea:

Dom.fg ={x M /%* 3% 6x 7x 4 {{ </4«<x Zx 6}
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FONEMATO 1.18.3

Determinese el dominio de definicién de las siguientes funciones:

D fy(x) = (x —1)/(x2 +4) 5 2) fr(x) =(x +1)%/3 ; 3) f3(x) =(x —2)5/2

4) f4(x) = . 5) f5<x>:%_;x>

X
Ln (x = 3)
SOLUCION

1) Como f1(x)=(x —=1)/(x2 +4) =cociente de polinomios cuyo denominador no

se anula en ningun punto, es Dom.f; = [.

2) Como fo(x)=3/(x +1)5 =™P¥h(x), es fo(x) 0 sélo si h(x)0 , y como
h(x) = (x +1)> =polinomio, es h(x) [l para todo "x". Asi: Dom.f, = [.
3y Como f3(x)=(x —2)5/2 =/(x =2)5 =P%/g(x), es f3(x) M solo si g(x)

y g(x)20. Como g(x)=(x —2)5 =polinomio, es g(x) ] para todo "x", y es
g(x) = (x —2)5 20 solo si x=2. Por tanto: Dom.f3 ={x [ /x 2}

4) Como f4(x)= In (;( =3 = r;l(()j; ,es fg(x) I solo si:
m(x) I ; n(K) ;Ax) 0

n_n

Como m(x)=x = polinomio, es m(x) [l para todo "x".

Como n(x)=Ln (x =3) =Ln p(x), es n(x) I soélo si p(Kl y p(x)>0. Co-
mo p(x) =x —3 =polinomio, es p(x) ] para todo "x"; y es p(x)=x=3>0
solo si x >3. Por tanto, es n(x) =Ln (x —3) Il sélo si x >3.

Determinemos los valores de "x" que anulan a n(x) =Ln (x —3):

n(x)=Ln(x-3)=00x ¥ 0O =x 4
En definitiva: Dom.fy ={x [ /x 3,% 4}.
Ln (9 —x) _ u(x)

x=5  v(x)’
u(x) M ; v(KY ;#(x) 0

Como u(x)=Ln (9 —x) =ELn t(x), es u(x) [ solosi t(Kl y t(x)>0. Co-

mo t(x) =9 —x =polinomio, es t(x) I para todo "x"; y es t(x)=9—x >0

solo si x <9. Por tanto, es u(x) =Ln (9 —x) [l sélosix 9.

5) Como f5(x) = es f5(x) I sdlo si:

Como v(x)=x —5 =polinomio, es v(x)Ull para todo "x", y es v(x)#0 si
X #5.

En definitiva: Dom.fs ={x [ /< 9,% 5}.
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FONEMATO 1.18.4
Determinese el dominio de definicién de las siguientes funciones:
yfy(x) = (x +3)/(x2 =8) ; 2) fo(x) =(x +1)77/5 ; 3) f3(x) =(x —2)79/4

X n(2-x
4) fy(x) = 24 -5>f5<x>=ﬁ

1-6%x
SOLUCION

1) Como f1(x) = (x +3)/(x2 —8) =cociente de polinomios cuyo denominador s6lo

seanula si x = +,/8, es: Dom.fj :{X M /%=+ \/g}

2) Como fp(x)=(x +1)77/5 =3/1/(x +1)7 =ImMPa/h x) | entonces fp(x) M  sélo
si-h(x) [ . Como h(x)=1/(x +1)7 =cociente de polinomios, es h(x) [ pa-

n_n

ra todo "x" que no anule su denominador. Asi: Dom.f, ={x I /%— 1}.

3) Como f3(x)=(x —2)79/4 =41/(x =2)9 =P¥/g(x), entonces f3(x) I sélo si
g(x)I0 vy g(x)20. Como g(x)=1/(x —2)? =cociente de polinomios, es

n_n

g(x)M si x#2. No existe ningan "x" tal que g(x)=1/(x =2)? =0, y es
g(x)>0 si x =2>0 (osea, x>2). Portanto: Dom.f3 ={x I /X 2}

4) Es f4(x) = 1X_+61 = 1;1((;) [ sélo si:

m(x) I ; n(KN ;A(x) 0

Como m(x) =x +4 =polinomio, es m(x) Il para todo valor de "x".

Como n(x)=1—06% es suma de una constante y de una funcién exponencial cu-

yo exponente es un polinomio, es n(x) Il para todo "x"; y n(x) se anula sélo

§ix=0(nx)=00+ 6= @ s 0Ol= x 0).
En definitiva: Dom.f4 ={x I /% 0}.

5) Bs f5(x) = Siii 1’3 = :8 M solo si:

u(x) 0 ; v(K ;#(x) 0
Como u(x)=Ln (2-x)=Lnt(x), es u(x) I solosi t(K) y t(x)>0. Co-
mo t(x) =2 —x =polinomio, es t(x)[I para todo "x"; y es t(x)=2—x >0
solo si x <2. Por tanto, u(x) =Ln (2 —x) [l sélosik 2.

Como v(x)=sen (x +1) =sen p(x), es v(x)I solo si p(x)=(x+1) U , lo
que sucede para todo "x", pues p(x) = polinomio. Ademas, es sen (x +1)#0
siempre que x +1#kn(J # k=® 1), siendo "k" un nimero entero cual-

quiera.

En definitiva: Dom.fs ={x I /< 2% k& 1}.
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FONEMATO 1.18.5

Determinese el dominio de definicién de las siguientes funciones:

< In(x—4
D6 =75 2 B =5 5 B =
4 £ =415 -3.x 3 5) f(x) =1 (x) +7.£2(x) =3.F3(x) +9.£4(x)

SOLUCION

- +3 _ mX G
1) Es f1(x) = - +Xlog5 - n((x)> [ solo si:

m(x) I ; n(K) ;Ax) 0

Como m(x)=x +3 =polinomio, es m(x) ] para todo "x"

Como n(x)=7+logs x es suma de una constante y de una funcién logaritmi-

" H

ca, es n(x) [ para todo tal que logs x Il , lo que sucede sélo si x >0.
Ademis, n(x) sélo se anula si x =1/57:
n(x)=7+logs x =0 0 logs £ — T} =x 5=7 1/57
En definitiva: Dom.f; ={x 0 /x 0% 1/57}.
2) Como fp(x) =8/x -5 =P%a(x), es fo(x) M solo si g(x) M y g(x)=0. Co-

mo g(x) =x —5 =polinomio, es g(x) ] para todo
si x 25. Por tanto: Dom.fy ={x [ /x 5}.

;7 g(x)=x =520 solo

3 Bs fyx) = 2O TD 8 g 0

cosx  v(x)
u(x) M ; v(KY ;#(x) 0
Como u(x)=Ln (x —4) =ELn t(x), es u(x) I sélosi t(K) y t(x)>0. Co-

mo t(x)=x —4 =polinomio, es t(x) ] para todo "x"; y es t(x) =x—4>0
solo si x >4. Por tanto, u(x) =Ln (x —4) Il sélosix 4.

Como v(x)=cos x =cos p(x), es v(x) I sélo si p(x)=x [ , lo que sucede
pata todo "x", pues p(x) = polinomio. Ademas, cos x #0 si x #(2k +1).1/2,
siendo "k" un numero entero cualquiera.

Endefinitiva: Dom.f3 ={x [ /x 4% (2k 1).7/2}.
4) Como fy(x) = Y15 -3.x _pa{/h(x), es f4(x) sélo si h(x)I y h(x)=0.

n_n,

Como h(x)=15—3.x =polinomio es h(x)] para todo "x"; y sucede que
h(x) =15 —3.x 20 sélo si x <5. Por tanto: Dom.f4 ={x I /< 5}

5) Como la funcion f5 es suma de otras funciones, su dominio de definicion es la
interseccion de los dominios de definicién de los distintos sumandos; o sea:

Dom.fs ={x M /x 0% 1/5,x 5x 4% (2 1.1W/2,s 5
={x /x 5}

Tema 1: Funciones reales de variable real 40



abrir
panel

FONEMATO 1.18.6

Determinese el dominio de definicion de la funcién f:0 +31  tal que

x2 =35 six <=5 \' _
f(x)=4-8/(x2 +4.x) si—5<x <-
1/(x=6)| six=-1
SOLUCION

Por primera vez encontramos una funcion "f' definida a in-
tervalos; cs decir, al contrario de lo sucedido con todas las funciones vistas
hasta :ahora, la expresiéon matematica del nimero real "f(x)" que la funcién "f"

asocia al numero real "x" no es la misma para todos los valores de "x", pues la

recta real ampliada se particiona en diversos intervalos dis-
Jjuntos (cn nuestro caso la particién es [F foo + 50=( 5; O- [+l ) y
la expresion matematica de "f(x)" es una u otra dependiendo
de que "x" pertenezca a uno u otro de dichos intervalos.

f(x)=x2 =35 f(x)=-8/(x2 +4.x)| | | f(x)=|1/(x = 6)|

A A

» X

x -5 X -1 x
Por ejemplo:
Ocomo x= — 600 = 5]es ff 6F £ 6> 35 1
Ocomo x=—2[H 5; 1)esff 2F — 8/ 2)2+ 4.¢ 2)F 2
Ocomo x= 4[H Koo )esf(dF |1/(4 6)F 1/2

£y

Para determinar el dominio de definicion de la funcion
iremos viendo qué sucede en cada uno de los intervalos en
que se ha particionado la recta real.

1) Si x oo 5+ 5]es f(xF x2— 35 polinomio (00 [Fox —=( ; 5].

2) Sitx [ 57 1)es f(xF — 8/(x2+ 4.x)E cociente de polinomios, por lo que es
f(x)[D en los puntos "x" del intervalo (=5;—1) que no anulen el denomina-
dor x2 +4.x, y como éste se anula s6lo si x =—4 [ 57 1)y x= 0K 5 1),
resulta que si x [ 57 1)es f(x[I] si x # —4.

3)Si xOF 1o )esf(xF [1/(x 6)E |u(x)

puntos "x" del intervalo [—1;+ o) tales que u(x) [ . Como u(x)=1/(x —06) =

, por lo que f(x)[ en todos los

cociente de polinomios, es u(x) Il siempre que x # 6, pues x =6 es el unico
punto del intervalo [—1;+ ) que anula al denominador x — 6.

* En definitiva, el dominio de definicién de "f" es:

Dom.f={x /f@E@= }Mx #-/x # 4,x 6}
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FONEMATO 1.18.7

Determinese el dominio de definicién de las siguientes funciones:

1) f(x) =logy (x3 —3.x2 +2.x) ; 2) g(x) =8/x4 -10.x2 +9

SOLUCION

1) Es f(x)=logyg (x3 —=3.x2 +2.x) Elog4 u(x) [ sélo si u(x)M y u(x)>0.

Como u(x) =polinomio, es u(x) Il para todo "x"

Pero la expresion matematica de u(x) =x3 —=3.x2 +2.x es lo bastante compli-
cada_como para que, con lo que sabemos, nos resulte imposible determinar

" "

todos los puntos tales que u(x) =x2 —3.x2 +2.x >0. Por tanto, no somos

capaces de determinar el dominio de definicion de la funcion "f".

\I$

jPuafl .... hasta que hasta que no aprenda a estu-
diar el signo de u(x), no siempre podré

? determmar todos los puntos "x" tales que
f(x) =logy u(x) M

Tu fino olfato matematico sin duda ya te ha hecho tomar conciencia de la gra-
vedad y patetismo de nuestra situacion: podemos averiguar si f(x) [l para

" "

cada valor concreto de "x", por ejemplo:

Of(0)= logs (03— 3.02+ 2.0)= logy O[T
Of(5)= logy (53— 3.52+ 2.5)= logy 60

pero como todavia no somos capaces de determinar todos los puntos "x" tales

que u(x) =x3 —3.x2 +2.x >0, nos resulta imposible determinar el dominio de

definicion de la funcion "f" tal que f(x) =log4 u(x).

2) Es ¢g(x) =8/x4 -10.x2 +9 =P¥ v(x) [ soélosi v(x)I y v(x)20, y como

H H

v(x) = polinomio, es v(x) Il para todo

Pero la expresién matematica de v(x) = x4 —10.x2 +9 es lo bastante compli-

cada como para que, con lo poquito
que-sabemos, nos sea imposible ,
determinar todos los "x" tales que

v(x)=x* -10.x2 +9 20. Por lo
tanto, de momento no podemos
determinar el dominio de defini-

cion de la funcién "g" tal que

g(x)=4/v(x) g(x) =P v(x) D W,

iRuina! ..... hasta que no\
aprenda a estudiar el sig-
no de v(x), no siempre
podré determinar todos
los puntos "x" tales que
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FONEMATO 1.18.8

Determinese el dominio de definicion de la funcion £:0 31 tal que:
f(x)=(x2 —3.x +2)/(x =2)

SOLUCION

Siempre hay algtin pardillete que, al ver que el numerador x2 = 3.x +2 se anula si

x =1ysix =2, porlo que x2 =3.x +2 =(x —1).(x —2), escribe:

2 — -D.(x—2

y después dice que como f(x) =x —1 =polinomio, es f(x) L] [k

Trabajar asi no es correcto, pues el resultado obtenido al dividir por el factor
"x =2" el numerador y el denominador de (x2 —3.x +2)/(x —2) sdlo es valido si
X #2, yaquesi x =2 el factor "x —2" toma el valor cero, y todo el mundo sabe
que la primera Regla Sagrada del Calculo prohibe dividir por cero.

T.o correcto es escribir:
2 — -D(ix—2

x—2 x—2 T
sOlo si x # 2]

O sea, si x #2 el valor que toma la funcién dada "f" en el punto "x" coincide con

el valor que en dicho punto "x" toma la funcion g:0J 3]  definida como

g(x)=x —1, lo que en términos geométricos significa que la grafica de la funcion

"f"' coincide con la grafica de la funciéon "g" si x#2. No asi en x =2, pues

f(2)=(22 =3.2+2)/(2 =2) =0/0 I y sin embargo g(2)=2-1=1 .

Ag(x)=x—1 Af(X):—X2_3');+2
< —

agujerito T\

—1 | Dom.g =0 =1 Dom.f = {2}

/ /

La grafica de g(x) =x —1 (polinomio de grado uno) es una recta, y

la grafica de f(x) = (x2 —3.x +2)/(x —2) es la misma recta, salvo
en x =2, pues como f(2) [l , la grafica de f(x) tiene un agujetito

en la vertical del punto x =2.
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1.19 SIGNO DE UNA FUNCION

Si wR-> R es una funcién cuya grifica queremos

_u

representar, aprender a estudiar el signo del numero
real u(x) es muy importante, pues nos permitira
conocer la posicion de la grafica de "u" respecto al

eje de abcisas, porque dicha grafica esta por encima

del eje de abcisas en todo punto "x" tal que u(x)>0,

" H

estando por debajo de dicho eje en todo punto tal que u(x)<0. Obviamente,

H "

en los puntos "x" en que la curva "toca" al eje de abcisas sucede que u(x)=0.

Y A Grifica de la funcién u: R+ R

u(e)>0

e — u(a) <0

* Hs u(a) <0 < la curva esta por "debajo" del eje OX enx =2

* Hs u(b) =0, y la curva "atraviesa" al eje OX enx=b

* Hs u(c) =0, y la curva es "tangente" al eje OX enx =c

* Hs u(d) =0, y la curva ni "atraviesa" ni es "tangente" al eje OX en x =d
* Hs u(e) >0 < la curva esta por "encima" del eje OX enx =¢

;; Z @és, y también esencial, cuando sepamos estucm

signo del nimero real u(x), desapareceran las dificultades
Q que a veces encontramos al determinar el dominio de defi-
nicidén de funciones de la forma
) f(x)=logk u(x) ; f(x) =4 u(x)
pues:
logy u(x)eR solosiu(x)eRyu(x)>0

mee%mbmwwemymw>0 4////

iBrindemos por tan
é notable avance!
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FONEMATO 1.19.1

1) Estadiese el signo de la funcion w:0 1 /u(®) x4 10.x2 9.
2) Caleulese el dominio de definicion de las funciones f:0 3] yld: [  tales

quc:

f(x) =logs (x4 —10.x2 +9) ; g(x) =+/x4 —10.x2 +9
SOLUCION

1) Determinemos los numeros reales "x" cuya imagen segun la funciéon polinémica

"u" es el numero cero; o sea, resolvamos la ecuacion u(x) = 0:

*3
*1

ux)=00 x4+ 10.x* ¢ @ =x {
+

La ecuacion x4 —10.x2 +9 =0 es bicuadrada (de 1a forma
a.x4 +b.x2 +¢ =0, siendo "a","b" y "c" constantes, a Z 0); ha-

ciendo x2 =7 se transforma en una ecuaciéon de segundo grado:

=x2 = +
x4 =10.x2+9=00 2% 10.# & MU =z {9 2 0ee

Las cuatro soluciones de la ecuacion u(x) =0 dividen al eje de abcisas en cinco
intervalos, y u(x) tiene el mismo signo en todos los puntos "x" de cada uno de

ellos.

AR IR IR ARV R

X -3 X -1 X 1 X 3 X

Para averiguar el signo de u(x) en un intervalo concreto basta determinar el sig-
no de u(x) en un punto cualquiera de él:
OcomouE4)= H*=10.-4)2+9>00 u(xy @ << 3
Ocomout-2)= =2)4=10.-2)2+9<00 u(xy @ O 3; 1)
Ocomo u(0)= 04— 10.02+ 9> 00 u(® @ Ox ( 1;1)
Ocomo u(2)= 24-10.22+ 9< 00 u(x® @ [k (1;3)
Ocomo u(4)= 44-10.42+ 9> 00 uw(® @ >x 3

u()>0 | u <0 [ uE)>0 | uE<0 [ ux)>0

» X

X -3 X -1 x 1 x 3 X

A A 4 A

a(=3) =u(-1) =u(l) =u(3) =0

Si nuestro objetivo fuera dibujar la grafica de la funcién "u", la informacién que

acabamos de obtener indica que la curva representativa de "u" esta por encima

del eje de abcisas si x <=3, si x [} 1;1) ysi x> 3; dicha cutrva estd por debajo
del eje de abcisas si x [} 35 1) ysi x U(1;3).
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w3 /uE) x4 10.x2 9

. )
u(x)>0 7 u(x)>0 % u(x)>0

\_

X

-3 < - 1 3 :
i Vant
% u\(X)/j A u(x) <0 A

Observa: cn los puntos x=-3,x =-1,x =1yx =3 no sblo ocutre que

X

u(x)=0 (lo que indica que en dichos puntos hay "contacto" entre la grafica de

la funcién "u" y el eje de abcisas), también ocurre algo que en general no tiene

por \qué suceder: como u(x) "cambia de signo" en x=-3,x=-1,x =1y
x =3, el "contacto" entre la grafica de "u" y el eje de abcisas es tal que la grafica

"atraviesa" dicho eje (lo corta).

u(x)

7 7
=3 , 3 > x

7> U %

2) Siendo f:00 ] tal que f(x) =logs (x* —10.x2 +9) =log3 u(x), su dominio
de definicion es:

Dom.f={x0 /fd= }Mx Pux)> ,ukx) 0}
={xM /Groq = By (Dres; )}
f:031 /f(®) logz u(x)

Tf(x)
f(x) 0D Ef(x)l]]] 7 feom Ef(x)l]]] 7 f(x)m
7 7
X -3 & ¥ / X X

A—l X 1 43

No hay curva si x U 35 1H [1;3]
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e Siendo g:[J ] tal que g(x)= Vx4 —10.x2 +9 =P%u(x), su dominio de de-

finicion es:

Domg={xM /gl= }@Mx HPux)2 =) 0}
={x M /Greq—; Bt [ Dlfop3; )}
g3 /eg® Jux)
Tg(X>
fffffffffﬁ fffffffffﬁ
g(x) ; g 7 gl ; g 7 g(x) I
% %
X -3 < / —1 X 1 Ty 3 X
7 7
No hay curva si x Ut 357 111 (1;3)

Como la raiz cuadrada no lleva signo delante, consideramos que lleva el signo

u(x) I, es g(x)=4/u(x) 20, por lo que la grafica de la

no esta por debajo del eje de abcisas. En los puntos x = =3, x = -1,

"+ asi, si g(x)=
funcion "g"
x =1y x =3 la funcién "g" toma el valor 0, lo que indica que en esos puntos

hay "contacto" entre dicha grafica y el eje de abcisas.

g /g® u)
Tg(X)

/
o(x)>0 /

g(x)>0 g(x)>0
\/ \ X
FONEMATO 1.19.2
1) Estudiese el signo de la funcion w:0 ] /u(®) 2 9xf 24x 20.
2) Calctlese el dominio de definicion de las funciones f:0 31 yld: [  tales

que f(x) =log7 u(x) y g(x) =u(x) .
SOLUCION

1) Determinemos los numeros reales "x" cuya imagen segun la funciéon polinémica
"u" es el numero cero; o sea, resolvamos la ecuacion u(x) = 0:

u(x)=00 x3 9.x% 24x 26 O =x {g(doble)
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Las soluciones x =2y x =5 de la ecuacién u(x) =0 dividen al eje de abcisas en
tres intervalos, y u(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de cada uno de
ellos. Para averiguar el signo de u(x) en un intervalo concreto basta determinar

el sigho de u(x) en un punto cualquiera de ¢l:

Ocomo u(0)= 03— 9.02+ 24.0- 20< 00 u(y @) <x 2
Ocomo u(3)= 33- 9.32+ 24.3-20< 00 u(y @) Ck (2;5)
Ocomo u(7)= 73— 9.72+ 24.7- 20> 00 u® @ >x 5

u()|<)<0 I I u(x)<0 Iu(x)>|0
X 2 X 5 X

t @=uw=0 1

» X

Observa: si nucstro objetivo fuera dibujar la grifica de la funcién "u", la in-
formacion que acabamos de obtener indica que la curva representativa de "u"

esta-por encima del eje de abcisas si x>5, y estd por debajo de dicho eje si

x [Koo ;2) ysi x [(2;5).

w3 /u®) x3 9xf 24x 20

u(x)
ey
7 [\E{(XPO
7 L x .

2 x| 5

7

Envel' punto x =5 ocurre que u(5)=0 (I en x =5 hay "contacto" entre la
grafica de la funcion "u" y el eje de abcisas) y ademds u(x) "cambia de signo" en

x = 5; por tanto, la grafica "atraviesa" a dicho eje (lo corta).

En el punto x =2 ocutre que u(2)=0 (I en x=2 hay "contacto" entre la
grafica de la funcién "u" y el eje de abcisas), pero como u(x) no "cambia de

signo" en x =2, dicha grafica no "atraviesa" a dicho eje (no lo corta).

wl] /u® x3 9.xf 24x 20
u(x)

A!, 5 .

~~ N 7
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2) Siendo f:0 3] tal que f(x)=log7 (x3 —9.x2 +24.x —20) =log7 u(x), su
dominio de definicion es:

Dom.f={x0 /f#= }Mx Mux)> ,ukx) 0}
={x /x 5}

f(x) f:01 /f®) log7 ux)

No hay curva
st x<5

¢ Siendo g(x)=vx3 —9.x2 +24.x —20 =P¥/u(x), el dominio de definicién de

la funcion "g" es:

Domg={xM /g@ll= }Mx HPux)z =) 0}
={x@ /x 26x 5}

g(x) g /g® Jux)
vy .
7 WA
Z 7

No hay curva si x Utoo ;2]1 (2;5)

Como la raiz cuadrada no lleva signo delante, consideramos que lleva el signo
"+ asi, si g(x) =4/u(x) I es g(x)=4/u(x) =20, por eso la grafica de "g" no
esta por debajo del eje de abcisas.

Enlos puntos x =2y x =5 la funcién "g" toma el valor 0, lo que indica que en

dichos puntos hay "contacto" entre la grafica de "g" y el eje de abcisas.

o(x) gl /g®) u(x)

% % Z% 5
7 Z

En la grafica de la funciéon "g" el punto de coordenadas
(2;2(2)) =(2;0) esta "aislado" de los demas puntos de dicha grafica
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FONEMATO 1.19.3

1) Estadiese el signo de la funcién u:0 ]/ u(®)

que:

(7+x2).2x (x —06)
(1+x4).5x3+1

2) Calculese el dominio de definicion de las funciones f:0 1 yld: >

f(x) =L u(x) ; g(x) = /u(x)

SOLUCION

h1(x)=7+x2 ; hy(x) =2% ; h3(x) =x —6
hg(x)=1+x4 ; hs(x) =51+x

siendo evidente que:

h(x)=7+x2>0, O«0 ; hy&x)+1 24 0O, Mx

No lo olvides:si 2a>0
es av(x) >0, Ox / v(xJI

Como también sucede que:

‘_

tales

1) El signo del numero real u(x) depende del signo que tengan los nimeros reales

hy (x) =2x >0, Ul
hs(x)=51*x% >0, 0«0
entonces resulta un chollo, pues el
signo del numero real u(x) es el que

tiene el namero real h3(x)=x -0, y

éste'es positivo si X > 06, es negativo

s1.x <06 yes cero si x =0.

A u(x) Dom.u=1[1

u(x) <0

-

j iu(x)>0
6 _Ix

» X

En el punto x =6 ocurre que u(6)=0 (0 en x =06 hay "contacto" entre la

"n.n

grafica de "u" y el eje de abcisas). Como u(x) "cambia de signo" en x =06, dicha

grafica "atraviesa" a dicho eje (lo corta).

2) Siendo f:0J 1 tal que

(7 +x2).2% (x -

6) _
(1+x4).50+x3 L u(x)

t(x)=Ln

su dominio de definicion es:
Dom.f ={x [ /f(i= }

={x0 /u@ ,a(x)=0}
={x /x 6}
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e Siendo g:R >R tal que

x2).2X (x —6 ‘
g@*=dw+ =)

(14 x4).5x7+1

su dominio de definicion es:
Dom.g={xeR/gx)eR}={xeR/ux)eR, u(x)20}=
={xeR/x=26}

Como la raiz no lleva signo delante, o(x) = /u(x)

consideramos que lleva signo "+"; asi, si

g(x)=+/u(x) eR es g(x)=+/u(x) =0, /\ \/\/
"n.n ; 6

por lo que la grafica de "g" no esta por
debajo del eje de abcisas.

En el punto x =6 la funcién "g" toma g(x)gN
el valor 0, lo que indica que en x=6
hay "contacto" entre dicha grafica y el
¢je de abcisas.

No hay curva si x <6

FONEMATO 1.19.4

1) Estddiese el signo de la funcion w:R > R tal que w(x)=(x—2)4.(9—x).
2) Calctlese el dominio de definicion de f:R >Ry g:R > R tales que:

f(x)=Ln w(x) ; g(x)=w(x)

SOLUCION

1) El signo del numero real w(x) depende del sigho que tengan los numeros reales

kix)=x=2)* ; ky(x)=9-x

Como ki (x)=(x —2)4 toma valores positivos si x #2 y se anula sélo si x =2,
el sigho de w(x) es el de ky(x)=9—x, salvo si x =2, pues en este punto se

anula w(x) pero no se anula ko (x).

Resulta evidente que ko (x)=9—x toma

valores positivos o negativos segun sea A w(x) Dom. w=R
x<96x>9, yseanula sélo st x=09. w(x)>0

Como w(9)=0 y w(x) "cambia de sig- D

no" en x=9, la grafica de la funcién 2

"w' atraviesa al eje de abcisas en x=9. 9 > x

Como w(2)=0 y w(x) no "cambia de \/\/l-/

sigho" en x =2, la grafica de "w" no
atraviesa al eje de abcisas en x = 2.
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2) Siendof:0J 41  tal que
f(x)=Ln (x —2)4.(9 —x) =Ln w(x)
su dominio de definicion es:

Dom.f={x 0 /f@I= }Mx fOw(x)> ,®(x) 0}
={x0 /< 9% 2}

A £()= Lo w(x) /

Z
7 fom 7
Csrrrrrrrs

No hay curvasi x29 o0si x =2

e Siendo g:[J ] tal que
g(x) =/(x =2)4.09 —x) =P%w(x)

su dominio de definicion es:

Dom.g={x /gil= }Mx wx)2 ,w(x) 0}
={xM /& 9}

Como la raiz no lleva signo delante, consideramos que lleva el signo "+"; asi, si
g(x)=w(x) M es g(x)=4/w(x) 20, por lo que la grafica de la funcién "g"
no-esta por debajo del eje de abcisas.

En los puntos x =2y x =9 la funcién "g" toma el valor 0, lo que indica que en

dichos puntos hay "contacto" entre dicha grafica y el eje de abcisas.

A g(x) = Jw(x) 7
/\

7/

7 Z
7 g(x)
{'ffffffff;

No hay curva st x >9
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FONEMATO 1.19.5

Estudiese el signo de las siguientes funciones:

D) fi:R>R/f(x)=x2 -=7.x+10
2) HL:RHR/H(E)=x2-6.x+9
3) f3: R R/ Hx)=x2+x+1

) f4 R R/ f4(x)=—x2 +4.x

5 f5:R> R/ f5(x)=—x2 +2.x—1
6) fo: R R/ fe(x)=-2.x2+2.x—1

SOLUCION

Las seis funciones dadas son polinomios de grado 2, y todo el mundo sabe que si

f(x)=a.x2 +b.x +c (siendo "a", "b" y "c" constantes y a #0), la grifica de "f" es
una parabola con los "cuernos" hacia arriba o hacia abajo segin sea a>0 6 a <0.

Independientemente de como tenga los "cuernos", las soluciones de la ecuacién

a.x2 + b.x + ¢ =0 nos dicen si la paribola y el eje de abcisas se "tocan" o no; en
concteto:

1)-Si la ecuacion a.x2 +b.x+c=0 tiene dos soluciones reales y distintas
X =X() Yy X = X1, la parabola corta al eje de abcisas en esos puntos.

2) Sila ecuacion a.x2 + b.x + ¢ =0 tiene una raiz real doble x =x(, la paribola
es tangente al eje de abcisas en ese punto.

3) _Sila ecuaciéon a.x2 +b.x +c=0 carece de raices reales, la pariabola no "to-
ca" al eje de abcisas.

f(x)=a.x2+b.x+c; casoa>0

Af(x) Af(x) Af(x)

\J

f(x)=a.x2+b.x+c; casoa<0

Af(x) Af(x) Af(x)

/\ P> X P> X P X

a
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1) La gréifica de la funcién fj: R > R tal que f(x)=x2 —7.x+10 es una pari-

bola con "cuernos" hacia arriba (el coeficiente de x2 Af (%)
es positivo). Como las soluciones de la ecuacion

x2=7x+10=0 son reales y distintas (x=2 vy
x =5), la parabola corta al eje de abcisas en esos

puntos, por lo que f1(x)>0 si x<2 o si x>5,y 2\/5 > X
f1(x)<0 st x €(2;5).

2) La grafica de la funcion fp:R > R tal que

fr(x)=x2—-6.x+9

es una parabola con "cuernos" hacia arriba (pues el f2(x)
coeficiente de x2 es positivo). Como la ecuacion
x2 —6.x+9=0 tiene una raiz real doble (x=3), la
parabola es tangente al eje de abcisas en ese punto, > X

porlo que fr(x)>0 st x#3,y fo(x)=0 si x=3.

3) La grifica de la funcion f3:R > R tal que

f3(x)=x2+x+1

es una parabola con los "cuernos" hacia arriba (pues el

coeficiente de x2 es positivo). Como la ecuacion
x2+x+1=0 carece de raices reales, la paribola no

"toca” al eje de abcisas, por lo que f3(x)>0 para todo > x

valor de "x".

4) La grafica de la funcion fg: R > R tal que

f(x)=—x2+4.x

es una parabola con los "cuernos" hacia abajo (pues el
coeficiente de x2 es negativo). Como las soluciones
de —x2 +4.x =0 son reales y distintas (x =0y x =4)

la parabola corta al eje de abcisas en esos puntos; asi, / 0 4\ > x
f4(x)>0 si x€(0;4),y f4(x)<0 si x<0osix>4.

5) La grafica de la funcion f5: R > R tal que

fs(x)=—x2+2x-1 Af5(x)
es una parabola con los "cuernos" hacia abajo (pues el

coeficiente de x2 es negativo). Como sucede que la > X
ecuacion —x2 +2.x —1=0 tiene una raiz real doble
(x =1), la parabola es tangente al eje de abcisas en ese

punto; asi, f5(x)<0 si x#1,y f5(x)=0 st x=1
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6) La grifica de la funcion fg:R > R tal que
Tf6(X)

fo(x)=—-2.x2+2.x—1

es una parabola con los "cuernos" hacia abajo (pues el
coeficiente de x2 es negativo). Como la ecuacion
—2.x2 +2.x —1=0 carece de raices reales, la pardbo-
la no "toca" al eje de abcisas, por lo que f4(x) <0 para todo valor de "x".

Toma buena muy nota del asunto de
las parabolas, porque seran innume-

rables las veces que estudiaras el
signo de un polinomio de grado 2.

P X

No es de recibo que para estudiar el signo de Lo pagaras
fq(x) =—x2 +4.x (polinomio de grado dos) nece-

sites montar el siguiente "pollo":

—X2+4.X=O:>X={2

y después asignes a "x" un valor concreto en cada

uno de los intervalos (—=;0), (0;4) y (4,+ o):

%4 (=2) = —(=2)2 +4.(=2) <0 = £4(x)< 0,V x <0

#f4(1)=—12 +4.1>0 = f4(x)>0, V x €(0;4)
\{MS):—SZ +4.5<0= f4(x)<0,V x>4 /

FONEMATO 1.19.6

Determinese el dominio de definicién de las siguientes funciones:
D f1: R R/ f1(x)=Ln (x2 —4)

2) 3R> R/ fr(x)=Y—x2+2.x+3
3) f3:R> R/ f3(x)=log7 (x2 —2.x +2)

SOLUCION
1) Como fi(x)=Ln (x2 —4)=Ln uy(x), es:

Dom.fiy ={xeR/fi(x)eR}={xeR/ui(x) e R, u1(x)>0} =
i{xem/xe(—w;—Z)U(Z;"‘“’)}

La grifica de uj(x)=x2 —4 es una paribola con cuernos hacia artiba (pues el

coeficiente de x2 es positivo) que corta al eje de abcisas en los puntos
x=2yx=-2 (pues x2 —4=0= x=2 6 x=-2). Por tanto, es uq(x)>0
solosi x<—-206x>2.
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2) Como f7(x) =<2 +2.x +3 =P4u5 (x), es:

Dom.f, ={x I /f,({= }Mx [Hy(x) 2 ,w(x) 0}
={X|I|:| /G| 1;3]}
$

La grafica de up(x) = —x2 +2.x +3 es una paribola con cuernos hacia
abajo (pues el coeficiente de x2 es negativo) que corta al eje de abcisas en
los puntos x = =1y x =3, (pues —x2 +2.x+3 =00 - 16 = 3).
Por tanto, es up(x) 20 sélo si x L 1;3]

3).Como f3(x)=log7 (x2 —2.x +2) =Ln u3(x), es:
Dom.f3={x M /6= JMx  Mst) >, 86 0F,

La grafica de u3(x) =x2 —2.x +2 es una paribola con cuernos hacia

arriba (pues el coeficiente de x2 es positivo) que no "toca" al eje de abci-
sas (pues x2 —2.x +2=0 0 HI ). Por tanto, es u(x) >0, 0 {1

FONEMATO 1.19.7

1) Estadiese el signo de u:0 ] tal que u(x) =(x +2)/(x3 =7.x2 +10.x).
2) Calculese el dominio de definicion de f:00 3] yld: B>  tales que:

f(x)=Lnu(x); g(x) =4/u(x)

SOLUCION

1) El signo del numero real u(x) depende del signo que tengan los nimeros reales

ki(x)=x +2 ; kp(x) =x3 =7.x2 +10.x

Determinemos los valores de "x" que anulan a kq(x) oa ky(x):

ki(x)=x+2=00 &—- 2
0
kp(x)=x3 -7x2 +10x =0 0 = {2
5
Los puntos x =2, x =0,x =2y x =5 dividen al eje de abcisas en cinco inter-

valos, y u(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de cada uno de ellos.
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Para averiguar el signo de u(x) en un intervalo concreto basta determinar el sig-
no de u(x) en un punto cualquiera de él:

Teomo ue 3)= =L _7.23:;;22 +1o.(—3)>0 O u @ <= 2
dcomo ut 1)= = _7?_;;22 TYER 0wy Q0 B (2;0)
A como u(l)= 13_71.;’22”01 >00 ux O & (052

Ocomo u(3)= 33_73';22”0'3@ Ouss Q) G (2;5)
Dcomou(6)=63_76.6+22+10-6>0 0wt @ > 5

Iu(X)>O I u(X)<|O I u(x) >|O I u(X)<O| I 1|1(X)>O

» X
x =2 X 0 X 2 X 5 x
T 4 t I
u(=2)=0 La funcién "u" no esta definidaen x =0,x =2y x =5,
pues el denominador de u(x) se anula en esos puntos
Au(x) = (x +2)/(x3 =7.x2 +10.x)
X\ d : X ! R : e >
2 xi 0 2 x| 5
/I_\ \/\

Domu={x /% 0% 2% 5}

En el punto x = -2 ocurre que u(x)=0 (I en dicho punto hay "contacto"

entre la grafica de la funciéon "u" y el eje de abcisas) y u(x) "cambia de signo" en

x=—-2 (O la grafica de "u" atraviesa dicho eje).
2) Siendo f:00 +¥8]  tal que f(x) =Ln u(x), su dominio de definicién es:
Dom.f={x [ /f = }Mx Mu®x)> ,ukx) 0}
={xM /Gro( - ;@) @2¢ot5; )}
e Siendo g:[0 51 tal que g(x) = P4 u(x), su dominio de definicién es:
Dom.g={xM /gi= }Mx [lux)2z =) 0}
={xM /G-~ ; 2] @2+o5; )}
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FONEMATO 1.19.8
Estddiese el signo de la funcion f:0 1 tal que f(x) =x3/(4 —x2).
SOLUCION

Como el signo del numero real f(x) depende del signo que tengan los numeros

reales kq(x)=x3 y kp(x) =4 —x2, determinamos los valores de "x" que anulan a

ki(x)oa ky(x):
ki(x)=x3=00 = 0 (triple)
ko(x)=4-x2=00 =+ 2

Los puntos x =—2,x =0y x =2 dividen al eje de abcisas en cuatro intervalos, y
f(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de cada uno de ellos. Para averiguar
el signo de f(x) en un intervalo concreto basta determinar el signo de f(x) en un
punto cualquiera de él:

Hecomo & 3)=27/5> 00 f(® Q) <x 2

Hecomo fE1)=-1/3< 00 (8 @) U= ( 2;0)

Uecomo f(1)= 1/3> 00 f(® O x (0;2)

Hecomo £(3)=—-27/5< 010 f( Q) Lk +&;, )

If(x)>0 I f(x)<|0 I f(x)>(|) I f(X)<OI
X -2 X 0 X 2 X

t ; t

|
Es £(0)=0, y "f"' no esta definidaen x =2y x =2, pues

» X

el denominador de f(x) se anula en esos puntos

En el punto x =0 ocutre que £(0)=0 (L en dicho punto hay "contacto" entre la
grafica de la funcion "f"' y el eje de abcisas) y f(x) "cambia de signo" en x =0 (O
la grafica de "f" atraviesa dicho eje).

Como las moscas no se matan a cafonazos, con una funcién tan tonta
como nuestra "f"', debes ser capaz de estudiar el signo de f(x) sin necesidad de

montar el "pollo" precedente: como el numerador x3 es positivo o negativo
segin que x>0 6 x <0 y el denominador 4 —x2 es negativo o positivo se-
gun que | X | >26 | X | <2, el signo de f(x) se determina en un periquete:

x3 — O| + > X
4 —x2 _ | i | — » X
-2 2
P -] +] -

) 2 0 2 > x
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FONEMATO 1.19.9

Estadiese el signo de la funcién f:00 =] en los siguientes casos:

<=2 ex.(16 - x2)

DE® =31 D=5

SOLUCION

1) Si f(x)=(x —2)/(x2 —=16), como el numerador x —2 es positivo o negativo
segin que x>2 6 x <2 y el denominador x2 —16 es positivo o negativo se-
gun que | X | >4 6 | X | <4, el signo de f(x) se determina en un periquete:

"
+ | -~ |+
x2 =16 ) A > X
-~ + -~ +
() ] | = | .

Asi, la grafica de """ esta por debajo del eje de abcisas si x < —4 osi x L(2;4), y
estd por encima de dicho eje si x L 45 2) osi x >4.

En el punto x =2 ocurre que £(2)=0 (U en dicho punto hay "contacto" entre
la grafica de la funcién "f" y el eje de abcisas) y f(x) "cambia de signo" en
x =2 (U la grafica de "f" atraviesa a dicho eje). La funcion "f"' no esta definida

enlos puntos x =4 y x = —4, pues en ellos se anula el denominador.

2) Si f(x)=ex.(16 =x2)/(x2 —4), sucede que el factor eX siempre toma valores
positivos, el factor 16— x2 es positivo o negativo segin que |X| <46 |X | >4,
y el factor x2 —4 es positivo o negativo segiin que |X | >26 |X | <2. Por tanto,

el signo de f(x) se determina en un periquete:

16 — x2 _’ i | — > X
i —4 4
> -+
x< =4 s > » X
P A N R N -
-4 = 2 4

Asi, la grafica de "f" esta por encima del eje de abcisas si x L 45 2) y si
x U(2;4), y esta por debajo de dicho eje si x <=4, si x Ut 2;2) ysi x>2.

La grafica de "f" corta al eje de abcisas en los puntos x = =4y x =4, pues
f(—4) =£(4) =0 y f(x) "cambia de signo" en dichos puntos. La funcién "f" no
esta-definida en los puntos x =2y x = =2, pues en ellos se anula el denomina-

dot.
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FONEMATO 1.19.10

Estadiese el signo de la funcién f:01 ] en los siguientes casos:

x2 —=2.x +5
-x2 +4.x =5

DE =1 D) = 3 ()=

x2 +2.x —

SOLUCION

1 Si f(x)=(1—x)/(x2 +2.x —3), como el numerador 1—x es negativo o positi-

vo segun que x >1 6 x <1,y el denominador u(x) =x2 +2.x —3 es negativo si
x [ 1;3) y positivo si x<-=1 6 x>3 (pues u(x) =x2 +2.x =3 es una pari-
bola:con "cuernos" hacia arriba que corta al eje de abcisas en los puntos
x = =1y x =3), el signo de f(x) se determina en un periquete:

1 - + | _ P X
X 1
x2+2.x -3 " | _ | * > X
-1 3
Pl e ]
f
&) - 1 3 > x

Asi, la grafica de "f" estd por encima del eje de abcisas si x < -1 osi x [(1;3), y
esta por debajo de dicho eje si x [ 1;1) osi x >3,

En el punto x =1 ocurre que f(1)=0 (U en dicho punto hay "contacto" entre
la grafica de la funcién "f" y el eje de abcisas) y f(x) "cambia de signo" en x =1
(U la grafica de "f" atraviesa dicho eje). La funcion "f"' no esta definida en los

puntos x = =1y x =3, pues en ellos se anula el denominador.

2) Si f(x)=(7—x2)/(x2 +x +1), como el factor u(x) =x2 +x +1 sélo toma va-

lores positivos (u(x) =x2 +x +1 es una pardbola con "cuernos" hacia arriba

que no corta al eje de abcisas, pues u(x) =0 carece de soluciones reales), el sig-
node f(x) es el de 7—x2, que es positivo si ‘X‘<\/7 y negativo si ‘X‘>\/7
Asi, la grafica de "f" estd encima del eje de abcisas si ‘X ‘ <47, y esta debajo de
dicho eje si ‘X ‘ > /7. Dicha grafica corta al eje de abcisas en x = —ﬁy x =47,
pues f(—ﬁ) = f(ﬁ) =0 y f(x) "cambia de signo" en dichos puntos.

3) Bs f(x)=(x2 —=2.x +5)/(—x2 +4.x =5) <0, pues u(x)=x2 —2.x +5 siempre

es positivo (u(x) =x2 —2.x +5 es una parabola con "cuernos" hacia arriba que
no corta al eje de abcisas, pues u(x)=0 carece de soluciones reales), y
v(x)= —x2 +4.x =5 siempre es negativo (v(x)=—x2 +4.x =5 es una pari-
bola con "cuernos" hacia abajo que no corta al eje de abcisas, pues v(x)=0

carece de soluciones reales). Por tanto, la grafica de "f" estd por debajo del eje
de abcisas en todos los puntos.
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FONEMATO 1.19.11

Determinese el dominio de definicién y estudiese el signo de la funcion f:0 31
tal que f(x) =Ln (5 —x2).

SOLUCION

Como f(x)=Ln (5 —x2) =Ln u(x), es:

Dom.f={x 0 /f# = }Mx Mux)> ,mkx) 0}
;{xm] /G ( 5;45)}

u(x) =5 —x2 es un polinomio cuya grafica es una parabola con cuernos

hacia abajo (pues el coeficiente de x2 es <0) que corta al eje de abcisas en

x =5 (pues5-x2=00 g% SI  u(x)>0 sélosi x ¢ +/5;/5)

f(X) Ln(5—-x2)

Pata estudiar el signo de f(x) =Ln (5 —x2) cuando x [} V5 ,\/g) , determinamos

H "

los valores de que anulan a f(x); o sea, resolvemos la ecuacion f(x) =0:

fx)=In(5-x2)=005 x= [ =¢ 2

Los puntos x ==2y x =2 dividen al intervalo (—\/g ,\/g) en tres intervalos, y
f(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de cada uno de ellos.

s | 1, e
_\/§X_2X2 X\/g

Para averiguar el signo de f(x) en un intervalo concreto basta determinar el signo

de f(x) en un punto cualquiera de ¢él:

Ocomo fE21)= La (5- 21)2)= L 059< 00 £ @) G- ( ~5; 2)
Lcomo f(0)= Ln (5— 02)= In5> 00 f(® @) [k ( 2;2)
Ocomo £(2'1)= La (5- 212)= Ln 059< 00 f(§ @ Ok (2;v5)
En definitiva, la grafica de "f" estd por encima del eje de abcisas si x [} 2;2), y
estd por debajo de dicho eje si x (¢ /57 210 (2;4/5).

Como f(x) se anula y cambia de signo en x =2y en x = =2, la grafica de "f" corta
al eje de abcisas en dichos puntos.
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FONEMATO 1.19.12

Determinese el dominio de definicién y estadiese el signo de la funciéon f:0 4]
tal que f(x) =Ln ((x3 +2.x2)/(4 —x)).
SQLUCION
Como £(x) =Ln ((x3 +2.x2)/(4 —=x)) =Ln u(x), es:
Dom.f={x I /f#= }Mx Mux)> ,=kx) 0}
F U@ /G (2D (04

* Como u(x)=(x3 +2.x2)/(4 —x) =cociente de polinomios, es u(x) [l

siempre que x #4 (Gnico punto en que se anula el denominador de u(x)).

* Elsigno del namero real u(x) depende del signo que tengan los nimeros

reales ki(x)=x3 +2.x2 y kp(x) =4 —x, por lo que debemos determi-

nar los valores de "x" que anulan a kq(x) o a kp(x):

k1(x):x3 +2x2 =00 = {_g (doble)

ky(x)=4-x=00 = 4

Los puntos x =2, x =0y x =4 dividen al eje de abcisas en cuatro in-
tervalos, y u(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de cada uno de
ellos. Para averiguar el signo de u(x) en un intervalo concreto basta de-
terminar el signo de u(x) en un punto cualquiera de él:

Hecomou3)< 00 uw(® O <x 2

Hecomou1)> 00U u® O Uk ( 2;0)

Hecomou(l)> 00 u(®) 0] Ux (0;4)

Hecomou(5)< 00 uw(® O >x 4

* En definitiva, u(x) >0 sélo si x L 2;011 (0;4).

If(x) =Ln ((x3 +2.x2)/(4 —x))

O X

"f" no esta definida en el punto x =0, pues £(0) =Ln 0 [IIJ

Pata estudiar el signo de f(x) =Ln ((x3 +2.x2)/(4 —x)) cuando x UDom. f, de-

terminamos los valores de "x" que anulan a f(x):

f(x)=Ln ((x3 +2.x2)/(4 —x)) =0 U (x¥* 2.x2)/4+ x¥ U
0 x#+ 2x% x 4+ @ =x {1

soluciones imaginarias
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El punto x =1 divide al dominio de "f" en dos zonas, y f(x) tiene el mismo signo

en todos los puntos de cada una de ellas.

BN | I

-2 X 0 1 X 4

Para averiguar el signo de f(x) en una zona concreta basta determinar el signo de

t(x) en un punto cualquiera de ella; asi:
Hecomo fE1)= Ln3/4< 00 (8 O Ux ( 2;B,x 0
Hecomo f(3)= Ln 7> 00 f(® O x (1;4)

En definitiva, la grafica de "' esta por encima del eje de abcisas si x [I(1;4), y esta
por debajo de dicho eje si x L 2;011 (0;1). Como f(x) se anula y cambia de
signo-en x =1, la grafica de "f" corta al eje de abcisas en dicho punto.

FONEMATO 1.19.13

Determinese el dominio de definicion de f(x) = \/(X?) -x2)/(x =5).
SOLUCION
Como f(x) =4/(x3 —x2)/(x =5) =Pu(x), es:
Dom.f={x /f#= }Mx Mux)z =) 0}
;{x M /Groq G +6; )}

* Como u(x)=(x3 —x2)/(x =5) =cociente de polinomios, es u(x) I si

x #5 (Gnico punto en que se anula el denominador de u(x)).

* El signo del numero real u(x) depende del signo que tengan los numeros

reales ki(x)=x3 —=x2 y kp(x) =x =5, por lo que debemos determinar

los valores de "x" que anulan a kq(x) o a kp(x):

ki(x)=x3-x2=00 = 0(doble)6= 1
ky(x)=x=-5=00 % 5
Los puntos x =0, x =1y x =5 dividen al eje de abcisas en cuatro inter-
valos, y u(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de cada uno de
ellos. Para averiguar el signo de u(x) en un intervalo concreto basta de-

terminar el signo de u(x) en un punto cualquiera de él:

Ucomo ut-3)> 00 u(® 0O <x 0
Ocomo u(l/2)> 00 u® @ Ox (0;1)
Oecomou2)< 00 u(® O Ux (155
UOcomou(6> 0 u(® 0 >x 5

* En definitiva, es u(x) 20 solo si x Lo ;1 (F;o0 ).
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FONEMATO 1.19.14

Determinese el dominio de definicién de f(x) = \/ 1 —logs (9 —x2).
SOLUCION

Como f(x) :\/l —logs (9 —x2) =PY/u(x), es:

Dom.f={x0 /f#= }@mMx Mux)z ,=kx) 0}
i{xﬂ]] /B (-3; 2] [2;3)}

* Como u(x)=1-logs (9 —x2) =1 —logs h(x), ocurre que u(x) I solo si

h(x)[M yh(®) 0. Como h(x)=9—x2 =polinomio, es h(x)I] para
todo "x"; ademis, es h(x)>0 sélo si x LK 3;3), pues la grafica de h(x) es

una parabola con "cuernos" hacia abajo (el coeficiente de x2 es negativo)
que corta al eje de abcisas en los puntos x =3y x = —3. En definitiva, es

u(x) [ sélosi x L 3;3).
Para estudiar el signo de u(x) =1 —logs (9 —=x2) cuando x [} 3;3) deter-

minamos los valores de "x" que anulan a u(x):

u(x)=1-logs (9 —x2) =0 U logs (¢ x2¥ O
09 x= B =2 [MW=+x 2

Los puntos x = -2y x =2 dividen al intervalo (=3;3) en tres intervalos, y

u(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de cada uno de ellos.

. 1,

-3 x -2 x 2 x 3

Para averiguar el signo de u(x) en un intervalo concreto basta determinar el
signo de u(x) en un punto cualquiera de él:

Ocomo ut-2'5)= 1= logs (9— -25)2)> 00 uw® @ Ok 3; 2)
Ocomo u(l)= 1- logs (9- 12)< 00 u(® @ Ok ( 2;2)
Ocomo u(25)= 1- logs (9— 2'52)> 00 w(® @ [k (2;3)

* En definitiva, es u(x) 20 sélo si x Ut 357 21 [2;3).

f(x) :2/1 —logs(9 —x2) 1
ﬁﬂ/\/EZ & %2\/\/3 “
NONNZAN ZN\

Como la raiz cuadrada no lleva signo delante, entendemos que lleva

el signo "+", porlo que si x [ 37 21 [2;3) es f(x)=0.

X
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FONEMATO 1.19.15

Determinese el dominio de definicion de f(x) = \/ 1—-log7 (x2 —9).
SOLUCION

Como f(x) = /1 —log7 (x2 —9) =P¥u(x) , es:

Dom.f={x0 /f# = }Mx ux)z ,ukx) 0}
g /G [~ ) (i)

* Como u(x)=1-log7 (x2 —9) =1 —log7 h(x), ocurre que u(x) Il solo si
h(x)D yh(®) 0. Como h(x)=x2 —9 =polinomio es h(x) ] para to-

non,

do valor de "x"; ademas, es h(x) >0 sélo si x <306 x >3, pues la grafica
de h(x) es una parabola con "cuernos" hacia arriba (el coeficiente de x2 es
positivo) que corta al eje de abcisas en los puntos x =3y x = -3. En defi-
nitiva, es u(x) [l soélosi x <-36x >3,

* Para estudiar el signo de u(x)=1-log7 (x2 =9) si x<-36x >3, deter-

minamos los valores de "x" que anulan a u(x):

u(x)=1-log7 (x2 =9) =0 O log7 (x* 95 0
Ox%z & 0 =2 [Mo=+x 4

1 |

x —4 x -3 3 x 4 X
Ahora:

Ucomo uf 5)= 1- log7 16< 00 u(x @) <x= 4

Ucomo ut-3 5= 1- log7 325> 00 u(® O Lk t4; 3)

Ucomo u(3'5)= 1- log7 325> 00 u(® @) [k (3;4)

Ucomo u(5)= 1- log7 16< 00 u(® @ >x 4

* En definitiva, es u(x) =0 solo si x L 45 311 (3;4].

£(x) = /1 —log7(x2 —9)

NN
N\ \ N

Como la raiz cuadrada no lleva signo delante, entendemos que lleva

el signo "+", porlo que si x Lt 45 311 (3;4] es f(x)20.
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FONEMATO 1.19.16

Determinese el dominio de definiciéon de f:0 3] en los siguientes casos:

1

1) f(x) =1 ~log7 (x2 +9) ; 2) f(x) ~sen (1Wx)

SOLUCION

1) La funcién "f" no esta definida en ningun punto:

pues £(x) =4/1 —log7 (x2 +9) =P¥/y(x)
Dom.fZ{XD:D /= }ﬁx Mux)2 =) O}+

* Como u(x)=1-log7 (x2 +9) =1 —log7 h(x), es u(x)I] solo si
h(x)[M y h(x)>0. Como h(x)=x2 +9 =polinomio que sélo toma

valores positivos, es u(x) =1 —log7 h(x) [l para todo valor de "x".

n_n

* Es u(x)=1-log7 (x2 +9) <0 para todo "x", pues para todo "x" es:

x2+9>70 log7 (x* & U ux)-1 logy (2 9) 0

2) Siendo f(x)=1/(sen (TV/x)) =1/u(x), la funcién "f" estd definida excepto si

x =0y x=1/n, siendo "n" cualquier nimero entero no nulo. En efecto, como
u(x) =sen (T/x) =sen (cociente de polinomios), es u(x) I si x#0 (pues el
denominador de Ti/x sélo se anula si x =0), y es u(x)=sen (T/x)=0 si

x =1/n, siendo "n" cualquier nimero entero no nulo.

Observa: cn todo entorno reducido de x =0 hay infinidad de puntos en los
que "f" no esta definida, pues en dicho entorno de x =0 hay infinidad de pun-
tos.en los que se anula el denominador de f(x). Por ejemplo, en el entorno

reducido de x =0 formado por los "x" tales que 0 < ‘ X —O‘ <1/3000, los infi-

nitos puntos en que "f" no esta definida son:
T . 1 41

+ . . .
~ 300177 30027 3003~

PROVERBIO ANAMITA

Nada tarda tanto como lo
que no se empieza

J
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1.20 SIMETRIAS DE UNA FUNCION

¢ Se dice que la funcion f:[J 1  es parsien todo punto "x" de su dominio de

definicion sucede que f(—x) =f(x); en términos geométricos significa que la
grdfica de "f' es simétrica respecto del eje de ordenadas.

* Sedice que la funcién f:00 31 es impar si en todo punto "x" de su dominio
de definicion sucede que f(—x) = —f(x); en términos geométricos significa que

la grafica de "f' es simétrica respecto al origen de coorde-
nadas.

f(-x) =£(x) £(—x) = ~£(x)
AY Avy
,/ \\ f(X) e :
2R - i »X
/ : Vd -~ X
) i e !
W Zal
R h , X< 2
1 I_-X X \.} > .'
/
\I

FUNCION "PAR" FUNCION "IMPAR"

e El que una funcion "f' sea "par” o "impar" es un chollo, pues en tal
caso solo nos preocupara dibujar su grafica para valores positivos
de "x", ya que lo que sucede para valores negativos de "x" lo dedu-
cimos por simetria.

Por ejemplo son "pares" las funciones tales que

8
sefn X
()= ()=  f3(0) = x4.ex? 5 fy(x) =Ln (1 +x2)

x0 V1—x2 —x6

pues al sustituir "x" por "—x", resulta:
N — (_X>2 _ x2 _
() = s " 1o~ O
sen (—x)8 sen x8

f2(—x) =

=f2(x)

\/1_(_}()2 —(—X)6 \/l_XZ —x6
f3(—x) =(—x)4.e(x)? =x4.ex? =f3(x)
£4(-x) =Ln (1 +(~x2)) =L (1 +x2) =F4(x)

Por ejemplo, son "impares" las funciones tales que

f5(x) = 74 s f(x) = ?32

pues al sustituir "x" por "—x", resulta:

; f7(x) =x3.ex? ; fg(x) =x9%.In (1 +x2)
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—x 7 -
() = oy = g = )
(-3

fo(—x) =

3
=-—= = —f(x
1—(—X)2 V1 —x2 6()
f7(=x) =(=x)3.e(7¥)? = —=x3.ex? = +5(x)
fg (—x) =(—X)9.Ln 1 +(_X2)) =—=9%.Ln 1 +X2) = 1g(x)

Por ejemplo, no son "pares" ni "impares" las funciones tales que

_ 1
81(x)= 3

T+ ; gZ@)‘m

pues al sustituir "x" por "—x", resulta:

—x) = 1 =1 B10%)
g1(7x) (—x)2 +(—X) x2 —x * {—g1(x)
- (—x>2 i )

) = (—x)4.emx =x4 e—x 2 83(Y)
g3(x) = (mx)*.e7x =xte ¢{_g3(x)

-x)=1n —x —=x)2) =Ln (1 —x +x2 84(x)
g4(—x)=Ln (1 +(—x) +(=)=) =Ln (1 "'X)’{_g“X)

Si el dominio de definicion de una funcion "f' no
es simétrico respecto al punto x = 0, no hay que
andar con la puneta de sustituir "x" por "-x" pa-
ra analizar las posibles simetrias de "f"', pues
puedes apostar tranquilamente la vida a que "f"
no es "par" ni es "impar". Por ejemplo, siecndo
f(x)=1/(x —4), la funcién "f" estd definida Ul & 4, y saber eso
es suficiente para garantizar "f"' no es "par" ni "impar", pues para
que fuera "par" o "impar" seria necesatio (no suficiente) que "f"' no

estuviera definida tampoco en el punto x = —4, que es el simétrico

\\ del punto x =4 respecto al punto x = 0.
s )
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1.21 FUNCIONES PERIODICAS

¢ Se dice que la funcién "f" es periodica o ciclica de periodo "T" si
"T" es el menor nimero positivo tal que en todo punto "x'" del dominio de de-
p q p

finicion de "f" sucede que f(x +7T) =f(x).

~
r'd
~
-

> ~
¢
-

<

~
.V
¢
-

AV AN
Vi

x+T x+2. T
}47 T —»‘4— T —»‘
FUNCION PERIODICA DE PERIODO "T"

» X

o El que una funcion "f"' sea periodica de periodo "T" es un
gran chollo, pues asi solo debemos preocuparnos por dibu-
jar su grafica en el intervalo [a;a+T], siendo "a" un punto
cualquiera del dominio de definicion de "f". Si 0 UDom. f, sue-

le elegirse el intervalo [0;T].

* Las mas famosas funciones periddicas son f(x) =sen x y f(x) =cos x, que tie-

nen periodo "21", pues para todo "x" sucede que:

sen X =sen (x +2M) ; cos X =cos (x +2T)

|
4senx Periodo "21"

-1

* las funciones f(x)=tg x y f(x) =cotg x son peridédicas de periodo "T", y las
funciones f(x) =sec x y f(x) =cosec x son peridédicas de periodo "21".
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Atg x Periodo "m"
1
/
// /2 /
. _ T . > x
// 0 T 37’[/2
I}
I
I
I
Acotg x | Periodo "m"
\
1
\
\
\
/2 N 3m/2 >
S0 T s 2T *
\
\
\
' Acosec X Periodo "2m"
1
/
Y
1
0 : 379/2 » X
n/2 T ] 2T
, PRl N _1
y \
! \
1 \
I |
| Asec x Periodo "2m"
\
\
\
\\
1 i
TE I
T L >
0| m/2 | 3m/2 27 *
,° s N\ -1 / \
\
\
\
1
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No hace falta que mex
morices nada, dentro

de no mucho seras ca-

paz de deducitlas de la
mera observacion del
circulo goniométrico/

jPuaf! .... tengo que

memorizar las grafi-

cas de las funciones
trigonométricas

Por ejemplo, la funcion "g" tal que g(x) =sen 8.x es periédica de periodo 1/4,

pues-al exigir que se satisfaga la condicion g(x +T) =g(x), resulta:

sen 8.(x + T) =sen 8.x [ 8.(x T9:+8.x+ 2.9t =I' w/4

pues el "seno" es una funcién periédica de periodo 27

Periodo "21" sen x 4

AN 0

= é
i
[

1

sen 8x A

Periodo "m/4"

1

-1

l:] ————
W

a___.
~

D

B

a

0 /2

En el intervalo [0;27] la funcién f(x) =sen x hace un "ciclo", y

la funcién g(x) =sen 8.x hace ocho ciclos en ese intervalo.

La inversa del periodo se llama frecuencia, y expresa el numero de ciclos
que se producen por cada unidad de la variable "x". Por ejemplo, si "x" mide

el tiempo en segundos, el que la frecuencia de g(x) =sen 8.x sea
4/m 112732395 indica que en un segundo se producen 12732395 ciclos.

Por ejemplo, la funcién "h" tal que h(x)=tg 5.x es periddica de periodo /5,
pues al exigir que se satisfaga la condiciéon h(x +T) =h(x), resulta:

tg 5.(x +T)=tg 5x [ 5.(+ T?+5.x+ tl =I' =/5

pues la "tangente" es una funcién periédica de periodo T
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1.22 FUNCIONES COMPUESTAS

Aunque ya hemos trabajado con multitud de funciones "com-
puestas', conviene hablar expresamente de ello: si f:[1—] vy

g:l0 2]  son funciones, se dice que la funcién h:[J 1 esla compuesta de

"' y"e" (se denota h=gef) si h(x)=g(f(x)); es decir, la imagen de x ]  se-

gun "h" es la imagen segin "g" de la imagen de "x" segun "f".

' \ 3, g | ‘

l ] 0

X f(x f(x
> £(x) —>g(A())
h=gef

N >\ |

Por ejemplo, si f:0J 3] es tal que f(x)=7+x2 +eX y g:0J+]  es tal que
g(y)=seny, la funcién h; =g f es tal que:

es f(x) =7 +x2 +ex

hy(x) = g(f(x))i £(7 +x2 +eX)+=sen (7 +x2 +eXx)

" _n

la funcion "g" establece que g(Pepe) =sen (Pepe)

La funciéon hy =f * g es tal que:

cs g(y) =seny
ha (y) = £(g(y)) i f(sen y) ;7 +(sen y)2 +eseny

la funcién "f" establece que f(Paco) =7 + (Paco)2 + ePaco

Por ejemplo, si {:[1 3] es tal que f(x)=+/1—x yla funciéon g:lJ ] es tal
que g(y) =log7 (y2 —9), la funciéon hy =g * f es la definida como:

es f(x)=+1-x
v
hy(x) = g(f(x)) =g(V1 ‘X)?10g7 (W1 =x)2 =9)

n.n

la funcion "g" establece que g(Pepe) = log7 ((Pepe)? —9)

La funcion hy =f ¢ g es la definida como:

es g(y) =log7 (y2 —9)
_ v _
ha(y) = f(g(y)) = f(log7 (y2 =9)) ;J1 ~log7 (y2 —9)

la funcién "f" establece que f(Paco) = +/1 —Paco
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Por ejemplo, si la funcion u:[0 3] es tal que u(z) =1—22 +/z y la funcion
v:l=]  es tal que v(t) = Jt, la funcién hy = v * u es la definida como:
esu(z)=1-22 +/z

h1(z)=v(u(z))£v(l — 72 +JE)+=\/1 —22 +/z

la funcién "v" establece que v(Pepe) = /Pepe
La funciéon hy =u® v es la definida como:

esv(t) = Je
ha (t) = u(v(t)) ! u(t) ;! ~(02 +e

la funcién "u" establece que u(Paco) =1 — (Paco)2 ++/Paco

Por ejemplo, si la funcion u:[0 3] es tal que u(A)=1-A3 y v:O ] es tal
que v(8)=1/6, la funcién hy =v ¢ u es la definida como:

esu(A)=1-A3

hi(A) = v(u(2)) ! v(1 =A%) ;1/(1 —A3)

la funcion "v" establece que v(Pepe) =1/Pepe

La funcion hy =u® v es la definida como:

esv(0)=1/0
v
hy(6) = u(v(8)) = u(1/6) ;1 —(1/6?

la funcién "u" establece que u(Paco) =1 — (Paco)3

Por ejemplo, si la funcién A:[J 51 es tal que A(z)=1++/z y 0:0 51 es tal
que O(t) =1/t, la funcién hy =0 A es la definida como:

esAz)=1+A/z
hy(z) = 6<A<z>>ie<1 +1/z) ;1/0 +4/z)

la funcion "8" establece que B(Pepe) =1/Pepe

La funciéon hy =A ¢ 0 es la definida como:

es B(t) =1/t
hy (6) = A@(1) iMl/t) ;' +1/t
la funcion "A" establece que A (Paco)= 1+ +/Paco
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Entenderas la utilidad que en la vida cotidiana tienen las funciones "compuestas" si
miras el siguiente esquema

/ﬁﬂ( - Wmﬁfﬁ
N

W

X

» 7
J A
h=gef

N >\ J

y sintiendo como si el negocio fuera tuyo, piensas que, por ejemplo, las variables

"X", nyn y " expresan lo sjguientei

x = cantidad de capital que utiliza Revilla S. A. para producir chorizo
y = produccién de chorizo de Revilla S. A
7 = beneficio de Revilla S. A

Cabe decir que estamos ante dos fenomenos encadenados: ¢l fenémeno
consistente en producir chorizo a partir de capital, y el fenémeno consistente en
obtener beneficios a partir de la producciéon de chorizo. Cada uno de los dos fe-

némenos esta gobernado por una "ley": la ley "f" determina la produccién "y"

n_n n.n

(y =f(x)) en funcién de la cantidad "x" empleada de capital, y la ley "g" determina
el beneficio "z" en funcién de la produccion "y" (z = g(y)). En este contexto, cabe
decir que la ley "compuesta” h=g e f "conecta" el inicio y el final del proceso,

pues expresa el beneficio "z" en funcién de la cantidad "x" empleada de capital.

Se pueden "encadenar" mas de dos funciones.

n._n n_n " "

Por ejemplo, si las funciones "u", "v" y "w" son tales que
ux)=2.x-1; v(z) =52 ; w(A) =1/(7 +\)
entonces:

1)y La funciéon hy =w e ve u es la definida como:

u(x)=2.x =1| | v(Pepe) =5Pepe

— - - = X = :—1
hy (x) = w(v(u(x))) Sw(v(2.x 1) Tw(E2s) £ e
= 1
wiPio) =2 pioy
2) La funcién hy =w e ue v es la definida como:
v(z) =52
= = Z =w z — = 1
h2(2) = w(u(v(2)) = w(u(53%)) Tw(2.5 Df T+ 2.5 1)
u(Paco) = 2.(Paco) —1 w(Pio) =1/(7 + Pio)

Tema 1: Funciones reales de variable real 74



abrir

panel

3) La funciéon hy =v * u* w es la definida como:

pues es w(A)=1/(7+A) | | pues es u(Paco) = 2.(Paco) — 1
s =) Tvu ) v 2 -1 =
i5(2/(7+>\))‘1

pues es v(Pepe) = 5Pepe

4) La funcién hgy =v e we u es la definida como:

u(x)=2.x —1] [w(Pio)=1/(7 +Pio)

hy (x) = v(w(u(x))) iv(w(Z.X -1) tV(m) =v(z +12_X) =

=51/(6+2.x)
A

v(Pepe) = 5Pepe

<O 2x-108 L o s1/(6+2x)
6+2.x

5) La funciéon hs =ue® ve w es la definida como:

pues es w(A) =1/(7+A) | | v(Pepe) =5Pepe
1Y

Tea) T

=2.51/(7+A) -1

hs(A) =u(v(w(A)) Y u(v( (B1/(T+A) =

u(Paco) = 2.(Paco) —1

A O ﬁm@ SU/(T+N) O 2.51/(7+A) —1

0) La funcién hg =u* we v es la definida como:

v(z) =5%
1

hg () = u(w(v(2) Tu(w2) Fu(z-1 ) Sy
w(Pio) =1/(7 + Pio) Q u(Paco) = 2.(Paco) —1

L0852 0O —L oy 2L g
7457 7457
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1.23 FUNCION INVERSA O RECIPROCA

Lo mejor es un ejemplillo con un "fenémeno" de la vida cotidiana: sea "x" el tiem-

po que dedicas a estudiar un examen y sea "f" la funcién que al tiempo "x" le

asocia la puntuacion "y" que obtienes en el examen; es decir, y = f(x):

n_n n_n

tiempo de estudio "x mEd puntuacion "y

variable "independiente", variable "dependiente",

toma el valor que queramos su valor depende del de "x"

* Sellama inversa o reciproca de "f" (se denota f~1) a la funcién que per-
miteranalizar el "fenémeno" dando la vuelta a la tortilla (o que a veces es muy

interesante); es decir, la funcién f~1 es la que a la puntuacién "y" le asocia el

tiempo de estudio "x".

puntuacién "y" U f[l]:l» tiempo de estudio "x"

variable "independiente", variable "dependiente”,
n_n

toma el valor que queramos su valor depende del de "y

* La"inversa" de f~1 es "f", por eso se dice que son "inversas" una de otra.

DDiD DDﬁiD
() = (e

tiempo puntuacion puntuacion tiempo

[ ]
. i Q’O! o cl conjunto inicial (final) de "f" es el final (inicial) de f~1.

Si f(a) = b (o sea, la grafica de "f" pasa por el punto (a;b)) es f~1(b)=a

(o sea, la grafica de la funcién f~1 pasa por el punto (b;a)).

A y (puntuacion) A x (tlempo)

b (a;b)

a (bsa)
» x (tiempo) » v (puntuacion)

a b

Los puntos (a;b) y (b;a) son simétricos respecto de la bisectriz del primer
cuadrante del plano (pues el punto medio del segmento que los une es el
((a+b)/2;(b+a)/2) que por tener las dos coordenadas iguales estd ubicado

en dicha bisectriz); por tanto, la grafica de f 1 es simétrica de la grafica
de "f" respecto de la bisectriz del primer cuadrante.
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. -9
Por ejemplo, siendo y =f(x) =9 +3.x, es x =fl(y) ;YT

a partir de y =9 + 3.x despejamos "x":
-9
3

<

y=9+3x Uy & 341 =x

/

Ay=1f(x)=9+3.x AX:f—l(y>:(y—9>/3

9
<~
_3/ 9/ >y

» X
/ ol

x =variable independiente y =variable independiente
. f(x) A7)

Como estaba previsto, al

"superponer" las figuras

anteriores vemos que las 9

graficas de las funciones "f" -
y £~1 son simétricas res- -3/ |7 /9 _ >«
pecto de la bisectriz del e Y
primer cuadrante A~ |73

Por ejemplo, siecndo y = f(x) =eX72 es x =1 (y);Z +lny

: nomn,

a partir de y = eX~2 despejamos "x":
y=ex2 [0 Ing ILnex ¥ Lay-x[R= < 2

Lny

Menémeno" es el que es, pero ham

formas de "mirarlo” .... y como para gustos
estan los colores, tu lo "miras” como gustes:

A "x" horas de estudio les corresponde una nota ex—2
O vuelves la tortilla:

A la nota "y" le corresponden 2+Lny horas de estudio

En el primer caso la variable "independiente" es el tiempo
"x" de estudio, y en el segundo caso la "independiente" es la
nota "y" del examen .... ¢ Te enteras de algo?
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Ay=1f(x)

eX 24« <« <« f< « <« <

y4>— f1 - 5 -

y

2-|:'Lr1y X

No hace falta andar cambiando los ejes segtin cual sea la variable que elijamos

como "independiente": si "arrancas" en el punto "x" del eje de abcisas (<=

—— >

> X:f_l(y)

tomas "x" como independiente), la curva te "lleva" al punto eX~2 del eje de

ordenadas; si "arrancas" del punto "y" del eje de ordenadas (= tomas "y"

como independiente), la curva te "lleva" al punto 2 + Ln y del eje de abcisas

Por ejemplo, siendo y = f(x) = et =f-1 (y)? —4 +§
Ay=1f(x)
Despejamos "x": N -

_ 3 1 4+x 4+x
=2 [ = 2TX[
YT y 3

yes>s —> —>
Og- 4 2
y

!
4 +(3/y)

M —> > —>

> x=f71(y)

Por ejemplo, siendo z = f(x) =log3(2 +x), es x =f~1(z) ;32 -2

non,

a partir de z =log3(2 +x) despejamos "x":
z=logz(2+x) 0 3=z F &J =x 3z 2

Por ejemplo, sicndo y = f(x) =4X71 es x =f~l(y) ;1 +logsy

nomn,

a partir de y =4X~1 despejamos "x

Y:4X_1 [] 1og4? x [0 =x+1 10g4y

Las funciones compuestas hy =f 1 ¢ f y hy = f* f~1 son la funcién identidad

(una funcién se dice que es la "identidad" si a cada numero le asocia él mismo
[J la grafica de una funcién identidad es la bisectriz del primer cuadrante):

oo oo« yofd ed oy

hy=flef T ‘ hy =fef1 T
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Por ejemplo, hemos visto que:

3 - 3
yzf(X)Zm & x=f 1(}7):—44‘;

Comptobemos ahora que la funcién h; =f~1 e f es la "identidad":

= -1 = -1 —3 = — —3 =
hi(x)=f~(f(x))=1 (4 - 4 + 3 X
T 4 +x
-1 — 44D . . =
es f~'(Juan)=—4 + Juan en nuestro caso: Juan g

Comprobemos que la funcién hy =f @ =1 también es la "identidad":

- 3 3
()= HE )=+ DR my
+(—4+=2
y
es f(Pepe) = TPepe ; en nuestro caso: Pepe=—4 +§

jOjo con la notacion!: iemos i cemplo en que

"x" es el tiempo que dedicas a estudiar un examen y "f" es la funcién que a "x" le

asocia la puntuacion "y" que obtienes en él. Hemos visto que, por ejemplo:

y=f(x)=3/4+x) & x=f"l(y)=—4+(3/y)

Hay quien siempre llama "x" a la variable independiente; cs
decit, puedes encontrar quien diga que la "inversa" de la funcién f:R > R tal que
f(x)=3/(4 +x) es la funcién f~L:R>R tal que f~1(x)=—4+(3/x), lo que

genera notable confusién entre I@s principiantes, pues no se dan cuenta de que la

"x" que apatrece en f(x)=3/(4 +x) nada tiene que ver con la "x" que aparece en

f=lx)=—4+(3/x):

¢ Bl nimero "x" que aparece en f(x)=3/(4 +x) expresa el tiempo que estudias,

y el nimero f(x) expresa la correspondiente nota del examen.

n_n

e Bl nimero "x" que aparece en f~1(x)=—4 + (3/x) expresa la nota del examen,

yel nimero f~1(x) expresa el correspondiente tiempo de estudio.

tiempo = EKrloms tal

que f(x)=3/(4+x) es la f71:R . Rijempo tal que f=1(x)=—4+(3/x),

pues-asi se entenderia que la "x" que aparece en f(x) es un elemento del conjunto

Habria menos lio si se dijera que la funcion inversa de la £: R

Riiempo, ¥ 1a "x" que aparece en f ~1(x) es un elemento del conjunto R s -

Como los profesionales tienen perfectamente claro que el conjunto inicial (final) de

la funcién "f" es el final (inicial) de f=1, no se lian si oyen decir que la "inversa" de
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f(x)=3/(4 +x) es f71(x) = =4 +(3/x), que es lo mismo que decir:

Fl(w)=—4 +(/w) 5 £ =~ +(3/2) 5 [£(y) =4 +(/y)
F71A) = ~4 +(3/N) 5 £710) =4 +(3/8) ; £71(n) =~ +3/n)

Observa: siendo f~1:0 5] tiempo la "inversa" de f:Ddempo ] otass

: notas

al hablar de f~1(w) estamos llamando "w" a un elemento genérico del conjunto

inicial de f~1 (que es el final de "f"), y al - -
hablar de f~1(2) estamos llamando "z" a nempo notas
, . . e . X f ’eX_Z

un elemento genérico del conjunto inicial
de £71 (que es el final de "f"), y al hablar | 2+Lny 44— f~1 ——1
de......lo importante no es el simbolo que k £ p ck—2
usem?s para referlmo§ 'a. un elemento 2+lny 4t f-1 I
genérico del conjunto "inicial" de f~1, lo c > cH-2
importante es tener perfectamente claro H ©

. 2+Lnc «—4— 1 —— ¢
que tal conjunto es [ a5 -

Recuerda que los principiantes deben leer £~ (Paco) como:

Imagen de "Paco" segun f!

A veces una funcion es "uniforme” y su funcion "inversa'" no
lo es. Por cjemplo, es uniforme la funcion f:00 H81  tal que y = f(x) =x2, pero

no es uniforme su inversa, que es la £ 71:0 41 tal que x =f~1(y) = i\/§

U - X2 4e— <« <«

X f > x2
il Ol Al
e —— )

¥«

Hay funciones que carecen de funcion "inversa'. Por ejemplo, la
funcion £:[J ] tal que y =f(x) =1 carece de "inversa".

n_n

1 1 ici :si"x"ese
Hay funciones cuya inversa no se puede "explicitar" |

tiempo que dedicas a estudiar un examen y "f" es la funciéon que al tiempo "x" le

asocia la puntuacion "y" que obtienes en ¢l (o sea, y =f(x)), entonces, siendo
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y =f(x) =3/(4 +x), sucede que la funcién f~1 se puede "explicitar", lo que quie-

'! !l

re decit que a partir de la igualdad y =3/(4 +x) es posible despejar la variable
y=f(x)=3/(4 +x) = x =f7l(y) =4 +(3/y)

Sin embargo, si y=g(x) =x +1 +Ln x, la funcién g~! no se puede "explicitar",

lo que quiere decir que a partir de la igualdad y=x +1 +Ln x resulta imposible

despejar la variable "x":

y=g(x)=x+1+Lnx = g_1(y§=+?

ni los japoneses mas listos son capaces de despejar "x

El que suceda tan desagradable contingencia no significa que en el estudio del "fe-
némeno” no pueda volverse la tortilla y considerar que la variable independiente es

n_n l' "

la"y" y la dependiente la

La diferencia entre f~1 y g7l es que f~1 nos da expresamente (explicitamente) el

que corresponde al valor elegido de la variable independiente "y":

£y = -4 +(3/1)
£71(2)= =4 +(3/2)
£71(7) = -4 +(3/7)

valor de "x"

x=£7l(y) =4 +(3/y) O

Sin embargo, para averiguar el valor de "x" que g~! hace corresponder al valor

elegido de "y", debemos resolver una ecuacién, cosa que no siempre es facil. Asi,
para calcular g~ 1(2) debemos resolver la ecuaciéon 2=x +1 +Ln x (que es facil,
su solucion es x =1, por lo que g71(2)=1), y para calcular g~1(7) debemos re-

solverla ecuacion 7=x +1 +Ln x, que no es tan facil.

Ay =f(x) Ay =g(x)
4-?—;('666 A x+l+ln x ¢ «— <—
Ve3> 1 ye—> —> 1
Y £>X=f'1(y> f )T( > x=g7l(y)

—4+(3/y)

La funcién inversa de "f" se puede "explicitar”, pues es posible despejar "x"

en funcién de "y". La func1on inversa de "g" no se puede "explicitar, pues

no es posible despe]ar x" en funcién de "y"; en este caso, para averiguar el

valor de "x" que corresponde a cada valor M de "y" deberemos resolver
la ecuacion x +1 +Lin x =y.

" !V
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1.24 LAS FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Las funciones trigonométricas inversas son las inversas o reciprocas de las funcio-

nes trigonométricas. Recuerda: los ingulos se miden en radianes, no en grados.

La funcion "arco seno"

La inversa de la funcién "seno" se llama "arco seno" y se denota "arc sen". Por
ejemplo, como imagen de TI/6 segin la funciéon "seno" es el nimero 1/2 (o sea,

sen T/6:=1/2), entonces la imagen del nimero 1/2 segun la funcién "arco seno"

es el nimero TY/6, y se escribe arcsen1/2=TY6 (se lee: el arco cuyo seno es

1/2 es /6 radianes): 1 0
wel 1l 1/2- 1@ U e . > en
O sea: arc sen y < y
senT/6=1/2 < arcsenl/2=TY6

arc'seny

A y=senx

1

NI i > >

3
AN

"4—4—

|s-<—<—

arc sen'y arc sen y

_1|
La funcién "seno" es uniforme, pues a cada valor de la variable indepen-
diente le corresponde un unico valor de la variable dependiente, pero la
funcion "arco seno"” no es uniforme, pues a cada valor de la variable inde-
pendiente le corresponden infinitos valores de la variable dependiente.
Entre estos infinitos valores elegiremos siempre el tnico que esta en el
intervalo [—TY/2; TY2], diciendo de él que es el valor principal del
"arco seno". Del intervalo [~TU2; T¥2] se dice que es el intervalo

principal (o fundamental) de la funciéon "arco seno".
Por ejemplo, cl seno de TU/6,5. V6, 13.T/6, =7. TY6 y —11.TY/6 es 1/2;
pof tanto:

arc sen 1/2 =T/6 ; arcsen1/2 =5.TY6 ; arc sen 1/2 =13. 76
arc sen 1/2=-7.1/6 ; arcsen1/2 = —11. 76

El valor principal de arc sen 1/2 es Ti/6, pues T/6 es el unico angulo del
intervalo [—TY/2; T¥2] cuyo seno es 1/2.

v
. y : » x =arcseny
TN
i arcseny
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Llamando "w" a la variable "independiente",
la grafica de la funcién f(w)=arcsen w es

la de la figura adjunta.

Observa: csta funcion sélo esta definida si
—1<w <1; por tanto, carece de sentido ha-
blar de arc sen 7, pues no hay ningun angu-

lo cuyo seno sea 7.
La funcién g:[0 —]  definida como
g(w)=arc sen 3.w

solo esta definida si —1 £3.w £1; o sea, solo
si —1/3<w<1/3.

La funcién h:[0 =] definida como
h(w) =arc sen (2 —5.w)

solo esta definida si =1<2 —=5.w <1, y se
tiene que:

AL

\\ 3m/2
TC

A f(w)=arcsen w

“1<2-5w<lF &- 56— 11423 Swils < w

5

3

5

al multiplicar por un niumero negativo cambia el sentido de la desigualdad

Ia funcion r:0 4]  definida como r(w) =arc sen (1 —w?2) sélo esta definida si

-1<1-w2 <1, y se tiene que:

Msl-w2Sl O 2o vk @22 @2 < 0 swd 2< lw| 2

al multiplicar por un nimero negativo cambia el sentido de la desigualdad

* Recuerda: al "componet" una funcién con su inversa siempre se obtiene la

funcion identidad, por tanto: sen (arc sen w) = w, arc sen (sen w) =w

La funcion "arco coseno"

a inversa de la funcion "coseno" se llama "arco coseno se denota "arc cos".
La inversa de la funciéon "coseno" se llama "ar "y se denota "ar "
ot eje 0, como imagen de segun la funcidén "coseno" es el numero o
Pot ejemplo, como imagen de T/3 n la funcion " no" | nimero 1/2

sea;cos T/3=1/2), entonces la imagen del numero 1/2 segun la funciéon "arco

coseno' es el nimero TU/3, y se escribe arc cos 1/2=TY3 (se lee: el arco cuyo co-

seno es 1/2 es Tt/3 radianes):

w301 12 1@ W w3

O sea:
cos TI/3=1/2 = arccos1/2=T1Y3

Tema 1: Funciones reales de variable real
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A y=cosx

<+ < <y4» > > > > >
M vy v
7 AO :
arc cos'y ) arc cos yj\ T i ﬁ

arc cos y
|

arc cos'y

La funcién "coseno" es uniforme, pues a cada valor de la variable inde-
pendiente le corresponde un unico valor de la variable dependiente, pero
la funcién "arco coseno” no es uniforme, pues a cada valor de la variable
independiente le corresponden infinitos valores de la variable dependien-
te; entre estos infinitos valores elegiremos siempre el tnico que esta en el
intervalo [0;T], diciendo de él que es el valor principal del "arco
coseno". Del intervalo [0;TT] se dice que es el intervalo principal
(o fundamental) de la funcién "arco coseno".

Por ejemplo, cl coseno de TU/3,7.TY3,13.T/3, — /3 y —5.T/3 es 1/2;
por tanto:

arc cos 1/2=T11/3 ; arc cos 1/2 =7.T¢3 ; arc cos 1/2 =13. TI3
arc cos 1/2 =-Tt/3 ; arc cos 1/2 = 5. /3
El valor principal de arc cos 1/2 es Tt/3, pues T/3 es el tnico angulo del

» X =arc cosy

intervalo [0;TT] cuyo coseno es 1/2.

Llamando "w" a la variable "independiente", la A £(w) = arc cos w
grafica'de la funcién f(w) =arc cos w es la de la
figura-adjunta. Observa: esta funcién solo esta L
definida” si —1<w <1; por tanto, carece de 31/2 /
sentido hablar de arc cos 4, pues no hay ningun
angulo cuyo cosenosea4. | A s
Si h(w) =arc cos (2 =3.w), la funcién "h" sélo /2
esta definida si =1<2 =3.w <1
1<2-3w<lF - 3.— [ = 0 > w
03 3& O0<lsw i
A 3
al multiplicar por un nimero negativo
cambia el sentido de la desigualdad
Si ‘t(w)=arc cos (4 —w?2), la funcién "t" sélo \
estd definida si —1<4 —w2 <1, y se tiene que:
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—1<4-w2<1 [ &§- wk- EES w2 B

al multiplicar por un nimero negativo cambia el sentido de la desigualdad

0% wx B 35 k| 5

* Recuerda: al "componer" una funcién con su inversa siempre se obtiene la
tuncion identidad, por tanto: cos (arc cos w) = w, arc cos (cos W) =w

La funcion "arco tangente"

La inversa de la funcién "tangente" se llama "arco tangente" y se denota "arc tg".
Pot ejemplo, como imagen de Ti/4 segun la funcién "tangente" es el numero 1 (o

sea, tg Tt/4 =1), entonces la imagen del nimero 1 segun la funcién "arco tangen-

te" es-el nimero Ti/4,y se escribe arc tg 1 =T/4 (se lee: el arco cuyo tangente es 1

es T/4 radianes):
O 0
w408 1= o HE e
O sea: X > tgx
tg T/4=1 < arctg1= TV4 arctgy < y
A y=tgXx

-T2 vy /2 > —arcigy

Y
atc tg yjr agz tg y:r :lcrc tg y:[\ e

La funcién "tangente" es uniforme, pues a cada valor de la variable inde-
pendiente le corresponde un tnico valor de la variable dependiente, pero la
funcién "arco tangente" no es uniforme, pues a cada valor de la variable in-
dependiente le corresponden infinitos valores de la variable dependiente;
entre estos infinitos valores elegiremos siempre el unico que esta en el inter-

valo [~TY2; T72], diciendo de él que es el valor principal del "arco
tangente". Del intervalo [~TY/2; T72] se dice que es ¢l intervalo prin-
cipal (o fundamental) de la funcién "arco tangente".

Por ejemplo, la tangente de T/4, 5.T/4,9.T/4, 3.T/4 y —7.T/4 es 1; asi:

arc tg 1 =T/4 ; arc tg 1 =5. T4 ; arc tg 1 =9. X4
arc tg 1 =-3.T/4 ; arctg 1 = 7. W4

El valor principal de arc tg 1 es Tt/4, pues T/4 es el dnico angulo del intet-
valo [—TY/2; TY2] cuya tangente es 1.
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Llamando "w" a la variable "independiente",

la grafica de la funcién f(w)=arctg w esla Af(w)=arctg w
de la figura adjunta, que esta definida para
todo valor de "w" (pues como la funcién
"tangente" toma todos los valores reales, sea
cual sea el valor real que se elija para "w"
siempre puede encontrarse un angulo cuya

tangente sea "w'"). T/2
Si h(w)=arctg1/w, la funciéon "h" esta
definida siempre que w # 0, pues 1/w I ; > w

siempre que w # 0.

Si g(w)=arc tg (Ln (1 +w)), la funcién "g
solo-esta definida sélo si 1+w >0, pues —Ty2
Cn(T+w) Il sélosi1+w>0.

Si fr(w)=arc tg V1 +w, la funcién "t" sélo j
estd definida si 1+w 20, pues v1+w [

solost1+w =0.

La "inversas" de las funciones "cotangente", "secante" y "cosecante" son las
funciones llamadas "arco cotangente" (se denota "arc cotg"), "arco secante"

(se denota "arc sec") y "arco cosecante" (se denota "arc cosec"):
y=cotg X <« X=arccotgy
Y =S8ECX < X =arcsecy
y =cosec X < X =arc cosec y
Observa: cs arc cotg y =arc tg 1/y, pues si la cotangente de un dngulo es

"y", su tangente es 1/y. Es arc sec y =arc cos 1/y, pues si la secante de un an-

gulo es "y", su coseno es 1/y. Es arc cosec y =arc sen 1/y, pues si la cosecante

de un angulo es "y", su seno es 1/y.

Recuerda: cuando el Calculo Diferencial se usa para analizar "fenémenos"

de la vida real en los que intervienen dos variables "x" e "y" relacionadas entre

si, el asunto de la funcién "inversa" permite volver la tortilla, segun se elija

como "independiente" la variable "x" ola "y".

¢- 8

Si decido trabajar
"x" horas ganaré

4+ 3\/X —1 euros

O vuelves la tortilla: si
nn

decides ganar "y" eu-
ros trabajaras

1+ (y —4)3 horas
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1.25 LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

Se llaman hiperbolicas las siguientes funciones:

f(x)= % = seno hiperbdlico de "x" =sh x
Uf (x)= W‘Te‘x = coseno hiperbodlico de "x" =ch x
_ sh x — . ,1: non —
Uf(x)= o tangente hiperbélica de "x" = th x
— ch x — . £1: non —
Uf (x)= - cotangente hiperbdlica de "x" = coth x
Uf(x)= I~ = secante hiperbdlica de "x" = sech x
Uf(x)= 5}le = cosecante hiperbdlica de "x" = cosech x

Por ejemplo, si te dicen que f:[J+¥] es tal que f(x) =sh x2, te dicen que:
2

2 _
T > e

Sitedicen que f:0J ] es tal que f(x)=ch1/x, te dicen que:
el/x +e-1/x
2

La funciéon f(x)=sh x es "impat" (su grafica es simétrica respecto al origen de

f(x)=

coordenadas), pues:

f(-x) =sh (—x) =& ‘;_(_x> =-< ‘ZC_X = —sh x = —f(x)

La funcién f(x)=ch x es "par" (su grafica es simétrica respecto al eje de ordena-

das), pues:
e (=) —_eX+e™

2 2

La grafica de f(x) =ch x se llama catenaria: es la forma que toma un cable sus-

f(=x) =ch (—x) =¢=F

=ch x =f(x)

pendido por sus extremos bajo la accién de la gravedad.

Agh x Achx Athx

BRI

4 ]

» X -1

Es chx +shx =eX y ch x —sh x Ze™; y multiplicando miembro a miembro las

anteriores, resulta ch2x —sh2x =1.

Tema 1: Funciones reales de variable real 87



abrir
panel

_eatb +e—(ath) _eaeb+ea e b _

2 2 A

ea =cha+sha ; e2=cha—-sha;eb=chb+shb ; eb =chb =shb

Es: ch (a+b)

_(cha+sha).(chb+shb)+(cha —sha).(chb —shb) _
= 5 =
=cha.chb+sha.shb

De modo analogo se demuestra que:

Lch (a— b)= cha .chb—sha.shb
Ush (a+ b)=sha.chb+ cha.shb
Ush (a— b)=sha.chb—cha.shb

Las funciones hiperbolicas inversas son las inversas o reciprocas de las funciones
hiperbdlicas:

y=f(x)=shx < x=f71(y) =argshy

y=f(x)=chx <:>X:fﬂ(y):argchy 0 0

=f(x)=thx o x=f"1 =aro th
y=£(x) (y) =arg thy . > b s

arg shy <« y

y=f(x) =cothx < x =f~1(y) =arg cthy

y=f(x) =sechx < x =f~1l(y) =argsechy

y=f(x) =cosech x < x =f~1(y) =arg cosech y

donde "arg" lo debes leer "argumento".

G que se "suelte" con los m’tmem

hara una Carrera rapida y disfruta-
ra razonablemente mientras aprende
Termodinamica, Calculo de Estruc-
turas, Microeconomia, Redes,
Econometria ... y el que no se "suel-
te" lo tiene crudo, las pasara
canutas ..... y no acabara la Car?

.\ SALIDA
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