ESTADISTICA
MATEMATICA

Volumen II
Inferencia Estadistica

Rafael Cabrejas Hernansanz
» fonemato.com

Aqui hay un videotutorial en el que
explicamos los contenidos de este libro.




Haciendo clic aqui se abrira el
Panel de Marcadores y podras
navegar por el libro.

|£_| Marcadores [#4] ]
?E P e
EF' TEMA 1: SUCESIOMNES DE YARIABLES
,.3?; ALEATORIAS
=~ E‘ TEMA 2 DISTRIBUCIOMNES EM EL
MUESTRED

EP TEMA 3 ESTIMACION PUNTUAL
[P TEMA 4: INTERVALOS DE COMFIANZA
[P TEMA 5: CONTRASTES PARAMERICOS

[P TEMAS 6: CONTRASTES MO
FPARAMETRICOS

HJ EMUMCIADOS DE LOS PROBLEMAS
RESUELTOS EM EL LIBRO

By

INTRODUCCION A LA
ESTADISTICA MATEMATICA

Volumen IlI: Inferencia Estadistica

No esta permitida la reproduccion total o parcial de este libro, ni
su tratamiento informatico, ni la transmisién de ninguna forma o
por cualquier medio, ya sea electronico, mecanico, por fotocopia,
por registro u otros métodos, sin permiso previo y por escrito de
los titulares del Copyright.

© RAFAEL CABREJAS HERNANSANZ



Tema
Distribuciones en el muestreo

2.01 Muestreo aleatorio simple
2.02 Estadistico

2.03 Estadisticos mas famosos

2.04 La media muestral

2.05 lLa varianza muestral

2.06 Muestreo de poblaciéon normal

Hay "cosas" respecto de las que debes tener la misma certeza que
tienes respecto a tu propio nombre ... y si el mismisimo Papa de Roma
te lleva la contraria con una de tales cosas (por ejemplo, te dice que la

varianza de una variable aleatoria es —7), debes contestar:

Su Santidad ha tenido un
despiste o esta mal informado

Y no debes asustarte si el Papa se empecina en llevarte la contraria e
insiste en que la varianza es —7, aunque esté vestido de pontifical,
con la mayor educacion y respeto, debes afiadir:

Su Santidad no tiene ni
punetera idea de lo que dlce/

/ “Pobre
s

Galileo!

Seguridad en ti mism@, en la

solvencia de tus conocimientos.
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2.1 MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

e Siendo "X" una variable aleatoria unidimensional (discreta o continua), se llama

poblacion de "X" al conjunto de individuos (ya sean personas, animales,
plantaciones de patatas, etc.) en los que esta definida la variable aleatoria "X".

Se llama muestra de tamafo "n" a todo conjunto de "n" observaciones de
la variable "X". Se llama muestreo al procedimiento mediante €l que obtene-
mos una muestra de la poblacién. Asociada al muestreo de tamafio "n".dela va-
riable "X" hay una variable aleatoria n-dimensional (Xj;....;X,) que expresa
los resultados que pueden presentarse al seleccionar una muestra de tamafo
"n"; de ella diremos que es la variable muestral. De las variables unidimen-
sionales X1, .... , X diremos que son las variables cOmponenteés muestra-

les. Por ejemplo, si "X" expresa el peso de los ciudadanos y tomamos una
muestra tamafno 3, la variable muestral (X;;X5;X3) es tridimensional, expre-
sando X el aleatorio peso del i-ésimo ciudadano seleccionado (1=1,2,3). Asi,
si la muestra seleccionada es la (60;76;90), resulta obvio que las variables

X1, Xy y X3 se han concretado respectivamente en los nameros 60, 76 y 90.

e Como la seleccion de las muestras tiene como fin el estudio de las propiedades
de la poblacion, conviene que la muestra seleccionada sea representativa de és-
ta. El muestreo aleatorio simple se apoya en los siguientes supuestos:

1) La muestra se obtiene al azar, de modo que todos los individuos de la po-
blacién tienen la misma probabilidad de ser seleccionados, y las.sucesivas
elecciones de los "n" individuos que forman la muestra son independientes.

2) La distribucién de probabilidad "X" no se altera debido al muestteo.

3) Las variables componentes muestrales X1, .... , X, son independientes. y tie-

nen la misma distribucién de probabilidad que la variable "X". Por tanto, la
funcién de cuantia/densidad de la variable muestral es el producto de las
respectivas funciones de cuantia/densidad de las variables X1 ,.... ,X,,.

¢, Qué Master nos
recomiendas?

iEl SSS-5000... Soplar y Serber
Simultaneamente por solo 5000 €!

fonemato.com
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2.2 ESTADISTICO

Llamaremos estadistico a cualquier funcion real de la variable muestral

(X1; ... 35X ) que a su vez sea una variable aleatoria.

iNada de asustarse!

Un estadistico "T" es una variable aleatoria unidimensional
corriente y moliente cuyo valor depende de los valores que tomen las
vatiables X, .... ,X,; por tanto, para un estadistico "T"" nos plantearemos

las historias de siempre: ;cudles son las funciones de disttibucion,

generatriz de momentos y de cuantia/densidad de "T"'?, ;cuanto valen
E(T) y V(T)?, ¢cual es la probabilidad del suceso T =t?, ¢cudl es la

probabilidad del suceso a <T <b?

Llorar a chorros. Llorar la digestion. Llorar el suefio.
Llorar ante las puertas y los puertos.

Llorar de amabilidad y de amarillo. -
Abrir las canillas, las compuertas del llanto. H
Empaparnos el alma, la camiseta.

Inundar las veredas y los paseos, y salvarnos, :
de nuestro llanto.

Asistir a los cursos de antropologia, llorando.
Festejar los cumpleanos familiares, llorando.
Atravesar el Africa, llorando.

Llorar como un cacuy, como un cocodrilo...

si es verdad que los cacuyes y los cocodrilos

no dejan nunca de llorar.

Llorarlo todo, pero llorarlo bien.

Llorarlo con la nariz, con las rodillas.

> -;‘v

Profe de Estadistica después de corregir un examen
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2.3 ESTADISTICOS FAMOSOS

Momentos muestrales respecto al origen

El estadistico llamado momento muestral de orden "k" respecto al
origen se denota ay, siendo:

n
2 =3 XKk k=12, ...
s

El més famoso es el de primer orden, que llamaremos media muestral y deno-
taremos X:

X = % z Xi
=1

Momentos muestrales centrales

El estadistico llamado momento muestral central de orden "k™ se denota
my, siendo:

n —
my =4 Y (X; - Xk, k=1,2, ...
"1
El mas famoso es el de segundo orden, que llamaremos varianza.-muestral y

denotaremos S2:

15 <
S2 =E.Z)1(Xi —X)2
1=

Observa: el momento central de primer orden es el estadistico nule:

n n
1 < 1 <
my = (X =Xk == (X; =X) =
i=1 i=1

Obviamente, es S2 2%.82 y S2 —n=1g2,
n

Recuerda que para toda variable "X" es V(X) = E(X2) — (E(X))2. Pues bien, esa

misma relacién hay entre la varianza muestral (S2), el momento muestral de or-

den 2 respecto al origen (a,)y la media muestral (X); o sea: S2 =a, — X2
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n n
1 < 1 < 4 T2
S2 :E'Z (X; —X)2 =82 :E'Z (X2 -2X; X+X)=
i=1 i=1

T
N—
|
A,
[l

Y
|
A,

Caso bidimensional

Si de una variable aleatoria bidimensional (X;Y) se toma muestra de tamafo "n

(imagina que "X" expresa la aleatoria altura de los ciudadanos e "Y" su aleatorio
peso), la variable muestral sera ((Xl 5Y1);(X03Y5); . ;(Xn;Yn)) ; ast:

e [as medias muestrales son:
<_15 v_1+
X==>YX;;Y==-2Y;

n n
1=1 1=1
e [os momentos muestrales de segundo orden son:
_1 N X2 . _1 S Y2
a2.0 = n'z i 5402~ n'z i
1=1 1=1
2_1 % 2 .21 % 72
Sf=_ 2 (Xi=X)? 5 85=—2 (Y; -Y)
1=1 =1

e |.os momentos muestrales orden p;q son:

1 n

15 < &
pig = e 2 XE Y5 mpg = 3 (X - XOP.(Y; ~ Y)

a

La covarianza muestral, que se denota Sqq, es:

15 < woll s S
S1p=myy =—. > (X =X).(Y;-Y) :E‘[Z Xi.Yij -XY
i=1 i=1

El coeficiente de correlacion muestral, que se denota "t", es
PN
$1.S,
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FONEMATO 2.3.1

Se toma m.a.s de tamafio 2 de una poblaciéon "X" cuya funcién de cuantia es

X | 0 1 2 3
P(X=x)[1/8 3/8 3/8 1/8

Determinese la distribuciéon de probabilidad de los siguientes estadisticos:
DT =X;2)Tr=X;+X, ; 3) T3 =582 ; 4) Ty =S2
5)Ts =X =Xy ; 6) Ty =2.X1 — Xy ; Ty = max.(X{;X5)
SOLUCION

Las variables muestrales X y X, son independientes y tienen igual'distribucion
de probabilidad que la poblacion "X":
X1 | 0 1 2 3 X |0 1 2 .3
P(X;=xq) |1/8 3/8 3/8 1/8° P(X,=x5)|1/8 3/8 3/8 1/8

La funcién de cuantfa de la variable bidimensional (X4;X,) es:
P(X;=x;;X, = XZ)zHXl =x1).P(X, =x,) =

pues X, y X, son independientes

X, /X, | 0 1 2 3

0 |1/64 3/64 3/64 1/64
1 |3/64 9/64 9/64 3/64
2 |3/64 9/64 9/64 3/64
3 | 1/64 3/64 3/64 1/64

La siguiente tabla recoge toda la informacién necesaria para determinar la distri-
bucién de probabilidad de cada estadistico:

(x1;%2) | P(X1=x15Xp=x) [Ty |Tp | T3 | Ty |Ts | @6 [Ty
(0;0) 1/64 0| O 0 OO0 |00
0;1) 3/64 05| 1 (02505 | -1 | 14 1
0;2) 3/64 1l2]1|2|=2|f&]2
0:3) 1/64 15| 3 | 225|453 | 23] 3
1;0) 3/64 05| 1 [025]05 | 1 2 1
(1;1) 9/64 1120 |0 1
1;2) 9/64 1503 (02505 -1 0. 2
1;3) 3/64 2041 |2]2]|-1]3
(2;0) 3/64 121 |2|2|4732
(2;1) 9/64 151 3 102505 1 3 | 2
(2;2) 9/64 2 | 4 0 O | 0,] 212
(2;3) 3/64 251 5 1025105 | 141 3
(3;0) 1/64 150 3 |225145| 3| 6| 3
(3;1) 3/64 2 | 4 1 2 12| 5 3
(3;2) 3/64 251 5 1025105 | 1 4 | 3
(3;3) 1/64 316 0 OO0 3|3
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Veamos cémo se ha calculado el valor que toma cada estadistico en una muestra
concreta; por ejemplo, en la muestra (2;3):

1) T =X=(Xy +X2)/2=>T(2;3)=(2+3)/2=2
2) T, =X1+ X, > T5(2;3)=2+3=5
2
1 2 - 1 < <

= T3 (2;3)= l.((z —2'5)2 +(3-2'5)2) =025

4) Ty =S%= 2 Z (X;—X)?2=(X; - X)? + (X -X)? =
=1
=T (2;3)=(2-25)2 +(3-2'5)2 =05
5) T5:X1—X2:>T5(2;3):2—3:—1
6) T6 =2.X1—X2 :>T6(2;3)=2.2—3:1
7 T = max.(X;X5) = T7(2;3) = mdx.(2;3) = 3

Lo mismo que con el punto (2;3) se hace con los restantes 15 puntos
que forman la distribucién de masa de probabilidad asociada ala variable
muestral (X1;X,) que expresa los resultados que pueden presentarse
al tomar m.a.s. de tamafo 2 de la poblaciéon "X".

1) La distribucién de probabilidad del estadistico T = X es:

t | 0 05 1 15 2 25 3
P(T; =t)|1/64 6/64 15/64 20/64 15/64 6/64 1/64

Veamos como hemos obtenido que P(T} =2)=15/64: la probabilidaddel su-

ceso T} =2 la obtenemos sumando las masas de probabilidad correspondien-

tes a las muestras (1;3), (2;2) y (3;1) en que T toma el valor 2:
P<T1 = 2) = P(X1 = 1,X2 = 3) + P(Xl = Z’XZ = 2) + P(Xl = 3,X2 = 1) —
3 9 3 _15

TR

De forma similar se hace para los restantes valores que puede tomat: Tj.
Es:

E(T)) = E( (X + XZ)) = (E(Xy) + E(X3)) _—.(1'5 +1'5)=1'5

E(X)=E(X)=05+12+22+32=1'5, Vi=1]

V(T1>=V( (X1+X2)) (V<X1)+V(Xz>)+ (075+075)_§

V(X;) = V(X) = B(X2) - (E(X))2 : 3-1'52=0"75, Vi=1,2

B(X2)= 02.%+ 12%+ 22.§+ 32.% =3 | VENTAN|A |
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2) La distribucién de probabilidad del estadistico Tp = X + X5 es:

t | 0 1 2 3 4 5 6
P(T2=t)|1/64 6/64 15/64 20/64 15/64 6/64 1/64

Veamos cémo hemos obtenido que P(T, =5)=6/64: la probabilidad del su-

ceso Ty =5 la obtenemos sumando las masas de probabilidad cotrespondien-

tes a las muestras (2;3) y (3;2) en que T, toma el valor 5:

P(T2:5):P(X1:2;X2:3)+p(X1:3;X2:2)_%+%_%

De forma similar se hace para los restantes valores que puede tomat Ts:

Es:
E(T,)= E(2.T))=2.E(T})=2.1'5=3
-

¢ TZ = 2T1
V(T,)=V(2T)=4V(T}) = 4.% =1'5
3) La distribucién de probabilidad del estadistico T3 =S2 es:

£ | 0 025 1 225
P(T; = 1)]20/64 30/64 12/64 2/64

Veamos cémo hemos obtenido que P(T3 =1)=12/64: la probabilidad del su-
ceso T3 =1 la obtenemos sumando las masas de probabilidad cofrespondien-

tes a las muestras (0;2), (1;3), (2;0) y (3;1) en que T3 toma el valor 1:
P(T3 =1)=P(Xy =0;X, =2)+ P(X; =1;X, =3) +

+P(X; =2;X, =0)+P(X; =3;X, =1) = 614+6%+6i4+% %

De forma similar se hace para los restantes valores que puede tomar T3.
Es:

_ 20 30 , 4 12 2 _24
E(T3)—064+02564+164+22564 64

V(T3) = B(I3) = (B(T)P gy = ()” =
2 — 220 230 212 2 2 24
E(T§)=02.20 +0'252.27 + 1224 2'252. 2 = £

En fonemato.com tienes el
videotutorial en el que explicamos
los contenidos de este libro.
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4) La distribucién de probabilidad del estadistico T4 =S2 es:

t | 0 05 2 45
P(T4 =1)|20/64 30/64 12/64 2/64

Veamos como hemos obtenido que P(Ty =2)=12/64: la probabilidad del su-

ceso T4 =2 la obtenemos sumando las masas de probabilidad correspondien-
tes a las muestras (0;2), (1;3), (2;0) y (3;1) en que T4 toma el valor 2:
P(T; =2)=P(X; =0;X;, =2)+ P(X; =1;X, =3) +
12

+P(Xl:2,X2:O)+P(X1 3X2_1) %4-%4_%4_% a

De forma similar se hace para los restantes valores que puede tomas-Ty.
Para una muestra aleatoria simple de tamafio "n" es SZ = n.S2/(n — 1); asi, si
n=2, es Ty =S2 =2.82 =2.T5. En consecuencia:
E(T4)=E(2.T3)=2.E(T3)=2.(24/64) = 48/64
V(T4)=V(2.T3)=4.V(T3)=4.(15/64) = 60/64
5) La distribucion de probabilidad del estadistico Tg = X; — X, es:

t | -3 -2 - 0 1 2 3
P(T5=t)|1/64 6/64 15/64 20/64 15/64 6/64 1/64

Veamos cé6mo hemos obtenido que P(Ts=-2)=06/64: la probabilidad del

suceso Tg5 =—2 la obtenemos sumando las masas de probabilidad correspon-

dientes a las muestras (0;2) y (1;3) en que Ty toma el valor —2:

P(T5 ==2)=P(Xy = 0;X, =2) + P(Xy =1;Xp =3) = 2+ = &

De forma similar se hace para los restantes valores que puede tomar Ts.
Como E(X)=E(X,), es E(T5)=E(X; — X,)=E(X;) - E(X;)=0.
Como V(X)=V(X,)=V(X)=0'75, es:

V(Ts5) = V(X = Xp) = V(X)) + V(X)) =1'5

QUE QUEDE MUY, MUY CLARO

Siendo discreta la poblacion "X", con
muestra de tamano 2, para calcular

la funcidn de cuantia del

estadistico "Pepe" calculamos el

valor que toma "Pepe" en cada punto'de

la distribucion bidimensional discreta
asociada a la variable muestral (X4;X5) y
después obramos en consecuencia.

Tema 2: Distribuciones en el muestreo
© Rafael Cabrejas Hernansanz



0) La distribucién de probabilidad del estadistico Ty =2.X1 — X, es:

t | 0 1 2 3 4 5 6
P(T6:t)|l/64 3/64 6/64 10/64 12/64 12/64 10/64 6/64 3/64 1/64

Veamos cémo hemos obtenido que P(Tg =—1)=06/064: la probabilidad del su-
ceso Ty =—1 la obtenemos sumando las masas de probabilidad correspon-
dientes a las muestras (0;1) y (1;3) en que Ty toma el valor —1:

P(Tg ==2)=P(Xq =0;X; =1)+ P(X; =1;X = 3) = =+ Ze=e
De forma similar se hace para los restantes valores que puede tomat. L.

Es:

E(T,)=EQ2.X, —X,)=2FEX;)-E(X,)z2.1'5-1'551'5
E(X)=E(X,)=1'5 JA
V(Ty)=V(2X; - X,)=4V(X) + V(X,)=3'75
V(X,)=V(X)=0'75, Vi=12 _T

7) La distribucién de probabilidad del estadistico Ty = max.(X1;X5) es:

e [0 1 2 3
P(T; = t)|1/64 15/64 33/64 15/64

Veamos como hemos obtenido que P(T7 =1)=15/64: la probabilidaddel su-
ceso T7 =1 la obtenemos sumando las masas de probabilidad correspondien-
tes a las muestras (0;1), (1;0) y (1;1) en que T toma el valor 1:
P(T7 =1)=P(X; =0;X, =1)+P(X; =1;X, =0)+ P(Xy = 15X, =1) =
_3 .3 .9 _15

~ 64 64 64 o4

De forma similar se hace para los restantes valores que puede tomar T+. Es:
15 33 15 _ 126
E(T) =044 64 st 23264 1264
V(T7) = B(T) — (B(T))? g 202 = ()2

2 215 5533 , 3o 15 _ 282
B(T7) =02 0 + 12 + 2222+ 2.2 = 205

¢, Quién esta todavia en
pafales en lo que se
refiere al uso de esas
magicas ventanas que
me facilitan enorme-
mente el desagradable
trabajo de corregir

\ examenes?
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FONEMATO 2.3.2

Sea "X" una poblacién continua de la que se toma m.a.s de tamafio "n".
1) Determinese la distribucién del minimo valor muestral "Z".

2) Determinese la distribucion del maximo valor muestral "Y".

3) Determinese la distribucién de recorrido muestral R =Y —Z.

4) Apliquese al caso n=3 si la densidad de "X" es f(x)=2.x, x €[0s1]:
5) En las condiciones de 4), determinense las siguientes probabilidades

P(Y <0'1) ; P(Y >09) ; P(Z<01) ; P(Z>0'9) ; PR <0'5)
SOLUCION

Siendo "f" y "F" las respectivas funciones de densidad y de distribucion de "X",
sea (X7;....;X,,) la variable muestral que expresa los resultados que pueden pre-

" ",

sentarse al tomar m.a.s de tamafio "n"; por tanto, Xy, .... ,X,, son independien-

tes y tienen igual distribucién de probabilidad que la poblacién "X".
1) Siendo Z = min.(Xy;.... ;X ), su funcién de distribucion F, es:
F,(2) =P(Z<2)=P(min.(Xy; ...;X,) < z) =
=1-P(min.(Xy;...;X,)>2z)=1-P(X; >z;..;X, >2)

n n _T
pues X4, .... , X,, son independientes

=1—f[ P(X, >Z)T1—(1—F(z))n

i=1
P(X,>2)=P(X>z)=1-F(z), Vi=1,2,...,n

bl

e Siendo f(z) la densidad de probabilidad de "Z", e

d n-1d n-
=47 g1 F) F(j) 0.(1-F()" " )
F,(2)=1-(1-F(2))" dF(z)/dz=1(z)

e También podemos calcular la densidad f(z) de "Z" asi:

+o0 n=l

Plz<Z<z+dz)=1f,(z).dz= fff f(z). dsz(-[z—i—dz f(x).dx) $:>

@ E VENTANA |

n El "papel" de "minimo valor muestral" puede hacerlo cualquiera de
" "

las variables componentes muestrales.

EI Probabilidad de que una de las variables componentes muestrales
tome un valor en el intervalo (z;z+ dz).

Probabilidad de las restantes n—1 variables componentes muestrales

tomen valores mayores que z + dz.
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+00 n—1 n—
=f,(z) = n.f(z).(jZ f(x).dx) ?n.(l - F(Z)) 1 £(z)

| Z+°° £(x).dx =1— F(z)

dividimos los dos miembros por "dz", y consideramos que,

. ., +00 +00
por ser "dz" un infinitésimo, es J.z—i-dz f(x).dx = le f(x).dx

2) Siendo Y = max.(Xy; .... ;X ), su funcién de distribucion Py es:
Fy (y) =P(Y <y)=P(méx.(Xy; ...; X, ) <y) =
pues Xy, ...., X,, son indpendientes

=P(X; <y )‘H P(X; < T (F(y))"

P(XiSy)zP(XSy)zF(y), Vi=12,...n

e Siendo fy (y) la densidad de probabilidad de "Y", es:

d n-1 d
fy(y)= ng@)%n(ﬂ g ()" ')

Fy(n=(Fw)" | [dFG)/dy=£(y)

e También podemos calcular la densidad fy (y) de "Y" asi:

n—1

f(y).dy,. (jy f(x). dx) f:

P(y<Y <y+dy)=fy(y).dy=

£x
VENTANA i

| a | El "papel" de "maximo valor muestral" puede hacetlo cualquiera de

las H "

variables componentes muestrales.
EI Probabilidad de que una de las variables componentes imuestrales

tome un valor en el intervalo (y;y + dy).

E Probabilidad de las restantes n—1 variables componentes muestrales

tomen valores menores que "y"

) n—1 e
=y =nw)(]’, f<x>.dx) £ () )

es |1 f(x)dx=F(y)

Dividimos los dos miembros por "dy"
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3) Para determinar la distribuciéon de probabilidad de R =Y —Z debemos calcu-
lar previamente la densidad g(z;y) de la variable bidimensional (Z;Y); es:

P(z<Z<z+dz;y<Y <y+dy)=g(zy).dzdy=
n—2

:g,(n—l)fg(z).dzf;(y).dy. fzyf(X)dX) ¢:>

Ii;’ VENTANA

Izl El "papel" de "minimo valor muestral" puede hacerlo cualquiera de

las "n" variables componentes muestrales, y el "papel" de "maximo

valor muestral" puede hacerlo cualquiera de las restantes n—1 va-
riables componentes muestrales; por tanto, el numero de pares dis-
tintos (minimo;maximo) en que pueden concretarse las "n" obser-
vaciones muestrales es n.(n—1).

EI Probabilidad de que una de las variables componentes muestrales
tome un valor en el intervalo (z;z +dz).

Probabilidad de que otra de las variables componentes muestrales
tome un valor en el intervalo (y;y + dy).

@ Probabilidad de las restantes n —2 variables componentes muestra-
les tomen valores en el intervalo (z+ dz;y + dy). Comey"dz"y."dy"

son infinitésimos, despreciamos su influencia y consideramos el in-
tervalo (z;y).

n—2
? o(z;y) =n.(n — 1).f(z).f(y).( jzy f(x).dx)

dividimos los dos miembros por "dz.dy"

e Haciendo el cambio de variables

{Ri{z—z}:{ngfR}

0z/0s 0z/0r
Oy/0s 0Oy/Or

La densidad de probabilidad h(s;r) de la variable (S;R) es:

el jacobiano es:

J= 11

:‘1 0‘:1

n—2
h(s;t)=g(s;s+1).| J|=n.(n—1).£(s).f(s + r).(LSH f(x).dx)

La densidad de probabilidad f (r) del recorrido muestral "R" es:

§=-+00

fr(r)= J. o, h(s;r).ds
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4) Si la densidad de "X" es f(x) =2.x, x €[0;1], entonces:
F(x)=P(X<x)= [ 2.x.dx=x2
e Para n=3, siendo Z=min.(X{;X,;X3) e Y =max.(X;;X,;X3), sus respec-
tivas funciones de densidad de probabilidad son:
£,02)=3.(1-F) Lf(z)=3.1-22)2.(2.2), z €[0;1]

3-1
fy () =3.(F(y)” £(y) =3.(5%)%.2.y), y €[051]
e [.a densidad de probabilidad g(z;y) de la variable (Z;Y) es:

y 3-2
5 =36 - D[] f.n ) -

0<z<1

= 6,(2,2), (2}7)-"2y 2.x.dx = 24.z.y. (y2 — 22), siendo {Z <y< 1

e Haciendo el cambio de variables {R i;z_ Z} = {Y Z §-+S- R} , cuyo jacobiano
es 1, la densidad de probabilidad h(s;r) de la variable (S;R) es:
h(s,r)=g(s;s+ 1) ] \? 24s.(s+1).((s+1)2 —s2) =

en g(z;y) sustituimos "z" por "s" e "y" por "s+1"

o (e end 0<s<1
=24s.1.(s+1).(2s + 1), siendo 0<r<1l-—s

. [0<52<1 Z=S8 0<s<1 0<s<1
st {zSySl}y{y=s+r}:>{sﬁs+rﬁl}:>{03rﬁl—s}

e Densidad de probabilidad fg (1) del recorrido "R™:

fr(r)= '[SS::::; h(s;r).ds=

_ :é‘r 24.5.1.(5+1).(2.5 + 1).ds = ... =

—_ N

‘—s+r=l

r

=12.r.(1—12), r €[0;1] 0 1

5) Siendo F,(z)=1-(1-F(2))" y Fy (y) = FH)", si F(x)=x2 y a=3yes:
Fy(z)=1-(1-22)7 ; Fy(y)=y©

Por tanto:
* P(Y <0) = Fy (0') = 016
*P(Y>09)=1-P(Y <0'9)=1-Fy(0'9)=1-0'96
* P(Z<01)=F,(01)=1-(1-0"12)3
*P(Z>09)=1-P(Z<09)=1-F,(09=1-(1-(1-092)3)

*PR<05)=[" fr().dr=[" 1200 -12).dr= ..
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FONEMATO 2.3.3

1) En el muestreo aleatorio simple de tamafio 5 de una poblacién exponencial de
parametro "a", determinese la distribucién del recorrido muestral.

2) Calculese la probabilidad de que el recorrido muestral sea mayor que 1.
SOLUCION
1) Sea X~ Exp.(a) y (Xy;.... ;X5) la variable muestral que expresa los tesulta-

dos que pueden presentarse al tomar m.a.s. de tamafio 5; por tanto,

X1, .... , X5 son independientes y tienen distribuciéon Exp.(a), como "X".

Si Z=min.(Xy;....;X5) e Y =max.(Xy;....;X5), el recorrido muestral "R" es

R =Y —Z, y para determinar la distribucién de probabilidad de "R"-debemos

calcular antes la densidad g(z;y) de la variable bidimensional (Z;Y).

Siendo "f" la funcién de densidad de probabilidad de la poblacion "X es:
P(z2<Z<z+dz;y<Y<y+dy)=g(zy).dzdy =

55~ Dy pf(2)dy $f(y).dy$. f( [’ f (X).dx) P
1]

El "papel" de "minimo valor muestral" puede hacetlo cualquiera de

las 5 variables componentes muestrales, y el "papel" de "maximo va-
lor muestral" puede hacerlo cualquiera de las restantes 5= 1 vafia-
bles componentes muestrales; por tanto, el nimero de pares distin-
tos (minimo;maximo) en que pueden concretarse las "5'" observa-

ciones muestrales es 5.(5—1).
EI Probabilidad de que una de las variables componentes muestrales
tome un valor en el intervalo (z;z + dz).
Probabilidad de que otra de las variables componentes muestrales
tome un valor en el intervalo (y;y + dy). VENTANA

EI Probabilidad de que las restantes 5—2 wvariables componentes
muestrales tomen valores en el intervalo (z+dz;y+dy). Como

son infinitésimos, despreciamos su influencia v conside-
"dz" y "dy" infinitésimos, despreciam influencia y consid
ramos el intervalo (z;y).

| dividimos los dos miembros por "dz.dy" |

. 3
= g(z;y) = 2o.f(z).f(y).(jz’ f(x).dx) ?

siendo X = Exp.(a), es f(x)=a.e72x, x>0

= g(z;y)= 20.(a.e—3-2 ).(a.e—ﬂ-y )(JZ a,e—a.x_dx)3 =

=20, (ae-07) (a.e-ss) (~(eer )] )3 _

=20.a2.e~a.(2+y) .(e—ﬁhZ —emay )3 , siendo 0<z<y
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e Haciendo el cambio de variables { 5=Z } = { 2=S }, el jacobiano es:

R=Y-7/~1Y=S+R
_10z/0s 0z/0r| |1 0 _1
1=lays8s ayrer|=|1 1|7

La densidad de probabilidad h(s;r) de la variable (S;R) es:
h(s;r)=g(s;s + r)‘ ] ‘ = 20.a2.e—a-(5+5+f).(e—ﬁ-s —ema(s+1) )3 =

| en g(z;y) sustituimos "z" por "s" e "y" por "s+1" |

= 20.a2.e—ﬁ-f.e—5-ﬂ-s.(l —ear )3 , siendo s>0yr=>0
\_ﬂ/_J

A
. [z>0 Z=S s>0 s>0
. {zSy}y{y=s+r}:>{sﬁs+r}:>{r20}

e La densidad de probabilidad fg (r) del recorrido muestral "R" es:

fr(r)= LS::: h(s;r).ds= :::JOO h(s;r).ds=
=20.32.e_a-f.(1—e_a-r)3.J.::Joo e—das dg= S
=0 Sas dg=—L [ ¢-5a. BENON
Is:O g 28 aly S.a'J.SZO e™>25.d(5.a.5) 5. "5a
3 0 '
=4.a.e_a-r.(l—e_a-f) ; 120

2)Es:  PR>1)= j1+°° fr (t).dr = j1+°0 4a.e7r (1- e_a-f)3.dr -

Aviso

Si de una poblacién continua "X" se toma muestra aleatoria simple de tamafio 9
(impar) y se obtiene la (13;16;9;7;18;6;8;5,3), ordenando de menor a mayor

los valores observados, resulta | 3<5<6<7 |<8<| 9<13<16<18 | Asi, en

esa muestra el estadistico mediana muestral se concreta en elyatmero 8,
que es la observacion inferior a la mitad de las restantes observaciones y
superior a la otra mitad.

iEN EL SIGUIENTE EJERCICIO JUGAREMOS
CON EL ESTADISTICO MEDIANA MUESTRAL!

iAnimol...tras la mediana muestr)
como estrella, en el ejercicio 2.3.5
viene el estadistico diferencia en-
tre el sexto menor valor muestral
y el tercer menor valor muestral,

que te cargara las pilas /

Me temo que
la mediana
me va a
doler mucho
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FONEMATO 2.3.4

Sea "X" una poblacién continua de la que se toma una muestra aleatoria simple
de tamafno impar 2.n +1.

1) Determinese la distribucién de la mediana muestral "M".

2) Particularicese en el caso n=2 sila densidad de "X" es f(x)=2.x, x €[0;1].

3) En las condiciones de 2), calcilense la media y la varianza de "M%
SOLUCION
1) Siendo fy; la funcién de densidad de probabilidad de "M", es:

fy(m).dm=P(m <M <m+dm)=

:%Uﬂo f(X).dx)n-(f (m).dm).( [ f(x).dx)n =

En el experimento consistente en observar una vez el valor que.toma la va-
riable "X", por fuerza ha de ocutrir alguno de los siguientes sucesos:
* Ay =la variable "X" toma un valor no superior a "m"

* A, =la variable " X" toma un valor en el intervalo (m;m + dm)
* A4 =lavariable "X" toma un valor no inferior a "m + dm"

Siendo "f" 1a funcion de densidad de "X", es: VENTANA
+00
P(A1)=[" f(x).dx ; P(Ap)=f(m).dm ; P(A3)= jmdm f(x).dx

Si el experimento se repite 2.n+1 veces, la aleatoria mediana muestral " M"

toma un valor en el intervalo (m;m + dm) sélo si el suceso A ocurre’"n"

veces, el suceso A, ocurre una vez y el suceso Az ocurre "n'" veces; y la
probabilidad de tal contingencia es:

PRI (P(A1)" P(A2)(P(A3)"
X

La probabilidad de que ocurra
Al ,A1 S eees sAl 5 AZ ,A3,A3, ,A3
[S——]

"n" veces una "n" veces
vez

es (P(A1))".P(A,).(P(A3))", y debe multiplicarse por PRZGH

n;l;n>
que es el nimero de permutaciones con repeticion (alineaciones)
que pueden formarse con Aj,A, y Az de modo que Aq yAj es-

tén presentes "n" veces y A, una vez, siendo:

pary (20 +1)!
PRGTn = nl.1l.n!

nl.1l.n!

? £y (m) = w( " f(x).dx)n .f(rn).( [ f(x).dx)n

| dividimos por "dm" y pasamos del "dm" de la tltima integral |
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2) St n=2 yladensidad de "X" es f(x)=2.x, x €[0;1], la densidad de "M" es:

far(m) = 21?:21 U £(x). dX) £(m). U £(x). dX)2=

= 30.(]0rn 2.X.dx)2 .(Z.m).( j; 2.X.dx)2 = ... =60.m5.(1-m2)2, m e[0:1]

T I f(x)=2x, x€[0;1] |

2) Fs:
. EQD =" m.f,(m).dm = [, 60.m6.(1 -~ m2)2.dni=
m =+/u = dm = du/(2.4/u)

los limites de integracién no cambian

1
5 \/_ = 30.j0 u5/2.(1—u)2.du ? 30.8(7/2;3) =
B(r;s)= jol ur-1,(1—u)s—l.du
En nuestro caso es {rs—_l 1=:5§2} = {r::7£2
[(7/2)T(3)  300(7/2).0(3) 30.1°(3) 160
T(13/2)  (11/2).(9/2).(7/2). r(7/2) (11/2).(9/2).(7/2) "~ 231

= 30.

. V(M) = E(M2) - (EOV)? 55 = (521)2
fz 251" [EN

EM2)=[" m2£, (m).dm ijo 60.m7.(1— m2)2.dmi=

m =+/u = dm =du/(2~/u)

los limites de integracién no cambian

=60 w7 /2.1~ w2 B =30 w3 (1-u2.duz

24
_ ay_ag LAILE) 320 g
=30p(4:3)=30.— L= =30." =7

/— PROFE L

\

iFamilia... venid a
reiros de un@ que
no se aclaraconla

,5;????%2;;;; inte ral bEta!
Tu examen _

o
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FONEMATO 2.3.5

Si se toma m.a.s de tamafio 9 de una poblaciéon "X" con distribucién uniforme en
el intervalo (0;1), determinese la distribucion de probabilidad de la diferencia en-

tre el sexto menor valor muestral y el tercer menor valor muestral.
SOLUCION

Siendo "S" el sexto menor valor muestral y "T" el tercer menor valor muestral,
sea Z=S—"T su diferencia. Para hallar la distribucién de probabilidad de
Z =8 —T debemos calcular antes la funcién de densidad g(t;s) de/ (T;S); es:

P(t <T<t+dt;s<S<s+ ds) = g(t;s).dt.ds =

Y s (PAD) P(A)(P(A3))7 P(A4).(P(A5)) =

En el experimento consistente en observar una vez el valor que tomatla va-
riable "X", por fuerza ha de ocurrir alguno de los siguientes sucesos:
* A1 =la variable "X" toma un valor no superior a "t"

* A, = lavariable "X" toma un valor en el intervalo (t;t + dt)
* A5 =la variable "X" toma un valor en el intervalo [t + dt;s]
* Ay = la variable "X" toma un valor en el intervalo (s;s +.ds)

* A = la variable " X" toma un valor no inferior a "'s + ds"

> X
t J L t+dt S J L s+ds

Si el experimento se repite 9 veces, el tercer menor valor muestral "T" to-
ma un valor en el intervalo (t;t+dt) y el sexto menor valor muestral toma

un valor en el intervalo (s;s+ds) solo si el suceso Ay ocurre 2 veces, el
suceso Ay ocurre 1 vez, el suceso Ag ocurre 2 veces, el suceso Ay ocurre

1 vez y el suceso Ag ocurre 3 veces.

2 veces 1 vez 2 veces 1 vez 3 veces

v v v
t _4 ol t+dt S _4 ll s+ds -

La probabilidad de tal contingencia es: VENTANA
2 2 3
PR3.1.9.1.3-(P(A1))” - P(A2).(P(A3))".P(A4).(P(A5))

A
La probab. de que ocurra Ay,Ay, Ay, A3,A5, Ay, A5, A5, A5 es
— Y~ Y——

2 veces una 2 veces una 3 veces
vez vez

(P(A])*.P(A).(P(A3))*.P(Ay).(P(A5))” y debe multiplicarse
por PR%,1,2,1,3, que es el nimero de permutaciones con_repeti-

cion que pueden formarse con Aq,Ap,A3,A4 v Ag de modo que
A1y Aj estén presentes 2 veces, A, y Ay estén presentes 1 vez y

Ajg esté presente 3 veces, siendo PR3;1;2;1;3 =91/(21.11.21.11.3).

Tema 2: Distribuciones en el muestreo
© Rafael Cabrejas Hernansanz



9! 2 2 3
?2!.2!.3!'0) (dt).(s—t)".(ds).(1—t)
Si X = U(0;1), su funcién de densidad es f(x) =1, x € (0;1); por tanto:
t
VENTANA P(A1)=P(Xﬁt):JO dx =t
P(A,)=P(t<X<t+dt)=£(t).dt =dt
P(A3):P(t+dtsxgs)=P(tgxss):j: dx=(s—¢)
PA4)=P(s<X <s+ds)=1(s).ds=ds
P(AS):P(X2s+ds):P(X2s):j.1 dx=(1-5)

Por tanto:

g(tss) = 2!‘3!!_3!.@)2.(5—02.(1-t)3

siendo
0<t<l;0<s<1; t<s

Haciendo el cambio de variables {Z\;S:_ST} {T EEV\?(; Z} , €l jacobianores:

_|0t/ow 0Ot/0z
J=\os/ow  0s/02

La densidad de probabilidad h(w;z) de la variable (W;Z) es:

1 -1

_‘1 0‘21

h(w;z)=g(w—z;w).| J|=
g | \+

en g(t;s) sustituimos "t" por "w —z" y "s" por "w"

N (w=z)(w=(w=2))(1-w) =

T 202130
__ 9 2 3
_2!.2I.3I'(W_Z) 22.(1-w)
siendo: O<w—2z<1;0<w<1;2z20
0<t<1) . _ - [0<w-z<1 0<w— 2 %l
si<0<s<1 y{ ;Y }:> O<w<l =3 O<w<l
t<s -V w—z<w 2>0
La densidad f/(z) de "2" (Z=S—-"T) es:
W
wW=+00 1
f,(z)= jwz_oo h(w;z).dw =
_ o
A (w—z)2 72 (l—w)3 dw = '
W:Z 2!.2!.3!1 . . . ceee OI IZ 1 »Z

siendo z €[0;1).
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FONEMATO 2.3.6

De una poblaciéon X ~N(0;6) se toma m.a.s de tamano 2.
Demuéstrese que los estadisticos "Z" y ""T" son incorrelados, siendo:
) Z=(X1+X)/2; T=X}+X3

SOLUCION

Sea (X;X,) la variable muestral que expresa los resultados que pueden presen-
tarse al tomar m.a.s de tamano 2; por tanto, Xy y X, son independientes y tienen
distribucién N(0;6), como la poblaciéon "X".

Para demostrar que los estadisticos "Z" y ""T" son incorrelados debemeos.demos-

trar que su covarianza es nula.

COV.(Z;T) = B(ZT) ~ B(Z) E(T) 5 0

— VENTANA
* B(Z) = E(%.(Xl + Xz)) = %.(E(Xl) +E(X,))= %.(o +0)=0

* B(Z.T) = E(%.(X1 +Xo).(X] + X%)) =
= E(X3 + X, X3+ X}.X, +X3) =
= %.(E(X%) +EB(X,.X3) + E(X?.X,) + E(X3 );

| pues las variables aleatorias X; y X, son independientés. |

= %.(E(Xf) + B(X;) E(X3) + B(X}).E(X,) + E(X3)) Y 0

como en la distribucién N(0;0) son nulos todos los momentos de
orden impar respecto al origen, es E(X?)=E(X;)=E(X,)=E(X3)=0

¢, COmo vas con
las ventanas?

t Pedrusco "A" = Pedrusco "B"

A

Razonamient
calculos qQ
permiten pas

un lado a
de un "=" o d ":>"

iNadie nace sabiendo!
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2.4 LA MEDIA MUESTRAL

Siendo X el estadistico media muestral en el muestreo aleatorio simple de tama-

fio "n" de una poblacién "X" de media [ y varianza 62, es:

E(X) = E[%injzli E(Xi>$%.n.u —u
1 i=1

n
—1 .

EX)=p,Vi=12,..,n

V(X;)=02 ,Vi=12,...,n

1 S 1 S 1 o2
V =V L= V(X.)= 2 =
(X) .i; X, 3 .}1 (Xj)=—5.n.c

n

pues X,X,, ...., X, son independientes

O sea, el centro de gravedad de la distribucion de masa de probabilidad asociada
al estadistico X coincide con el centro de gravedad de la distribucién de masa de
probabilidad asociada a "X", pero la variabilidad de X, expresada por V(X), es
la n-ésima parte de la variabilidad de "X", expresada por V(X). Por ejemplo, si

n =100, la varianza de X es la centésima parte de la varianza de "X".

En el Tema 3, para expresar que el valor esperado del estadistico media muestral
X siempre coincide con el valor esperado p de la poblacion "X", diremos que

X esun estimador insesgado de la media poblacional p.

Funcion generatriz de momentos del
estadistico media muestral

Si M (t) es la f.g.m. de la variable "X", la f.g.m. de X es D(t) = (CDX(t/n))n:
n
D(t) = E(et.i ) = E(et.(X1 +Xo+ ... +X,)/n ) = E{H et.X; /nj =

1=1 T
, son independientes | ———

X

pUCS X1 >X2 o 0000

>

como X{,X,, ..., X, tienen la misma distribucion de probabilidad
que "X", es E(et-Xi /ﬂ)= E(et-X/ﬂ), Vi=12 ..,n

n

=T E(erXi /n)i(E(et-X/n))n;(q)x(t/n))n

1=1

pues E(ePCPC-X ) = Oy (Pepe)

Por ejemplo, siendo X = G(p;a) es P (t) = (1 - (t/a))_p ,v la fig.mide X es:
Y )" ~p.n
o =(@x/m) " =((1-5) | =0-.%)

que corresponde a una variable con distribuciéon G(p.n;a.n).
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Funcidon de cuantia/densidad del
estadistico media muestral

La determinacion de la funcién de cuantia/densidad de la me-
dia muestral X puede ser cosa facil o menos facil.

e Si el tamafio muestral "n" es grande (= 30), el teorema Central del Limite nos
permitira aproximar la distribucién de X mediante la normal coft media'y va-
tianza las de X; es decir, mediante la N(p;6/ \/E)

e Para muchas variables famosas, con independencia déel'tamarno
muestral, podremos determinar la funcion de cuantia/densidad
del estadistico media muestral a través del estadisticorsuma to-
tal.

Ejemplo 1: si la variable "X" tiene distribucion de Bernouilli 'de patametro
"p", siendo T'=Xq + ...+ X, #B(n;p) y X=(X{ +.... + X,)/n=T/n, es:

P(X=x)=P(T/n=x)=P(T=nx)z

*
TzB<H;P>=>P<T=t>=([§)-pt-(1—p>ﬂ—t,t=0,1,2, ..... 0
| n.x — p)N—n.x — l;
_(n_x).p (=pp-ns, x=0,1.2 1

Ejemplo 2: sila variable "X" tiene distribucién B(k;p), siendo
T=X{+...+ X, *#Bnk;p) ; X=Xy +...+X,)/n=T/n

CS:

P(X=x)=P(T/n=x)=P(T =n.X)i

5 5
nn

Ejemplo 3: si la variable "X" tiene distribucién P(0), siendo

T=X{+..+X,~*Pn0); X=X +..+X,)/n=T/n

CS:
P(sz)=P(T/n=x)=P(T=n.x)$
e 00, (n.f)t
TxP(n8)=P(T=t)=———, t=0,1,2,....
_e—n.G_(n_Q)n.x _gl2
= Y

Ejemplo 4: si la variable "X" tiene distribuciéon G(p), siendo
T=X{+...+X,*BN(n;p) ; X=(Xy +..+X,)/n=T/n
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es: P()_(:X>=P(T/HZX)=P(T=1’1.X)i

t

T ~ BN(n;p) = P(T = t) :(t +n‘1).<1 PR, £=0,1,2,....

n.x

:(n.X +n —1).(1 —p)nx.pn, x= O,l,z, .......

Ejemplo 5: si la variable "X" tiene distribuciéon BN(k;p), siendo
T=Xq+...+ X, *#BN(nk;p) ; X=Xy +...+ X,)/n=T/n
es:
P(X=x)=P(T/n=x)=P(T= n.x)i

t+nk—1
‘ )

T~ BN(n.k;p)= P(T= 1) =

:(n.x+n.k—1

n.x

).(1—p)n-X.pﬂ-k, x=0L12 .

b n b n b

Ejemplo 6: sila variable "X" tiene distribucién Exp.(a) = G(1;a), siendo
T=Xq+...+X,~G(n;a)

la funcién de densidad de probabilidad de "T" es:

fro(t)= 2 ¢n—1 e=at ¢>(
T() l"(n) .C )

Asi, siendo X =T/n (= T=n.X) la aleatoria media muestral y.denotando
g(x) ala funcion densidad de probabilidad de X, es:

d(n.x)
dx

n
=2 (nx)nleanx n=

- T(n)

g(x) = fr(n.x).

n
— (a'n) Xn—l_e—(a.n).x , X > 0

I'(n)
que es la densidad de una variable con distribucion G(n;a.n).
Ejemplo 7: si la variable "X" tiene distribucién G(p;a), siendo
T=X4+...+X,=G(p.n;a)
la funcién de densidad de probabilidad de "T" es:

fr(t) = F?I;l)-

Por tanto, siendo X =T/n (= T =n.X) la aleatoria media muestral y deno-

tpn—l e—at >0

tando g(x) a la funcién densidad de probabilidad de X, es:

g(x) =fr(n.x). d%lxx) = ra(I;f;) .(n.x)P-ﬂ_l.e_a-n-X_n =
—M .n—1 .—a.n.x
= r(pn> .xP .e , X > ()

que es la densidad de una variable con distribucién G(p.n;a.n).
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iNO ESTAMOS DESCUBRIENDO
LA POLVORA!

Los 7 ejemplos precedentes son auténticas bobadas que apren-
dimos a lidiar cuando estudiamos los cambios de variable unidi-
mensionales: se conoce la funcién de cuantia/densidad de una
variable "T" (la suma total) y nos planteamos el calculo de la fun-
cién de cuantfa/densidad de otra variable X (la media muestsal)
que esté ligada con ""I" por la relacion monétona T = neXe

Ejemplo 8: si sec toma una muestra de tamafio 2 de una variable "X" con dis-
tribucion U(0;3), el problema de determinar la distribucién de probabilidad

del estadistico media muestral es distinto a los anteriores, pues al contrario
que en los ejemplos precedentes, ahora no tenemes_hif puta
idea de la distribucion de probabilidad del estadistico suma to-
tal.

Siendo "X" continuay muestra de tamano 2, para calcular
la densidad de la media muestral "W" (la denotamos "W" en vez de X4 por
comodidad), trabajaremos como aprendimos en su momento: partiendo de
la densidad f(xq;x,) de la variable muestral (X;;X,), calcularemos la
densidad g(w;u) de la variable bidimensional (W ;U), siendo U=Xj{'6
U =X, ydespués calcularemos la densidad de "W" como matginal de la
bidimensional (W;U).

Vamos al tajo: como las variables X; y X, son independientes, la funcién de
densidad f(xq;x,) de la variable bidimensional (X;;X,) es el producto'de las

respectivas funciones de densidad de Xy y X, ; por tanto, como X; y X, tie-
nen distribuciéon U(0;3), es:

f(Xl;Xz):f1(X1)-f2(X2)i1/9, 0<x)<3,0<x,<3

X, #U(0;3)= fi(x;))=1/3, 0<x;<3,i=1,2

Recuerda: si f(xq;x5) es la densidad de la variable bidimen-
sional continua (X{;X,) definida en un dominio D < K2,
siendo Xy =h((W;U) y X, =hy(W;U), la densidad g(w;u)
de la variable bidimensional (W;U), es:

g(w;u) = f(hy (w;u);hy (wiu)).| ]

donde D* es el dominio en que se transforma "D" como
consecuencia del cambio de variables, y "]" es el jacobiano
asociado a dicho cambio de variables.

; (wiu) eD*
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* Siendo W = (X4 + X,)/2 y U=Xjy,al despejar Xy y X5, resulta:

Xy =h{(W;U)=U ; X, =hy(W;U)=2.W - U
8X1/8W 8x1/8u _ O 1
8x2/8w 6x2/8u - 2 -1

* El dominio D = {(x1;x2) eR2/0<x1<3,0<x,< 3} se transforma.en:

* El jacobiano es | = ‘=—2:>U‘=2

D*Z{(W;u)emz/O<u<3,0<2.w—u<3}

0<xq<3 {O<u<3
0<x,y<3 A 0<2w-u<3

X|{=u;Xp=2w—u

> W

0 3/2

i
|
|
|
|
|
.\*—u=3
|
|
3

* Funcién de densidad g(w;u) de la variable (W;U):
g(w;u) =f(h (W;u);hz(w;u)).‘ J‘ =2/9 ; (w;u) eD*

* Como queda dicho, calculamos la densidad g1 (w) del estadistico-mediasmues-

tral "W" como marginal de la bidimensional (W;U):

u=+00

* g(w)= Ju:_w g(w;u).du=
=2.
si0<w<3/2]——=[""" 2.du/9=4.w/9
=3
~ si3/2<w<3|—=[" 2.du/9 = (12 = 4.w)/9
u=2.w—3
resto - =0
/ Seguro que en /é, ‘ C iCapullito, piensal... €se tom
examen cae W 0 tiene cuernosgmuy.
algo asf, \’ grandes, y nadie puede
pero con una 5 exigirte que lo lidies:sipre-
muestra de viamente no te ha ensefiado
tamarfio 3 cémo se "ponen" los limites
k de integraciéon cuando el
dominio de integracion D*

\ es tridimensional /
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Naturalmente, una vez conocida la distribucion de probabilidad
del estadistico media muestral, puede marearse la perdiz con
cualquiera de las pufietas tipicas de una variable aleatoria uni-
dimensional; es decir, pueden pedirte la media o la varianza de "W", la fun-
cién generatriz de momentos de "W", la funcién de distribucién de "W", los
coeficientes de asimetria y de curtosis de "W", probabilidades de sucesos rela-
cionados con "W", etc. ... y nada nuevo bajo el sol:
3 3/2 3 _
* B(W) = -[0 w.gq(w).dw = J.O / %.dw + -[3/2 w.d\v =..
* V(W) =E(W2) - (E(W)2 ); ......

J 3/2 3 -
B{wE) = Jo w2.g(w).dw = IO J %.dw + I 12.w2 —4.w3 Ja

* D(t) = E(et-W ) = -[03 etW. g (w).dw =

3/2 4w . 1L T W o =
_IO 9 et dw+I3/2 9 etW.dw
v ' 3/2 4. '7 12
*P(0'3<W<1 7):'[0.3 g1(W)-sz_[Ov3 4Tw'dw .[3/2 94W W

ODbserva: una vez conocida la funcién de densidad de probabilidad-dél esta-
distico media muestral "W", el célculo de la funcién de densidad dejprobabilidad
t(t) del estadistico suma total T =2.W (= W =T/2) se reduce a un cambio de

variable unidimensional; es:

(/)
t(t) = g1 (t/2). g1(t/2)=
siO<t<3—:%%%
_ - _1 (15 _4 t).
- 513St<6——9(12 4.2).
resto =0

QU e q u ed ecC | alO: el método seguido en este ejemplo para calcular la

distribucion de probabilidad de la media muestral (siendo continua la_poblacién
"X", con muestra de tamafio 2), puedes emplearlo para cualquier estadistico.

Por ejemplo, para calcular la funciéon de densidad del estadistico Z=X4.X5,
partiendo de la densidad f(xq;x,) de la variable muestral (X;;Xy), calculare-
mos la densidad s(z;v) de la variable bidimensional (Z;V), siendo V=X4 6
V =X, vy después calcularemos la densidad de "Z" como matginal de la bidi-

mensional (Z;V). Vamos al tajo:
* Siendo Z=X.X, yV =Xy, al despejar X y X, resulta:
Xy =71(4:V)=V 5 Xo =72(4;V)=2/V
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1

* El jacobiano es | = ==
v

0x1/0z Oxq/ov| | 0 1
Ox,/0z Oxy/0v| |1/v —2/v2

* El dominio D = {(X13X2) eR2/0<x1<3,0<x,< 3} se transforma en:

D**?{(z;v)efﬁz /0<v<3,0<z<3v}

0<xq<3 N O0<v<3
0<x,<3 A 0<z/v<3=0<z<3v

X1 =V;Xo :Z/V

z=3.v

» /.

|
|
|
9

* Funcion de densidad s(z;v) de la variable (Z;V):

s<z;v>=f<v1<z;v>;vZ<z;v>>.\J\:¢ ; (23v) €DHA

* Como queda dicho, calculamos la densidad sq(z) de "Z" como marginal de la

bidimensional (Z;V):

_[vV=to ) . v=3 1 _1 2
s=[_" s(z,v).dv;.[v:zm godv=gLn>, 0<4<9
1 _ 1

en D** es v > 0; por tanto: =
olv| 9w

Ejemplo 9: considera que se toma una muestra de tamano 2 de una variable dis-
creta "X" cuya funcion de cuantia es
X |0 1 2
PX=x)|05 02 03

El problema de determinar la funcién de cuantia del estadistico media muestral es
distinto de los anteriores, pues ahora, ademas de desconocer la distribucion de
probabilidad del estadistico suma total, hay una putadita adicional:la'fun-
cion de cuantia de la variable discreta "X" no tiene una expresion
genérica para todo valor que puede tomar "X".

Siendo "X" discretay muestra de tamafio 2, la determina-
cién de la funcion de cuantia de la media muestral (variable aleatoriadiscreta)
es una gilipollez que aprendimos en su momento: calcularemos €l valor que
toma la media muestral en cada posible muestra (o sea, en cada punto de la
distribucion bidimensional discreta asociada a la variable muestral (X1;X5)),

y después obraremos en consecuencia.
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Vamos al tajo: determinamos la funcién de probabilidad o cuantia de la variable
muestral (X;;X5): como X; y X, tienen la misma distribucién que "X", es:

X1 o0 1 2 X5 |0 1 2
P(X;=x1)]0%5 02 03 P(X;=x5)|05 02 03

Como las variables X; y X, son independientes, la funcién de cuantia de la va-
riable bidimensional (X;;X,) es el producto de las respectivas funciones de

cuantia de Xy y X,; por tanto:

Xl /X2 0 1 2

— 0 025 010 015
1 010 0'04 0'06
2 015 0'06 0'09

Ahora calculamos el valor que toma X = (X + X,)/2 en cada punto de'la dis-
tribucién de probabilidad de la variable bidimensional (X;X5):

(x15%2) | P(Xy =x1;X, =x5) | X=(Xy +X,)/2
0;0) 0'25 0
0;1) 0'0 0'5
0;2) 0'15 1
(1;0) 0'10 05
10 0'04 1
1;2) 0'06 15
2;0) 0'15 1
2;1) 0'06 15
2;2) 0'09 2

A la vista del valor que toma X = (X +X,)/2 en cada posible muestra y de la
probabilidad que corresponde a esa muestra, con la gorra determinamos la fun-
ci6én de cuantia del estadistico X es:

[P(X =0)=P(0;0)=025
P(X =0'5)=P(0;1) + P(1;0) =020
P(X=1)=P(0;2) + P(1;1) + P(2;0) = 0'34 { =
P(X =15)="P(1;2) + P(2;1) = 0"12
[P(X=2)=P(2;2)=0'09

—x |0 05 1 15 2
P(X=x)|025 020 034 012 009

Como queda dicho en el ejemplo anterior, una vez conocida la distribuciéon de

probabilidad del estadistico media muestral X, puede marearse la perdiz no cual-
quiera de las pufietas tipicas de una variable aleatoria unidimensional:
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* B(X)=0.0'25+0'5.0'20+1.0'34 +1'5.0'"12+ 2.0'09 = .....

* V(X):E(Kz)—(E(X)Z)i ......
E(X2)=02.0'25+0'52.0'20 + 12.0'34 + 1'52.0'12 + 22.0'09

=e0t.0'254+¢e0'5.t.0'20 +el-t.0'34 + e1'5t .0'"12 +e2t.0'09=.....

* p(_ L_< 2)= P(X—O’7Zl):P(XZl'2)=O'12 +0'09
X-0'7 2

iQue quede clarm

Siendo "X" discreta y muestra de tamaifio 2, para ‘Galcular
la funcion de cuantia de un estadistico "Pepe", haremos |lo
gue acabamos de hacer con el estadistico media muestral:
calcularemos el valor que toma "Pepe" en cada punto de la distribucion

bidimensional discreta asociada a la variable muestral (X;;X}), y des-

pués obraremos en consecuencia.

Por ejemplo, para el estadistico "U" tal que U = ‘ X1 —X5
xp3x2)  1(0;0) 051) (0;2) (1L,O) (L) (1;2) (250) (251)4(252)
P(xi3xp) 025 010 015 010 0'04 0'06 015 006 009 |

U=|X;-X[l0 1 2 1 0 1 2 1W0

, €s:

9'25+0'$4+0'03 Q‘10+O'10$0'06+0‘()6j 0154015
- o o o
0 1 >V

Una vez conocida la distribucion de probabilidad delFesta-
distico "U", puede marearse la perdiz con cualquiergpuiieta
tipica de una variable unidimensional:

* E(U)=0.0'38+1.0'32+2.0'30 = ...
* V(U)=E(U2)—(E(U)2)i ......
E(U2)=02.0'38 +12.0'32 + 22.0'30
* D(t) = B(etV ) =e0t.0'38 + el-£.0'32 + €2£.0'30 ="
*P(1/(U-0'7)<2)=P(U-0'721/2)=P(U21'2)=0'30
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FONEMATO 2.4.1

1) Si el 70 % de los estudiantes se chupan el dedo y seleccionamos 100 estudian-
tes al azar, determinese la probabilidad de que la proporcion de estudiantes
que se chupan el dedo esté entre 0'65 y 0'8.

2) Determinese un intervalo en el que con probabilidad 0'95 puede esperarse que
se encuentre la proporciéon muestral de chupadedos.

SOLUCION

1) Si chuparse el dedo es un "éxito", la poblacién "X" objeto de estudio tiene dis-
tribucion de Bernouilli de parametro 0'7, pues dicen que el 70 % de'los' estu-
diantes se lo chupan. Asi, siendo (Xjy;....;Xgg) la variable muestral. que ex-

presa los resultados que pueden presentarse al tomar muestra aleatoria simple
de tamafio 100, el estadistico media muestral X =(Xj + .... + X{gg)/100 ex-

presa la proporcion de estudiantes que se chupan el dedo en la muestra; y co-
mo el tamano muestral es grande, podemos aproximar la distribucion de pro-

babilidad de X mediante la normal con media y varianza las de X, que son:
E(X) i E(X)=0'7
X~Blp)=EX)=py VX)=p.(1-p)

— _V(X>io'7.o'3
V(X)= 100 100

=0'0021

Por tanto:

P(0'65 <X <0'8)=P(0'65<N(0'7;4/0'0021) < 08

0'8—-0'7 0'65-0'7
=P| N(0;1) < —=—= |- P| N(0;1) < —=—=" | =(....
( (O:D \/O'OOle ( (05D 1/0'0021 j
2) En la distribucion de probabilidad de la variable N(0'7;4/0'0021) hay infinidad
de intervalos que "encierran" masa 0'95, y cualquiera de ellos "sirve" para re-
solver la papeleta. No obstante, como la N(0'7;4/0'0021) es simétrica respecto

al punto 0'7, entre los infinitos intervalos citados elegiremos el \simétrico res-
pecto a dicho punto (puede demostrase que éste es el de menor amplitud). Por

tanto, debemos determinar ¢ >0 de modo que P(‘ X — 0'7‘ < c) =0'95:

1/0'0021

= 2.P£N(O;l) <;j ~1=0'95= P(N(O;l) <¥j = 0'975 =

10'0021 v0'0021

£ =1'96=¢=1'96.4/0'0021 =0'0898

- 1/0'0021
O sea, si tomamos sucesivas muestras de tamafio 100 de X = B(0'7), el 95 %
de las veces sucedera que el estadistico media muestral X = N(0'7;~4/0'0021)
toma un valor en el intervalo (0'7 —0'0898;0'7 + 0'0898).
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FONEMATO 2.4.2

La produccion diaria de tomate de una empresa oscila entre 6000 y 10000 kg.
Determinese la probabilidad de que la produccién media durante 320 dias supere
los 8000 kg.

SOLUCION

Supuesto que la variable "X" que expresa la produccion diaria tiene distribucion
U(6000;10000), y siendo (Xj;.... ;X3p) la variable muestral que expresalos re-

sultados que pueden presentarse al tomar m.a.s. de tamano 320, el estadistico
media muestral es X =(Xj +.... + X39()/320. Como el tamafio muestral es

grande, podemos aproximar la distribucién de probabilidad de X 'mediante la

normal con media y varianza las de X, que son:

E(X) = B(X) = 8000 +10000 _ g5

Iy 2
b —a)2
XzU(a;b):E(Xﬁ% YWX):%
— V(X)) ¥ 40002
V=750 =12

Por tanto:
P(X >8000) = P(N(8000;4000/~/12) > 8000) = P(N(0;1) > 0) = 0'5

A los exdmenes, sean de Matematicas, de Fisica,
o de lo que sea, debes llegar con una CESTA
LLENA DE LATIGUILLOS, para sembrarlos por
doquier entre los calculos que hagas y asi lograr
gue me quite el sombrero y se me caigan los
pantalones al corregir tu examen.

ESPABIEAR C
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FONEMATO 2.4.3

De una poblaciéon "X" se toma muestra aleatoria simple de tamafio 81. En los si-
guientes casos, determinese un intervalo en el que puede esperarse, con probabi-
lidad 0'95, que se encuentre el estadistico media muestral.

1) Poblacion de Poisson de parametro 5.

2) Poblacion B(4;0'3).

3) Poblacién Exp.(0'02).

4) Poblacion U(-1;1).

5) Poblacién con densidad f(x)=2.x, 0<x<1.

0) Poblacién geométrica de parametro 0'1.
7) Poblacion G(20;2).

SOLUCION

Como es sabido, en el muestreo aleatorio simple de tamano n =30 de una po-

blacién "X" con media . y varianza 02, Lindeberg-Tevy permiten-apsoximar la
distribucién de probabilidad del estadistico media muestral X mediante la nor-
mal con media y varianza las de X; 0 sea, mediante la N(u;o/ \/E) .

En la distribucién de probabilidad de la variable N(p;6/ \/;) hay infinidad de in-
tervalos que "encierran" masa 0'95, y cualquiera de ellos "sirve" paratesolver la

papeleta. No obstante, como la N(p;0/ \/H) es simétrica respecto.alpunto

entre los infinitos intervalos citados elegiremos el simétrico respecto a dicho pun-
to (puede demostrase que éste es el de menor amplitud).

Por tanto, debemos determinar ¢ >0 de modo que P(‘ X — u‘ < c) =0'95:

P(\i—u\<c)=0'95:>1>[\ N(0;1)\<Lj=0'95:>

//n
2.P| N(0;1 € —|-1=0"'95=P| N(0;1 € —1=0'975
= [N( ,)<G/\/;J = [N( ,)<G/\/;j 75 =

= —=19%=c=0"217c

o/n A

sin=381
1)Si X~P(5) es EX)=p=5yVX)=0c2 =5.
Asi, es P(‘ X - 5‘ < c) =0'95 si c=0217.4/5 = 0'48; o sea, si tomamos sucesivas
muestras de tamano 81 de X = P(5), el 95 % de las veces sucedera que la me-
dia muestral X = N(5 :A/5/ 9) toma un valor en el intervalo (5—0'48;5+0'48).
2) Si X~ B(4;03) es E(X)=pn=4.03=12yV(X)=062=4.0'3.0'7=0'84.
Asi, es P(|X —12] < c) = 0'95 si ¢ = 0217.40'84 = 0'19; o sea, tomando sucesi-
vas muestras de tamafio 81 de X & B(4;0'3), el 95 % de las veces sucedera que

la media muestral X =~ N(1'2;+/0'84 /9) se concreta en algiin punto del interva-
lo (12-10"9;1'2 4+ 0'9).
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3) Si X ~ Exp.(0'02) es E(X)=p=1/0'02=50 y V(X) =62 =1/0'022 = 2500.
Asi, es P(|X = 50| < ¢) = 0'95 si ¢ = 0217.4/2500 = 10'95; o sea, si tomamos su-
cesivas muestras de tamafio 81 de X ~ Exp.(0'02), el 95 % de las veces suce-
dera que la media muestral X ~ N(So;m /9) toma un valor en el intervalo
(50 —10'95;50 +10'95).

4 Si X~U1;1) es EX)=p=(-1+1)/2=0y VX) =02 = (1-(-1)2/12=1/3.
Asi, es P(‘ X - O‘ < c) =0'95si c=0"7217.4/1/3 =0'12; o sea, si tomamos sucesi-
vas muestras de tamafio 81 de X ~ U(—1;1), el 95 % de las veces sucedera que
la media muestral X ~ N(0;4/1/243) toma un valor en (=0'12;0'12).

5) Si la densidad de la poblacion "X" es f(x) = 2.x, 0 <x <1, entonces:

B =] sf(nds =] 2x2dx=2/3
V) =02 = B(X2) ~ (BOOR S1/18

E(XZ):jO1 x2.f(x).dx=j; 2x3.dx=1/2

Asi, es P(|X=2/3]<c) =095 si c=0'217.4/1/18 = 0'05; 0 sea, si tomamos su-
cesivas muestras de tamafio 81 de "X", el 95 % de las veces sucedera que la
media muestral X ~N(2/3;4/1/1458) se concreta en algin punto delrintervalo
((2/3)—0'05;(2/3) + 0'05).

6) Si X = G(0") es E(X)=pn=(1-01)/01=9yVX)=0c2 =(1-01)/0'12'=90.
Asi, es P(‘ X - 9‘ < c) =0'95 si ¢ =0"217.4/90 = 2'05; o sea, tomando _sucesivas
muestras de tamafio 81 de X~ G(0'), el 95 % de las veces sucedera que la

media muestral X = N(9;+/90/9) toma un valor en (9 — 2'05;9 +2'05).

7) Si X = G(20;2) es E(X)=pn=20/2=10y V(X)=0c2 =20/22 =5,
Asi, es P(|X =10]<c)=0'95 si c = 0217.4/5 = 0'48; o sca, tomand6 slieesivas
muestras de tamafio 81 de X~ G(20;2), el 95 % de las veces sucedera que

X ~N(10 ;\/5/9) toma un valor en el intervalo (10 —0'48;10 + 0'48).
Con la media y 1a

varianza de las

poblaciones famosas ‘

tallo mas que una
escopeta de feria

Mi amor, eso es )
sintoma inequivoco
de que eres bastante

gilipollas... jAsf no
vas a ninguna parte!

"
Y
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2.5 LA VARIANZA MUESTRAL

Siendo S2 el estadistico varianza muestral en el muestreo aleatorio simple de ta-

mafio "n" de una poblacién "X" de media p y varianza 62, es:

1 ~ 1 — 2
E(SZ);E(;; (X; —X>2]=;E[(Zl (X; —M)Zj—n.(x—u) ]=

n _ @ — a0 — >
X (X=X =2 (X + (- - X) = X (X - - (X om) =

i=1 i=1 i=1
= 2 (X —u2 - 2% - (X - + (X -2 =

i=1
{;1 (X; - u>2j —2.(X - u)-(Z (X; - u)j +n.(X —p)? =

i=1

2 (X —u)=[2 Xij—n-u=n§—n-u
i=1 i=1

Z Xi :ﬂ.i J
i=1

= (% (X, - p)zj —2.(X - p).(nX —np) +n.(X -p)2=

= (% (X; - u)Zj —n.(X - p)2

=% [i (X, u)ZjE((iu)zj;%.(n.cﬂ)%z%.cﬂ

(Z(X u>2j iE(<Xi—u>2)$i V(X;)=n.02

i=1 i=1
E(X;)=p=E((X; -w?)=V(X;), Vi=12,..,n

* E((§ - u)zj = E((i - E(i))z) =V(X)=062/n

p=E(X)

Observa: siendo S2 =n.S2/(n — l) el estadistico cuasivarianza mueStralyes:
B2 =E(-Bo.82)= B p(s2)= B nnl 62 =g?
En el Tema 3, para expresar que el E(S2)=02, ditemos que S2 es un-e€Stima-
dor insesgado de c2. Como E(S2)=(n—1).62/n# c2, elestadistico va-
rianza muestral S2 no es un estimador insesgado de 62; diremos que S2 es un
estimador asintoticamente insesgado de 62 para expresar de modo rapido
y eficiente que lim. E(S2)= lim. (n—1).62/n=0c2.
n— n— o
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FONEMATO 2.5.1

Determinese la distribuciéon de probabilidad de la varianza muestral en el mues-
treo aleatorio simple de tamafio 2 de una poblaciéon Z = U(0;1).

SOLUCION

Siendo Z = U(0;1), su densidad es f(z)=1, z €(0;1). La densidad "g" delavaria-
ble muestral (X;Y) que expresa los resultados que pueden presentarse al tomar

m.a.s de tamafio 2 de la poblaciéon Z = U(0;1) es el producto de las densidades

de "X" e "Y", pues éstas son independientes:
g(x3y) ?f(X)-f(w:l, x&(0:1), ye(0;1)
pues X = U(0;1) e Y = U(0;1)

Siendo U =(X+Y)/2 la media muestral, la varianza muestral "T" es:

T evp o) (x5 (v -XR

(5 ¢ (5 v

e Funcidn de distribucién de "T":

Fr(n=P(T <0 =P(1(x=v)2 <t) = (X - V)2 <) =

=P(-24t <X -Y<24k) iﬂD g(x;y).dx.dy =

siendo "g" la funcién de densidad de la variable muestral (X;Y) y

D={(X;y)€932/—2.\/zﬁx—yﬁ2.\/¥, 0<x<1, 0<y<1}

siempre hay algin capullito de alheli que no se da cuenta de que
al ser constante la densidad g(x;y) es innecesario lidiar la integral
doble, pues el asunto se reduce a calcular areas

) 1—2.4/t)2
=1—2.(Area de D*):l—Z.%:AL\/E—ALt

dF
e La funcién de densidad de "T" es f(t) = r®_2 _ 4, 0<t<1/4.

dt Jt
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FONEMATO 2.5.2

Determinese la distribuciéon de probabilidad de la varianza muestral en el mues-
treo aleatorio simple de tamafio 2 de una poblaciéon Z ~ Exp.(1).

SOLUCION
Siendo Z = Exp.(1), su densidad es f(z)=e¢7%, z>0. La densidad"g""dela va-

riable muestral (X;Y) que expresa los resultados que pueden presentarse al to-

mar m.a.s de tamafio 2 de la poblacién Z = Exp.(1) es el producto de las densi-

dades de "X" ¢ "Y", pues éstas son independientes:

g(x;y) = f(x).f(y)i e (x+y), x>0, y>0

pues X ~ Bxp.(1) e Y ~ Exp.(1)

Siendo U= (X+Y)/2 el estadistico media muestral, el estadistico varianza mues-
tral "T" es:

Tz%.((X—U)Z +(Y -U)2)=
:%.((x_¥)2+(y_x_y)zj:

HOFP ) ey

e Funcidon de distribuciéon de "T":

Er()=P(T<t)= P(%.(X ~Y)2< t) =P((X-Y)2<4t)=
= P(—Z.\/; <X-Y< 2\/E)i -UD g(x;y).dx.dy =

n.n

siendo "g" la funcién de densidad de la variable muestral (X;Y) y
D={(X;y)6932/—2.\/zﬁx—y32.\/;, x>0, y>0f

¢ XZZ.JE( YB=X+2.\/E

- x=0

0 e—(Xﬂ’).dyj.dX +
YA=

+
XZZ.\/E YM ZX—Z.\/;
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e (IYN 2 e—(X+Y).dyj.dX =



x=2.4/t =x+2.t X=+00 =x+24/t
B \y=xt2, 3 _\Y=x+2.
= e~x.(—ey dx + e~x.(—e7y dx =
x=0 ( )y=0 =24/t ( )Y=X—2-*/E
— x=2.e e_X-(1 —ex-24t )-dX [ e_X'(e_)H-Z'\/Z —emx 2t )'dX -
x=0 XZZ'\/E
_ X=2\/; e—X.dX _ IXZZ\/E e_ZX_Z\/;.dX
x=0 x=0
X=-+00 X=+00
+ 6—2-X+2-\/E.dX — e—2.x—2.\/g_dx =
X=2.\/E X:2'\/;

= (—C_X )(2)\/E + %‘(C—Z.X—Z.\/; )(2)\/E —

_l.( e—2.x+24t )+°° + %.(e—z.x—z.\ﬁ )+°O -

2 24/t N
= — —2\/E 6_6'\/E - 6_2'\/E _ e~ ™ — 6_2'\/E e ® — 6_6-\/E =
(1 ¢ )+ 2 > + >
=1—e2vt, >0

e Funcion de densidad de "T":

£ (0) = dFp(1)/dt = %,e—z.\ft, >0

iQué asco de letra, ést@ deberia ir a =,
caligrafia de parvulos... y ahora YO
tengo que joderme e intentar enten-
der lo que escribe est@ gilipollas...

ya me ha puesto de mala leche
a la minima 1@ suspendo!

SI tu letra es desastrosa,
cuando los profesores
lean tus examenes,
les caeras mal.

En fonemato.com tienes los videos en los.que
explicamos los contenidos de este libro.
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2.6 MUESTREO DE POBLACION NORMAL

Siendo X = N(u;0), sea (X4, ....;X,,) la variable muestral que expresa los resul-

tados que pueden presentarse al tomar m.a.s. de tamafio "n".

e Distribucion de la media muestral si se conoce o

Siendo X =(Xj +....+ X,)/n una combinacién lineal de variables normales
independientes, la distribucion de X es normal con media y varianzalasde X;
es decir, X tiene distribucién N(p;o/ \/E) Por tanto, la f.g.m. de X es

e Teorema de Fisher

En el muestreo aleatorio simple de una variable X = N(u;06), los estadisticos

(variables aleatorias unidimensionales) media muestral X y varianza muestral
S2 son independientes. En efecto, la f.g.m. de la variable (n+1)-dimensional
(E_(;X1 —X;.... ;X —X) es:

D(t5t13 e 50) = Bexp (X + 110X = X)+ o+ 15X, X)) 2

_ E[exp(ti + é t-(X; = §>J] =
:E[exp[ Z £X; +Z (X X>D
:E[exp[g Xi.£ﬁ+t ——g D

por comodidad en la notacién, hacemos & = 4 Z (K5
n
i=1

e £ -2 oo el o2

pues E(exp(Pepe.Xi )):CDi(Pepe), siendo @; la f.g.m. de X;

—» |l

I e(ex - né—t)))*m( BN

1
la f.g.m de la variable X; ® N(u;6) es @; (L) = exp(u.?» + 5.7\,2.02)
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2
N
i=1

- exp[u.t-i-%.[n.tz +n2.£i (t; —8)2J+ 2.t.n.(i (t; _S)B] =
) i=1 i=1

= exp[ut-i- 2 1122 n.t2 +n2.(i (t; —5)2J+ 2.t.n.([ tij—nﬁ]]] =

i=1 i=1 T

=%i (i ti]—nﬁ:o
i=1 i=1
—exp[pt+— [nt2 +n2, [Z (t; —B)ZJJJ
=1
—exp(},tt+ [ (Z (ti—S)ZD:CDl(t).CDZ(q;....;tn)
i

q)1(t)—exp(ut = ) 5 (t]; st n)—exp[ (Z (&4 —6)2]]

Como ®Dq(t) es la f.g.m de XzN(u;G/\/H), entonces P, (ty;....;t,) es

necesariamente la f.g.m de la variable n-dimensional (X; — Xj....;X; = X).

= exp[u.t + G—Z.Z (t2 +n2.(t; —8)2 + 2.t.n.(t; — S)J =

M=

Como la f.g.m. de la variable (X;X; — X;....;X,, — X) es el producto de las
respectivas f.g.m de las variables X y (X — X;....; X, — X), éstas son inde-

pendientes; por tanto, también son independientes X y S2 siendo:

1 < =
—;-Z (X; - X)?
i=1
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e Distribuciéon de n.S%c?

En el muestreo aleatorio simple de tamafio "n" de una variable X = N(u;0),

el estadistico n.S2 /02 tiene distribucién X

En efecto, al calcular la media del estadistico 52 vimos que:

Y (X; - X)2 = [Z (X; - u>2] (X - )2

i=1 =1

n n _ —
Por tanto, es Y, (X; — )2 =| D X; — X)ZJ +n.(X — p)?2; y ast:
1=1 1=1

> (%j _ %Z X, X)szNgsz?

n _ n _
= %.Z (X; - X2 =Y (X; - X)2 =nS?
i=1 i=1

2
(X -p) _ps2  (X-p s
:Z( o j ~ o {G/IJ :{ ~nd

i=1

2
X. — X. —
*Xisz;cs):»lT“zN(o;l):»( 1 “j ~ =

(&)
2
1=1 ° ?

pues Xy, .... , X,, son independientes

2
_ X — X
* X~ N(p;6/vn) = /\/gzN(O;l)ilc \/EJ A

2

2 X u
* Como 0:5 ~y? son independientes (por sétlo
G2 y - / \/_ 1 p (p

S2y X) si su suma tiege distribucion 2, ha de ser —==—

Iy
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e Distribucion de media muestral si no se conoce o
Siendo independientes X ~N(u;0/ \/E) y S2, también son independientes las

2
Variables ~N(0;1) vy S ~ X%_l; por tanto, recordando que la varia-
c/ \/_ G2

ble t-Student con "k" grados de libertad es el cociente entre-una wvariable
Pepa = N(0;1) y la raiz cuadrada de una variable Juana = Xk dividida por sus
grados de libertad (siendo independientes "Pepa" y "Juana"), resulta que:

X —

0
- G/\/;_Xu

[n.82 /o2 S/A/n
n—1
Siendo Sg = n.Sz/(n —1),esS/An—1= SC/\/E; por tanto, también es:
X -

= Rt _
SC/\/E n—1

e Distribucion de la diferencia entre las medias
muestrales de sendas poblaciones normales

Considera que de las variables independientes N(ul;cl) y N(15;069) se to-

man muestras de tamafios respectivos "n" y "m", siendo X1 y X2 las tespec-

tivas medias muestrales y 812 y S% las varianzas muestrales

+Varianzas poblacionales conocidas
Siendo X1 ~ N(iy ;Gl/\/g) y X2 ~N(uy ;62/\/;), es:

X1 -X2~N of o
1 2~IN U~ U m
¢ Varianzas poblacionales no conocidas e igua-
les

Siendo X1~ N(uy;6/+/n) y X2~ N(u,;6/+/m), es:

n m

X1 —-X>2 zN(pl — Uy ;0. l+lj

Ademas n.Sl2 /G2 ~ X%—l y m.S%/G2 ~ X%n—l’ y siendo éstas independien-
tes, es:
2 2 2 2
n.Sl + m.SZ _ n.S1 + m.SZ
o2 G2 o2

~ Xn+m—2
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Recordando que la variable t-Student con "k" grados de libertad es el cocien-
te entre una variable Pepa=N(0;1) y la rafz cuadrada de una variable

Juana = Xﬁ dividida por sus grados de libertad (siendo independientes "Pe-
pa" y "Juana"), si consideramos que

X1 —X2)— (g —

(X1 2)— (W “Z)zN(O;l)

Pepa =
o[l 1
n m

2 2
_ n.Sl + m.SZ .2
Juana = G2 ~Xn+m-2

(SR

(X1 —X2) = (g — Hp)

1 1
W+ 5 =
°© n m (X1 =X2)—= (11 —H2) ~0
- ~th+m-—2

\/(n.s%+m.s§)/02 \/n.s%+m.s§ 1

7 =

N
n+m-—2 n m

n+m-—2

¢ Varianzas poblacionales desconocidas'y
distintas, con muestras grandes

Si las muestras son grandes (tamafio = 30), las varianzas muestrales son muy

buenas estimaciones de las varianzas poblacionales; por tanto, considerando

que 612 = 812 y que G% = S3, sucede que:

S22
1 2

= 4=
n m

e¢Varianzas poblacionales desconocidas y
distintas, con muestras pequenas
Para muestra pequenas, es:
Z:(Xl - X2) - (W —Mz)ztn*
St, 82
n m

donde n* es el entero mas cercano a la solucion de la ecuacion

1 2 | (1-¢)?
n* n-—1 m-—1

siendo:
S7/(n—1)
St . S5

+
n—1 m-—1
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e Distribucidon del cociente entre las varianzas
muestrales de sendas poblaciones normales

Sean las variables independientes X = N(u1;01) e Y ® N(up;06,) de las que
se toman muestras de tamafios respectivos "n" y "m", siendo 812 y S% las res-
pectivas varianzas muestrales.

Recordando que la variable F-Snedecor con r;s grados de libertad es el co-

ciente entre una variable Pepa & ¥2 y una variable Juana ~ y2'dividida cada

una por sus grados de libertad (siendo independientes "Pepa" 'y "Juana"), si

Pepa = n.Slz/Glz ~ X121—1 y Juana = m.S%/G% ~ X%n—l , entoncest

n.S12/G12
_a-1 _n(m-1.038 N
" mS3/63 m.(n-1).c?S3 "
m—1
2 _ n.S12 e m.S%
T h—1>"2 m—1
L 63.8% N

2 c2 ~ n-lm-1
671.55,

e Distribucidn del coeficiente de correlacion
muestral de sendas poblaciones normales

Siendo "t" el coeficiente de correlacién muestral correspondiente’a una m.a.s

de tamafio "n" de la poblacién normal bidimensional (X;Y) con.coeficiente

de correlacion p=COV.(X;Y)/4/V(X).V(Y), segun Fisher, es:

_1 1+r 1 I+p 1
W—Z.Lnl_r~N(2.Lnl_p,m)

Sip=0 (& "X" e"Y" son independientes; unico caso de <), entonces:

Lo espantoso\

es picaraceras
8 horas.al

dia con un
martillo

neumatico /

Esto es
espantoso
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FONEMATO 2.6.1

Una maquina de refrescos esta regulada de modo que la cantidad de bebida que
suministra tiene distribuciéon normal con media 22'5 dl. y desviacion tipica 1'5 dl.

Determinese la probabilidad de que al obtener una muestra de 36 bebidas, el con-
tenido medio supere los 24 dL

SOLUCION

Si X = N(22'5;1'5) expresa la cantidad de bebida que suministra la maquina, sien-

do (Xj;....;X34) la variable muestral que expresa los resultados que pueden
presentarse al tomar muestra aleatoria simple de tamafo 306, el estadistico media
muestral es X = (Xq + ... + X34)/36, que tiene distribucién notmal, por ser
combinacion lineal de normales independientes, siendo:

E(X)=E(X)=22'5 ; V(X)=V(X)/36=1'52/36

Por tanto:

P(X >24) = P(N(22'5;1'6/6) > 24) = P(N(O;l) > 2“——22'55) =..

1'6/6

EL PROFESOR QUE CORRIGE EL EXAMEN

Todos los profesores son de la misma opinion: corregir examenes no
gusta a nadie, no es trabajo agradable enfrentarse por n-ésima.vez'a la
tarea de leer y puntuar un monton de folios escritos por principiantes que
en la mayoria de los casos no tienen
ni idea y solo escriben barbaridades
y estupideces sobre el asunto

de sota, caballo y
rey que por j-esima =&S
vez cae en examen. P
Por eso, cuando un
profe se sienta a
corregir examenes no
suele estar de buen
humor.

Asi las cosas, lo que
escribamos o dibujemos en
examen debe diferenciarnos positivamente de los demas, y para
conseguir tal diferenciacion y que al profe se le caigan los _pantalo-
nes, basta escribir o dibujar pensando que no se lo sabew portan-
to hay que llevarle de la mano, explicandole todos los aspectos mas
relevantes de las conexiones neuronales que establezcamos en cada
caso.

iMe quito el
sombrero!

Tu examen
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FONEMATO 2.6.2

De una poblaciéon normal de varianza 1000 se toma m.a.s. de tamafo 100. De-
terminese la probabilidad de que la media muestral supere a la media poblacional
en no menos de 0'2.

SOLUCION
Siendo X = N(u;10) y (Xy;.... ;Xq00) la variable muestral que exptesa los resul-

tados que pueden presentarse al tomar muestra aleatoria simple de tamafio 100, el

estadistico media muestral es X =(X; +.... + X, )/n.

La distribucién de probabilidad de X es normal, pues X es combinacion lineal
de normales independientes, siendo:

E(X)=E(X)=p ; V(X)=V(X)/100=1.
Asi:

P(X -2 02)=P(NO; )2 02) =

Acompafiame a poner el
latiguillo 548 en su sitio....

y de paso ya te ensefio
mi coleccion completa
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FONEMATO 2.6.3

Siendo X =~ N(100;12), determinese el tamafio muestral minimo que debe tomar-

se para garantizar, con probabilidad no inferior a 0'95, que la media muestral no
difiera de la media poblacional en mas de 2 unidades.

SOLUCION
Siendo X = N(100;12) y (Xy;....;X,,) la variable muestral que exptesa los resul-

tados que pueden presentarse al tomar muestra aleatoria simple de tamafio "n", el
estadistico media muestral es X =(X; +.... + X, )/n.

La distribucién de probabilidad de X es normal, por ser combinagién lincal de
normales independientes, siendo

E(X)=E(X)=100 ; V(X)=V(X)/n=144/n.
Debemos determinar "n" de modo que P(‘ X —100 ‘ < 2) > ('95:
‘X—100‘<2)>0 95 =

(\N(O 1)\< ]>0'95:>

:ZP(N(O < ] 120'95=

12/ n

:P[N(O OB ]>0'975:>

>1'96 =
12/&

=n>138'29 =
=n>139

En el afio 1967, el Sistema Internacional
de Unidades establecio que un segundo
equivale a 9.192.631.770 periodos de
radiacion de la transicion entre los dos

No es verdad que parati tu tiempo sea oro,
es mucho mas: el oro lo venden en todas
partes, pero tu tiempo no puedes
comprarlo ni con todo el oro del mundo.
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FONEMATO 2.6.4

Siendo X = N(u;1), determinese el tamafio muestral minimo que debe tomarse

para garantizar, con probabilidad no inferior a 0'95, que la media muestral no di-
ferira de la media poblacional en mas de 0'5 unidades.

SOLUCION

Siendo X ~N(u;1) v (Xy;.... ;X ) la variable muestral que expresa los resulta-

dos que pueden presentarse al tomar muestra aleatoria simple de tamafio "n", el

estadistico media muestral es X = (X +.... + X, )/n.

La distribuciéon de probabilidad de X es normal, pues X es combifidéién lineal
de normales independientes, siendo:

E(X)=EX)=p ; V(X)=V(X)/n=1/n.
Debemos determinar "n" de modo que P(‘ X - },l.‘ < 0'5) > 0'95:
P(\i—u\ 30'5)20'95:

0'5 '
= P||N(0;]D) < >0'95=
[‘ ( >‘ 1/\111}

n

0'5 .
— 2.P| N(0;1) < —1>0'95=
[ 1/\/—j

>1'96
1/v/n f -

=>n2>1521=n2>16

(N(O H<-93 ]>0 975 =2

Al corregir un examen me encanta que

se me caigan los pantalones y verme
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FONEMATO 2.6.5
En horas, la duracién de un tipo de bombillas tiene distribuciéon N(1000;100). Se

desea enviar una muestra de modo que la duracién media muestral no difiera de
la poblacional en mas de 50 horas con probabilidad no inferior a 0'95.

1) Determinese el tamafio de la muestra.
2) Determinese el tamafio de la muestra si de "X" sélo se sabe que tiene media
1000 y desviacion tipica 100.

SOLUCION
Siendo X = N(1000;100) y (Xy;....;X,,) la variable muestral que expresa los re-

sultados que pueden presentarse al tomar muestra aleatoria simple de tamano

"n", el estadistico media muestral es X =(X; +.... + X, )/n.

La distribucién de probabilidad de X es normal, pues X es combinacionlineal
de normales independientes, siendo:

E(X) =E(X)=1000 ; V(X)=V(X)/n=1002/n.

Hay que determinar "n" de modo que P(‘ X —1000 ‘ < 50) >(0'95:
P(\i—moo\sSo)zo'%:PU N(0;1)\s%]20'95:>

00/+/n
P(|N(0;1)|<a)=2P(N(0;1)<a) -1 4T

50 \ 50 :
= 2.P| N(0;1) < ~1>0'95=P| N(0;1) < >10'975 =
( (O:1) 100/\/_J [ O:1) 100/\/—J

n n

=0 _>196=n>15'36=n2>16
100//n
2) Si B(X)=E(X)=1000 y V(X)=V(X)/n=1002/n, como desconoeemos la
distribucién de probabilidad de "X", lidiamos mediante Tchebyehef:
VX)L

P(| X ~1000|<50) = P(| X - B(X)| < 50) 2 1- N

>0'95=n=>80

Tema 2: Distribuciones en el muestreo
© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 2.6.6

De una poblacién X = N(5;0'1) se toma m.a.s de tamafio 16.

Determinese la probabilidad del suceso 5 < X < 5'2, la del suceso S2 <0'019125,
la del suceso S > 0'1 yla del suceso 5< X <5'2/52 <0'019125.

SOLUCION

En el muestreo aleatorio simple de tamano "n'" de una poblacion N(;o)ysiendo
1% p ’

n n
— ) _
X=—2 X;;82==2 (X; -X)?
i=1 i=1

Cs:

X~ N(w;6/+/n) 5 n82/02 ~ 27

Asi,si n=16, u=5yc=0', es:
X = N(5;0'1/4) ; 16.52/0'12 = %

. P(5<X <5'2)=P(5<N(5;0'1/4)<5'2)=...

P(S2 £0'019125) = P(16.82/0'12 £16.0'019125/0'12) = Py 5 < 30'6)= 0'99

P(S>0'1)=P(S2 >012) =P(16.82/0'2 >16.012/0'12) = P(3 5 > 16) = ...
. P(5<X<5'2/82 SO'019125)?P(5<§<S'2)

en el muestreo de una poblacién normal, los estadisticos

media muestral y varianza muestral son independientes

Tard6 once afnos en descubrir que
se habia equivocado de Carreral

¢ Me das un
autografo?
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FONEMATO 2.6.7

De una poblaciéon X = N(13;6) se toma m.a.s de tamafio 9.

1) Determinese un intervalo en el que puede esperarse, con probabilidad 0'99,
que se encuentre la media muestral.

2) Repita el apartado 1) si n =100 y si n=10000.
3) ¢Qué dirfa si en una m.a.s. de tamafio 10000 la media muestral es 15?

SOLUCION

1) Es sabido que en el muestreo aleatorio simple de tamafio "n" de una poblacién

X ~N(u;0), el estadistico media muestral X tiene distribucién N(u;6/ \/;)
Por tanto, st n=9 y X ~N(13;6), es X » N(l3;6/\/§) =N(13;2).
En la distribucién de probabilidad de X » N(13;2) hay infinidad desintervalos

que "encierran" masa 0'99, y cualquiera de ellos "sirve" para resolver la papele-
ta. No obstante, como la distribuciéon N(13;2) es simétrica respecto al/punto

13, entre los infinitos intervalos citados elegiremos el simétrico respecto a di-
cho punto (puede demostrase que éste es el de menor amplitud). Por tanto,

debemos determinar ¢ >0 de modo que P(‘i—ﬁ‘ < c) =0'99
P(\i—m\<c):o'99:>P(\N(o;l)\<§):o-99:>
:>2.P(N(O;1)<§)—1:0'99:>P(N(0;1)<%):0'995:>

=5 =2'57=c=5"14
Asi, tomando muestras de tamafio 9 de la poblacion X =~ N(13;6), el 99 % de
las veces ocurrira que el estadistico media muestral X se concretara en un
punto del intervalo (13 —5'14;13 +5'14) = (7'86;18'14).
2) St n =100 entonces X = N(13;6/4100) =N(13;0'6); por tanto:
~ _ —_n . _C -0
P(|X-13]<c)=0 99:>P(\N(0,1)\< 0,6) 0'99 =

_C _ oA =1
= 0'G 57T=c 54
Asi, tomando muestras de tamafio 100 de la poblaciéon X = N(13;0), el 99 %

de las veces ocurrira que el estadistico muestral X se concretard éhrun punto
del intervalo (13 —1'54;13 +1'54) = (11'46;14'54).
e Si n=10000 entonces X ~ N(13;6/+4/10000) = N(13;0'06); por tanto:
~ _ —-N' . C -0’ C = -0
P(|X -13]<c)=0 99:>P(\N(0,1)\< 0,06) 099 = —Eo= 257 = = 0'154
Asi, tomando muestras de tamafio 10000 de la poblacion X =~ N(13;6), el 99

% de las veces ocurrira que el estadistico muestral X se concretara en un pun-

to del intervalo (13— 0'154;13 + 0'154) = (12'846;13'154).
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3) Pregunta: squé dirfas si en una m.a.s. de tamafio 10000 se obtiene X =157
Respuesta: depende
Pregunta: ;de qué pende?
Respuestaz: entre el blanco y el negro que describimos a continuacién hay gri-
ses que sin duda el lector puede imaginar.

El blanco: tranquilidad total

Si estamos podridos de dinero y podemos tomar muestras de tamafio=10000
constantemente (por ejemplo, una muestra cada cinco minutos), estaremos felices
mientras sea mayor o igual que 0'99 la proporciéon de muestras en'que la” media

muestral X se concreta en algin punto del intervalo (12'846;13'154):"Mientras
estemos felices, el que en una muestra concreta (la de las 13'35) suceda que
X =15 ¢(12'846;13'154) no nos preocupara en absoluto: lo achacaremos‘a causas

aleatorias por las que no merece la pena obsesionarse, pues es loégico y normal
que, si tomamos muchas muestras, algunas sean "raras" (en este ejemplo, si
n=10000, las muestras "raras" son aquéllas en que la media muestral no toma
un valor en el intervalo (12'846;13'154)) .... pero estaremos tranquilos mientras la

proporcién de muestras "raras" no supere el 1 %.

El negro: mosqueo total

Si somos unos pobretones y para pagar la m.a.s. de tamano 10000 hemos tenido
que romper nuestra hucha cerdito de barro y empenar el oso de peluche, enton-

ces, si ocurre que X =15 ¢(12'846;13'154) nos pegamos un tiro, pues‘el’que haya

sucedido tal cosa indica que algo falla estrepitosamente o que somos cenizos.

e Falla la traccion: los que han tomado la muestra estaban borrachos, o son
tan inutiles que no saben tomar una m.a.s, o estan comprados por la "compe-
tencia" y deliberadamente nos suministran datos falsos, o ...

e Falla la informacion: el responsable del desastre es el sinvergienza que nos
ha dicho que X ~N(13;0) ...... no es cierto que X = N(13;0).

e Somos gafes: la traccion hace bien su trabajo y es cierto que X'=N(13;0),
pero hemos tenido la desgracia de seleccionar una muestra "rara".

Debes saber que este tipo de triangulos carecen de solucion: si nos obsesionamos

en investigar qué ha pasado, los encargados de la "traccion" diran que "ellos" no
han sido, el que nos ha dicho que X = N(13;6) nos jurara por Snoepy que "su"

informacién es buena ..... y como la muestra no puede hablar, no habra mas re-
medio que pedir un crédito al banco y seleccionar otra muestra, o suicidarnos.

Observa: si en la muestra se obtuviera X =12'83 ¢ (12'846;13"'154); dirfamos
lo mismo que si X=15¢ (12'846;13'154), pues X =12'83 también corresponde
a una muestra "rara". No obstante, la media muestral 12'83 deja de ser "rara" si

s6lo consideramos "raras" las muestras en que X ¢ (11'46;14'54), que es el in-
tervalo que corresponde a n =100; lo que no sucede con una media muestral 15,
que sigue siendo "rara" para n =100.
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FONEMATO 2.6.8

Si de una poblacion X =~ N(1'7;4) se toma m.a.s de tamafio 10, determinese la co-

ta que superara la desviacion tipica muestral con probabilidad 0'99.

SOLUCION

En el ma.ss de tamafio "n" de X ~N(u;0), siendo S2 el estadisticonvatianza
muestral, es n.52/62 ~ X%_y Por tanto, sin=10y =4, es 10.52/42 ~ X% , ¥
buscamos "c" (¢>0) tal que P(S>¢)=0'99:
P(S>c)=0'99 = P(S2 >¢2)=0'99 = P(10.52/42 > 10.c2/42)=0"99 =
= P(x§ >10.c2/42)=0'99=10.c2/42 =2'09 => c =1'82

/TE GUSTAN LAS FLORES?

Con los el cerebro

se puebla de Iamés
hermosas flore S:

amapolas‘de
disciplina
corazoncil
acidad de abstr
y razona
aripepas de rigor,
Ises de ser d,
ofesionalidad,
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FONEMATO 2.6.9

En el muestreo aleatorio simple de tamafio "n" de una poblacién normal, detet-
minese la funcién de densidad de probabilidad del estadistico varianza muestral.

SOLUCION

Siendo "Z" el estadistico varianza muestral, en el m.a.s de tamafio "n" de una po-
blacién N(p;6),es W=n.Z/c2~y2_; =G((n-1)/2;1/2).

e Funcidon de distribucion de la varianza muestral "Z.'":

F,(2)=P(Z<2z)=P(c2.W/n<z) zP(W <n.z/02) = Fy (nz/62)

W=n7/62=7=02W/n

siendo Fy la funcién de distribucion de W = Xr21—1

e Funcién de densidad de probabilidad de la varianza muestral "Z":

~dE,(z) dBRy(nz/c2) dFy(nz/c2) d(nz/c2)
fZ (Z) = dz = =

dz ~ d(nz/c2) T dz
siendo fyy la funcién de distribucién de W~ y2_,, es:
VENTANA dPy (02/6%) _ ¢ 1 2/62)
= fyy (n.
| d(n.z/c2) w(

n-1)/2
:%.fw (n.z/cz) -1 w.(nz/gz )(n—3)/2.e—n.z/2.62 =
(e)

402 T((n-1)/2)

(1/2)0=1)/2
T((n—1)/2)°

W24 EG(ngl 1):fW(W):

) w(n=3)/2 e~ Wi Zgmon> 0

_a (1/2.02)0-1)/2
o2’ I(n-1)/2)

que corresponde a una variable con distribucién G((n—1)/2;n/2.62).

2(0-1)/2 e=nz/2.62 = ;>

Familia... venid a reir@
de un@ que no atn:no
sabe que la ji-dos.es
un caso particular

Tu examen de la gamma

o
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FONEMATO 2.6.10
En una m.a.s. Xq,....,X,, de una poblacién N(u;c), siendo Xy S2 las corres-

pondientes media y varianza muestrales, y siendo X1 ® N(i;0) independiente
de Xjy,....,X,, determinese la distribuciéon de probabilidad de "T", siendo:
Xpt1 = X [n-1

S Nn+1

T=
SOLUCION

En el m.a.s de tamafio "n" de una poblacion N(u;0) sucede que:
X~ N(u;6/+/n) ; n.82/c2 = 32,

Como las variables X .1y X son independientes (pues X, es independiente

de X4, ....,X,), la distribucién de probabilidad de X, ;1 — X es notmalysiendo:
E(Xp41 ~ X) = E(Xg4q) - ER) = p—p=0

— — 2
V(X1 =)= V(Xpa) + VE) =02 + O =211 52

_ X - X
Por tanto, siendo X .1 — X ® N(0;0.4/(n+1)/n), es n+1 ~N(0;1).
n+1 (0;0.4/(n+1)/n) oot D/n (0;1)

Recordando que siendo independientes Y = N(0;1) y U= Xﬁ es \/L Xt} , en-

U/k

Xpp1 =X
tonces, tomando como N(0;1) la wvariable n+1 recordando que
O c.4/(n+1)/n Y E

n.82/062 = y2 . resulta evidente que:
Xa-1 q

Xn+1_X
_ G.\/(n+l)/n X 41 — X a—1

= ~t
. n—1
n.82 /g2 S n+1

n—1 Q

Toy triste y lloroso "
porque la Estadistica :
no me mima como )
mi mama 2 ®
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FONEMATO 2.6.11

De una poblacion X = N(u;2) se toma m.a.s de tamafio 9. Determinese un in-

tervalo en el que puede esperarse, con probabilidad 0'95, que se encuentre la va-
rianza muestral. Repita lo anterior si n =101.

SOLUCION

En el m.a.s de tamafio "n" de una poblacién N(u;6) es n.S2/c2 ~ X%—l .

e Siendo n=9y 6=2,es 9.52/4~ X% . En la distribucién de probabilidad de la
variable 9.82/4 ~ X% hay infinidad de intervalos que "encierran" masa 0'95, y

cualquiera de ellos "sirve" para resolver la papeleta. Como la distribucion X%

no es simétrica respecto a ningun punto, por comodidad, elegimostelintervalo
que reparte la probabilidad 1—-0'95=0"05 en partes iguales entredas dés, colas

(izquierda y derecha) de dicha X% (puede demostrase que éste no.es el de me-
nor amplitud, pero del de menor amplitud es tan petardo de calcular que pa-
samos de ¢él); y la tabla de la funcién de distribucién de 9.82/4 ~ X% indica

que:
P(218<9.82/4 ~ 33 <17'53) = 0'95

Por tanto, es:

2'18. 17'53.
P( ;343823 75934)=0'95

O sea:
P(0'96 < $2 <7'79) = 0'95

En definitiva, tomando sucesivas muestras de tamafio 9 de una poblacion
X = N(u;2), el 95 % de las veces sucedera que el estadistico varianza muestral

se concreta en algin punto del intervalo (0'96;7'79).

e Siendo n=101y 6=2,es 101.82/4 ~ X1200' Procediendo como en el caso an-

terior, la tabla de la funcién de distribuciéon de 101.52 /4 ~ X%OO indica que:
P(74'2<101.82/4 ~ 17, <129'6) = 0'95

2. 129'6.
7 4SSZS 964)=O'95;osea:

Por tanto, es P( 01 01

P(2'93 <82 <5'13)=0'95
En definitiva, tomando sucesivas muestras de tamafio 101 de una poblacién
X = N(u;2), el 95 % de las veces sucedera que el estadistico varianza muestral

se concreta en algin punto del intervalo (2'93;5'13).
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FONEMATO 2.6.12

De una poblacién normal de varianza 4'5 se toman dos muestras independientes

de tamafio "n". Determinese "n" de modo que la probabilidad de que las medias
muestrales d1ﬁeran en no mas de 2 unidades sea al menos 0'95.
SOLUCION

Siendo X = N(u;v4'5), si (Xq;....;X,) e (Yq5....5Y,) son las respectivas va-
riables muestrales que expresan los resultados que pueden presentatrse al tomar
las dos muestras de tamafio "n" indicadas, es:

X ~ N(u;4/4'5/n)
Y, = N(p;4/4'5/n)

Por tanto, siendo indepenchentes los estadisticos medias muestrales X.e-Y, es:
X —?: N(0;4/9/n)

EX-Y)=EX)-E(Y)=p-p=0
V(X -Y)=V(X)+V(Y)=9/n

t><|
s|~

DIH

Debemos determinar "n" de modo que P(‘ X - Y‘ < 2) >0'95:

P(\i—?\sz)zo%:l{\ N(0;1)| < 92/nJ20'95:>

2 ' 2 '
2.P| N(O; 1) < —1>20'95= P| N(0;1) < >0'975
= [( ) \/9711] = (( ) Mj =

2 >1'96=n>9

N

iEn examen ESTADISTICOS
h ay q ue FAMOSOS
dejar escrito
TODO lo
relevante

gue pase por
\el cerebro!
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FONEMATO 2.6.13

De dos poblaciones independientes N(py;061) y N(1p;05) se toman muestras

de tamafios respectivos "n" y "m", siendo X e Y las respectivas medias muestra-

les y S%l yS%Z las cuasivarianzas muestrales. Determinese la distribucion de

probabilidad de los estadisticos T} y T:

T_n—lsz m — 18 ) (X Y) (W —M2) Vn+m—2
1= - at c2 > .
O7 o3 \/(G /n) +(c63/m) \/?1
SOLUCION
Para la muestra de tamafio "n" de la poblacion N(puy;61), siendo 82 la corres-

pondiente varianza muestral, es (n— l).SCl /G1 ~ Xn—l , pues n.Sl2 /(51 ~ Xn—l y
=(n—-1).8%/n.

Para la muestra de tamafio "m" de la poblaciéon N(L,;05), siendo S% la corres-
pondiente  varianza  muestral,  es (m—1).S 2/02 X%n—l’ pues
m.S3/65 ~ 2 ;v S5 =(m—-1).82,/m.
En consecuencia, debido a la reproductividad de la distribucion ji-dos;es:
T, = n—1 m—1

2 2 w2
2 ‘Scl + 2 'Sc2 *Ln+m-2
O1 62

Siendo X & N(y ;61/\/3) e Y ~N(u, ;02/&) las respectivas medias mues-

trales, es X — Y ~ N(ul %) ;\/(612/11) + (G%/m)); por tanto:
K=V =1 =12) 0.1y
J(©2/n) + (63 /m)

En consecuencia, recordando que la variable t-Student con "k" grados de libertad
es el cociente entre una variable Pepa ~ N(0;1) y la raiz cuadrada de una variable

Juana = xi dividida por sus grados de libertad (siendo independientes "Pepa" y

"Juana"), si consideramos que

—H2) ~N(031)
\/(c /n) + (63 /m)

Juana =T = Xn+m_2

(X=Y) = (11 — B2)
b OO K-V -@u-up) Yarmoz,,
T, Je/my+(63/m)  T1 rme

n+m-—2
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FONEMATO 2.6.14

De dos poblaciones independientes con la misma varianza G2 se toman mues-
tras de tamafios respectivos "n" y "m", siendo X e Y las respectivas medias
muestrales. Si W es la media aritmética de todas las observaciones realizadas,

demuéstrese que V(W — X)=m.c2/(n2 + n.m).
SOLUCION

Siendo (Xj;....;X ) e (Yq;....;Yy,) las respectivas variables muestrales que ex-

presan los resultados que pueden presentarse al tomar las dos muestras-indicadas,
sean:

_ 1 & m
AR

_1
m

1 n m

W=——.
n+m

Por tanto:

m n
W — X)) = 1 . _m _
V(W X)fv —— EY} n.gxl

— VENTANA

— n
W_X: 1 . ZX1+ZY] - 'ZXi:

n+m

1
n
1 1\« 1 < 1 |vyv_mN
e S| 2 Y 2

T(n+m)2 ZV(Y)+ ZV(X)
=1

pues X4, .... , X,,, Yy, ..., Y, son independientes

> Tm

24( 2+_2n02) __m.o2
A (n+m)2 n2 n2 +n.m

las variables X1, ... , X, Y{, -, Y, tienen vatianza 62,

como las dos poblaciones muestreadas
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FONEMATO 2.6.15

La duracién media de las bombillas tipo A es de 2500 horas con desviacion tipica

600 horas, y la duracién media de las bombillas tipo B es de 2300 horas con des-

viacion tipica 800 horas. Se toman 300 bombillas tipo A y 200 tipo B.

1) Calculese la probabilidad de que la duracién media de las bombillas tipo A no
supere en mas de 100 horas a la duraciéon media de la del tipo B.

2) Calculese la probabilidad de que la duracién media de las bombillas tipo A su-
pere en mas de 200 horas a la duraciéon media de la del tipo B.

3) Determinese un intervalo en el que puede esperarse, con probabilidad 0'95,
que se encuentre la diferencia de medias muestrales.

SOLUCION

Siendo "X" la duracién de las bombillas tipo A e "Y" la duracion de las. del tipo
B, se nos dice que E(X)=2500, V(X)=6002, E(Y)=2300 y V(Y)=28002.

Siendo X e Y las respectivas medias muestrales correspondientes a las dos
muestras indicadas, por ser grandes los tamafios muestrales 300 y 200;"podemos

aproximar (Lindeberg-Levy) la distribucion de probabilidad de X mediahte la
normal con media y varianza las de X, y la distribucién de probabilidad, de Y
mediante la normal con media y varianza las de Y, que son:

E(X) = B(X) = 2500 ; V(X)=V(X)/300 = 6002/300

E(Y)=E(Y)=2300 ; V(Y)=V(Y)/200 =8002/200
Como X e Y son independientes, la distribucion de X-Y es normal, siendo:

E(X - Y)=E(X)—E(Y) = 2500 — 2300 = 200
V(X -Y)=V(X)+ V(Y) = (6002 /300) + (8002 /200) = 4400

1) P(X = Y £100) = P(N(200;+/4400) < 100) = P(N(O;l) < Mj _

V4400

N_V 200 =200 .
2) P(X =Y >200)=P{N(200;+4400) > 200 ) =P| N(0;1) > =~ [=0'5
) P( )(<J>)(<>44OO)
3) En la distribuciéon de probabilidad de X-Y~= N(200;+/4400) ‘hay infinidad
de intervalos que "encierran" masa 0'95, y cualquiera de ellos "sirve" para re-
solver la papeleta. No obstante, como la variable N(200;+/4400)) es simétrica

respecto al punto 200, entre los infinitos intervalos citados elegiremesyelysimé-
trico respecto a dicho punto, que es el de menor amplitud. Asi, debemos de-

terminar ¢ >0 de modo que P(‘i—§—200‘<c)=0'95:
P(| X =Y =200 <c]=0'95= P(|N(031)| < c/~/4400) = 095 =
= ¢//4400 =1'96 = ¢ =130

Por tanto, si tomamos sucesivas muestras de tamafio 300 de las bombillas tipo
Ay de tamafio 200 de las del tipo B, la diferencia entre las medias muestrales
se concretara en el intervalo (200 —130;200 +130) el 95 % de las veces.
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FONEMATO 2.6.16

Sean 812 y S% las respectivas varianzas muestrales correspondientes a dos mues-

tras independientes de tamafios 5 y 4 de dos poblaciones normales con igual
varianza.

1) Determinese la probabilidad del suceso S3/87 >5'2.
2) Con los mismos tamafios muestrales, si las poblaciones son N(3;2) y N(7;8),

determinese un intervalo en el que, con probabilidad 0'95, se encuentre el alea-
torio cociente de varianzas muestrales.

SOLUCION

Es sabido que en el m.a.s de tamafio "n" de una poblaciéon N(p;0); el estadistico

n.S2 /62 tiene distribucion X%—l' Por tanto, siendo 512 y S% las respectivas va-
rianzas muestrales correspondientes a dos muestras independientes de tamafios 5

y 4 de las poblaciones X = N(pq;01) ¢ Y ® N(y;05), es:
2 2
5.55 483

2 2 2 N2
¥A5-1=%Xq 5 A4 =X
612 5-1 4 G% 4-1 3
En consecuencia, siendo 61 =05, es:
2 /~2
4.85 /0% ,
=, 713y

552/62  15.8
4

16.83
2/82 >517) = 2 1655 | 16 o1y =
1) P(S3/87 >52)—P[15.812>1 .52]—P(F3;4>15.52)_
]. ' '
=1-P(Fy, <1052)=1-0'92
(3’4 157 )+ 0928

interpolando entre P(Fs,4 <4'19)=0'9 y P(Fs,4 <6'59) 20195

2) Si X=N(3;2) e Y ®N(7;8), para tamafios muestrales respectivos5y 4, es:

2 2
22 5-17%4 5 oo 4-1=X3
Por tanto, es:
5.87 /22
— 2
= ~Fy 3

4.52/82 3
3
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En la distribucién de probabilidad de la variable 15.57/S3 ~ Fy.3 hay infinidad

de intervalos que "encierran" masa 0'95, y cualquiera de ellos "sirve" para re-
solver la papeleta. Como la distribucion Fjy.3 no es simétrica respecto a ningun

punto, por comodidad, elegimos el intervalo que reparte la probabilidad
1-0'95=0'05 en partes iguales entre las dos colas (izquierda y derecha) de
dicha Fy.3 (puede demostrase que éste no es el de menor amplitud, pero del

de menor amplitud es tan petardo que pasamos de ¢él). Segun la tabla.dela fun-
cién de distribucion de la variable Fy 3 es P(Fy.3 <15'1) = 0'975; ademis:

P(F,.3<c)=0'025=>
= P(1/Fy3 21/c)=0'025=
= P(F;4 21/c)=0'025=>
=1-P(F,4 <1/c)=0'025=
= P(F,y <1/¢)=0'975=>
=1/c=9'98=
=c=0"1
Asi, siendo P(01<15.87 /83 ~ Fy3 <15'1) = 0'95, es:
P(01/15<.87 /83 <151/15) = 0'95
Por tanto, si tomamos sucesivas muestras de tamafios 5 y 4 de las poblaciones

N(3;2) y N(7;8), el 95 % de las veces ocurrira que estadistico S% / S% se con-
creta en el intervalo (0'1/15;15'1/15).

Para darte el aprobado, tu 7
profe de Estadistica no te pedira
que hagas sombra a Fishet ...
le bastara que acredites no chuparte
el dedo en relacion a los asuntos
tfundamentales de la asignatura

O
" STADISTICO
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FONEMATO 2.6.17

Si de una poblaciéon normal bidimensional (X;Y) cuyo coeficiente de correlacion

es p=0'5 se toma muestra aleatoria simple de tamafio 19, determinese la proba-

bilidad de que el coeficiente de correlacion muestral "t" esté entre 0'45 y 0'55.

SOLUCION

n H

Siendo el coeficiente de correlacion muestral correspondiente a una m.a.s de
tamafio "n" de la poblacién normal bidimensional (X;Y) con coeficiente de co-

rrelacion p=COV.(X;Y)/4/V(X).V(Y), segun Fisher, es:

1. 1+4r 1, 1+P 1
-~ In ~ .
W 27 1-rx NZ 1-p’A/n=-3
Sin=19y p=0'5, es

1 1+0'5. ' |
~N| +.1n ~N(0'55:0'25
W N(2 —-0'5’ \/19 ) N(055;025)

P(0'45 < <0'55) £ P(0'484 < W < 0'618) =

Por tanto:

1 1+0'45
*r—045:>w—2Ln1_045 0'484
_1 1+0'55
* r=0'5=>w= 2Lr11_055 0'618
_p[0'484 —0'55 . 0'618 —=0'55) _ ¢
_P(—O'ZS <N(O,1)<—O,25 ) 0'22

No estan maduros, malgastan su
tiempo con impudicia, carecen de
rigor, seriedad, profesionalidad,
gusto por la mejora permanente
y el trabajo bien hecho... son la
hez de nuestra especie

8.
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FONEMATO 2.6.18

Si de una poblaciéon normal bidimensional (X;Y) cuyo coeficiente de correlacion

es p=0'8 se toma muestra aleatoria simple de tamafio 28, determinese un inter-
valo en el que puede esperarse, con probabilidad 0'95, que se encuentre el coefi-
ciente de correlacion muestral "t"

SOLUCION

n H

Siendo el coeficiente de correlacion muestral correspondiente auna m.a.s de
tamafio "n" de la poblacién normal bidimensional (X;Y) con coeficiente de co-

rrelacion p=COV.(X;Y)/4/V(X).V(Y), segun Fisher, es:

L+
Wwelpaler 1, 1P 1

27 -t 2 M 1= a3

En nuestro caso, como n=28 y p=0'§, es:

1 1+ 1, 1408
W=l ~ 1'09;0'2
S ln N(Z 08\/27_) N(1'09;0'2)

En la distribucién de probabilidad del estadistico W = N(1'09;0'2)/ hay infinidad
de intervalos que encierran masa 0'95, y cualquiera de ellos "sirve" para resol-
ver la papeleta. No obstante, como la variable N(1'09;0'2) es simétricastespec-
to al punto 1'09, entre los infinitos intervalos citados elegiremos el simétrico res-
pecto a dicho punto, que es el de menor amplitud.

Por tanto, debemos determinar ¢ >0 de modo que P(| W —1'09| < c)= 0'95:
P(|W-1'09|<c)=0'95=

= P(\ N(0;1)\<%) =0'95=

:>O—2—1 96 = c¢=0"'39

Asi, si tomamos sucesivas muestras de tamafio 28, el estadistico "W" se concreta-
ra en el intervalo (1'09 —0'39;1'09 + 0'39) = (0'70;1'48) el 95 % de lasweces... y el
95 % de las veces "t" se concretara en el intervalo (0'60;0'90):

*w=070=L1altr It a4 2060
2 1—r1 11—+

Lyl 14 296 o — =090

% :1'4:
w=la8=2.n =17,
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FONEMATO 2.6.19

Si de una poblaciéon normal bidimensional (X;Y) cuyo coeficiente de correlacion

es p=0 se toma muestra aleatoria simple de tamafo 6, determinese la probabili-

dad de que el coeficiente de correlaciéon muestral "t" esté entre 0'608 y 0'729. De-
terminese un intervalo en el que puede esperarse, con probabilidad 0'95, que se
encuentre el coeficiente de correlacion muestral "t".

SOLUCION

Siendo "t" el coeficiente de correlaciéon muestral correspondiente a una m.a.s de
tamafio "n" de la poblacién normal bidimensional (X;Y) con coeficiente de co-

rrelacion p=0, es:

7 — r.A/ 2

n— ~t
\/1—1‘2 n—2

En nuestro caso, como n=6,es Z=2.r/\1—t2 ~ty; por tanto:
P(0'608 < r<0'729) =+P(l'53l <Z=ty <2'129)=

* +=0'608=>z=2.0"608/+/1—0'6082 =1'531
x +=0'729 =z =2.0'729//1-0'7292 =2'129
= P(t, <2'129)— P(t, <1'531)=0'95—-0'90=0'05

En la distribucion de probabilidad del estadistico Z =~ t4 hay infinidad de interva-

los que encierran masa 0'95, y cualquiera de ellos "sirve" para resolver la pape-
leta. No obstante, como la t4 es simétrica respecto al origen, entte losinfinitos
intervalos citados elegiremos el simétrico respecto a dicho puntoyique es el de
menor amplitud. Asf, debemos determinar ¢ >0 de modo que P(|t4]<c)=0'95:

P(ty|<c)=095=c=2'777

Por tanto, si tomamos sucesivas muestras de tamafio 6, el estadistico Z=~ty se
concretara en el intervalo (=2'777;2'777) el 95 % de las veces... y el 95% de las

veces "t" se concretara en el intervalo (—=0'811;0'811):

% 7=2"777=2.t/A1—12 =+ =0'811
% 7 =-2777=2.t/N1—12 = r=-0'811
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