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Una variable aleatoria
unidimensional es una forma,
modo o manera de repartir o

distribuir la unidad de masa de

probabilidad entre puntos-de
\ la recta real.
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2.1 VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL

Siendo (€2, A, P) el espacio probabilistico de un experimento aleatorio "E", lla-
mamos Variable aleatoria unidimensional asociada al experimento "E" a

toda ley o criterio "X" que asocie un 0 X R
. — :

numero real a cada uno de los comporta-

mientos elementales que forman €, con la ce >e X (¢)

condicién de que el criterio "X" sea medi-

ble, lo que quiere decir que la imagen inversa de todo intervalo (—o0;x] es un

suceso de A

X ((—o0;x])={ceQ/X(c)<x} e &

Si el espacio muestral Q es discreto (estd formado por un numero finito o
infinito numerable de comportamientos elementales), se dice "X" es una varia-
ble aleatoria discreta; y si Q es continuo (estd formado por una infinidad no
numerable de comportamientos elementales), se dice que "X" es una variable
aleatoria continua. Naturalmente, asociadas al expetimento "E" pueden
definirse infinidad de variables aleatorias.

iEl que "X" deba Tranquil@... una variable aleatoria uniz
ser medible me da dimensional viene a ser una forma o
mala espinal modo o0 manera de repartir entre"pun-

tos de un alambre infinito (la rectaeal)
| launidad de masa de probabilidad que
’.A- "E" lleva pegada a su chepa. Segin'que
el espacio muestral de "E" sea discreto o conti-

P nuo, el reparto de la masa se hace como en los
pinchos morunos (reparto al modo diseres

to) o como en los fideos que hay en la cocina
\ de tu casa (reparto /
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2.2 VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

Lo mejor es un ejemplo: en el experimento de lanzar dos monedas al aire y
observar el resultado, siendo Cj el suceso de obtener cara en la i-ésima moneda
(i=1,2), el espacio muestral Q esta formado por cuatro comportamientos ele-

mentales C1 "Cy,C1 M Cz, C1 N Cory Ci N Ez, que son equiprobables si las
monedas estan equilibradas:

P(C1 N C2)=P(C1 nC2)=P(C1 nCy)=P(C1 nCp)=1/4
Asi las cosas, es una variable aleatoria discreta el criterio "X" que a,cada.compor-
tamiento elemental le asocia el nimero de caras que hay en ¢l; es decit, la variable

aleatoria "X" expresa el nUmero de caras que se obtienen al lanzar las
dos monedas.

Q X ] w
C1 N Co > 2 X(C1nC)=2
C1ACo 1 @ X(C1NC2) =1
C1NCy > X(C1nC)=1
C1nCo > 0 X(C1nE2)=0

En lo que se refiere a la variable "X" que expresa el aleatorio numero de caras
que se obtienen al lanzar dos monedas al aire, por fuerza ocurre que "X" toma el
valor 0, o el valor 1, o el valor 2; asi, cabe considerar que el conjunto formado
por los nameros 0, 1y 2 (posibles valores que puede tomar "X") es el €spacio
muestral de la variable "X".

Naturalmente, la Estadistica inventara un ente que "conecte" los niumeros 0, 1y 2
con los numeros que respectivamente expresan la probabilidad de que al realizar
el experimento ocurra que "X" toma el valor 0, el valor 1 o el valot 2; dicho ente
es la llamada funcion de probabilidad o de cuantia de "X".

Funcidon de probabilidad de una
variable aleatoria discreta

La funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta " X"
es la f: R —» R tal que f(x) = P(X =x); o0 sea, la imagen f(x) de xeR
segun "f" es la probabilidad de que la variable aleatoria X" tome
el valor "x", es decir, f(x) es la masa puntual de probabilidad que
hay en el punto "x".

De "f" también se dice que es la funcion de cuantia de "X".

Obvio: si "X" no puede tomar el valor "x" es f(x)=P(X=x)=0; y si "X"
puede tomar el valor "x" es f(x) = P(X = x) > 0.
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Obvio: como una variable no puede tomar dos valores distintos a la vez, si xq,

X9,X3, 005Xy eeeee son todos los valores que puede tomar "X", ha de ser:

PX=x1)+PX=x2)+...+PX=xq4)+..=1
O sea:
f(x)+f(x2)+...+f(xp)+...=1

Por ejemplo, determinemos la funcién de probabilidad de la variable aleatoria
"X" que expresa el nimero de caras que se obtienen al lanzar dos monedas al
aire: como "X" sélo puede tomar los valores 0, 1 y 2, debemos ‘determinar la
probabilidad de que "X" tome cada uno de esos valores:

£(0) = P(X = 0) z P(C1 N Co)=1/4

ocurre el suceso X = 0 solo si ocurre el suceso C1 N Co

f(1) =P(X =1) ; P((C; N C2)u(Ci N Cy))=1/4+1/4=1/2

ocurre el suceso X =1 s6lo si ocurre el suceso (C; M C2) U (C1 N Cy);
como (C; N C2)y (C1 M Cy) son incompatibles, la probabilidad de
su unién es la suma de sus respectivas probabilidades

f2)=P(X =2) ; P(C1 NCy)=1/4

ocurre el suceso X = 2 solo si ocurre el suceso C1 MGy

Los resultados obtenidos pueden expresarse asi:

x o 1 2
fx)=P(X=x)|1/4 1/2 1/4

Cabe decir que en el experimento de lanzar dos monedas al aire, la vatiable "X"

reparte su unidad de masa entre los puntos

1/2
x =0, x=1y x=2..y el reparto se hace 1/4
de modo que a x=0 y a x=2 les ?

corresponden 0'25 unidades de masa, y a

1/4

0 1

x =1 le corresponden 0'5 unidades.

Ligadas a la variable aleatoria " X" pueden definirse
Infinidad de variables aleatorias.

Por ejemplo, si Y =g1(X)=X+3, al

lanzar dos monedas por fuerza ocurre Q —Y—> R
que "Y" toma el valor 3, o el valor 4, o el C1NCo s
valor 5. Por tanto, cabe considerar que el —
. ) C1NnC2
conjunto formado por los nimeros 3, 4 y — > 4
C1NnCo

5 (que son los posibles valores que puede b
tomar la variable aleatoria "Y") es el C1tnC2 » 3

espacio muestral de "Y".
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La funcién de probabilidad de "Y" es la h:% > R tal que h(y) = P(Y = y):
h(3)=P(Y =3)=P(X+3=3)=P(X =0)=1/4
h(4)=P(Y =4)=P(X+3=4)=P(X=1)=1/2
h(5)=P(Y =5)=P(X +3=5)=P(X =2)=1/4

Por tanto, al lanzar dos monedas al aire, la variable "Y" reparte la unidad de masa
de probabilidad entre los puntos y =3, y=4 e y =5, y el reparto serhace de
modo que a cada uno de los puntos y=3 e y=5 le corresponden 0'25
unidades de masa, y al punto y =4 le corresponden 0'5 unidades.

3 4 5 7

Por ejemplo, si 7. = g»(X)=+/7.X3 + 6, al lanzar las dos monedas al aite por

fuerza ocurre que "Z" toma el valor V6, Q 7 R

o el valor \/—3 o el valor +/62. Asfi, cabe — ¢
considerar al conjunto formado por los C1nNnCy p/62
ntimeros /6, \/— Je2 (posibles valo- C1NCy B
res que puede tomar "Z") como el espa- C1NnCy

cio muestral de "Z". La funcién de pro- C1nC2 »/6
babilidad de "Z" es la u:R > R tal que

u(z) =P(Z = z):

u(/6) = P(Z = 6) 3 PX=0)=1/4

ocurre el suceso 7Z = \/g solo st ocurre el suceso X =0

u(/13) = P(Z = V/13) P =D=1/2

ocurre el suceso Z = /13 solo si ocurre el suceso X =1

u(W62) = P(Z = +/62) 2 PX=2)= 1/4

ocurre el suceso Z. = v/ 62 sblo st ocurre el suceso X =2

Por tanto, al lanzar dos monedas al aire, la variable "Z" reparte la unidad.de masa

de probabilidad entre los puntos z = V6, z=+13 y z=+/62,y lo hace de modo
que a cada uno de los puntos z = NG y z=+/62 le corresponden 0'25-unidades
de masa, y al punto z = +/62 le corresponden 0'5 unidades.
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ria es degenerada si concen-
tra su unidad de masa en un
unico punto... esas variables
tendran protagonismo estelar
a la hora de entender la

\esperanza mateméticey

Probabilidad de un suceso

Siendo "X" una variable aleatoria discreta y "f"' su funciéon de probabilidad; para
calcular la probabilidad del suceso X =x eH < R (es decit, la probabi-
lidad de que la variable "X" se concrete en alguno de los numetos reales que
forman el conjunto "H") sumaremos las masas puntuales de prebabi-
lidad que hay en "H".

Por ejemplo, si "X" s6lo puede tomar valores naturales, siendo Hjp el conjunto

@ dice que una variable aleato\7‘__ ‘O ®

iHeavyl ....
iLa esperanza
dandose el pico
con el vicio yla
degeneracion!

que forman los naturales impares, es
PX=xeH))=PX=1)+PX=3)+...=f1)+{(3) +.....

y siendo Hy el conjunto que forman los reales mayores que 2.7, es:
PX=xeHy)=PX=7)+PX=8)+...=f(7)+f@8)+.....

Funcion de distribucidon de una
variable aleatoria discreta

Sea "X" una variable aleatoria discreta y "f" su funcion de probabilidadska fun-
cion de distribucion de "X" es la F:R —» R tal que F(z) = P(X<2); o
sea, laimagen F(z) de zeR segun "F" es la probabilidad de que la
variable "X" tome un valor no superior a"z", es decir, F(z) expresa
la masa de probabilidad que hay en el intervalo (—«; z].

¢ & °* . ,

X1 XD eeeee X{  eeees Xj eee Xp oeeens

El nimero F(z) = P(X < z) lo obtendremos sumando todas las

masas de probabilidad que no estan a la derecha del punto"z":

F()=P(X<z)= Y P(X=x;)= ¥, f(x;)

X<z X<z
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Propiedades

F(—00) = 0, pues toda la masa de probabilidad esta a la derecha de —o.

F(+00) =1, pues toda la masa de probabilidad esta a la izquierda de +o0.

La funcién "F" es monotona no decreciente, pues si zj <z el suceso X <z;
esta contenido en el X < zj; por tanto F(z;) = P(X <2;) < P(X < z))=F(z).

La funcion "F" es continua por la derecha en todo punto, y para demostrarlo

debemos demostrar que, si €>0, es lim. (F(z +€)— F(z)) =0.

e—>0
En efecto:
lim. (F(z+€)—F(z)= lim. (P(X<z+&)-P(X<z)=
e—>0 e—>0
= lim. P(z<X<z+¢)=P@)=0
e—> 0 f

Si € >0 el suceso z< X <z+ € es el suceso imposible, pues "X"
no puede ser a la vez mayor que "z" y menor o igual que "z"

La funcién "F" es continua por la izquierda en el punto "z" si en-él no hay
masa puntual (o sea, si P(X =z)=0), pero no sucede eso si e el punto "z"
hay una masa puntual (o sea, si P(X =2z) #0).
En efecto, si € >0, es:

lim. (F(z—g)—F(z)= lim. (P(X<z—¢g)-P(X<z)=

e—> 0 e—> 0

= lim. P(z-e<X<z)=P(X=2)
e—> 0

Asi, el limite es 0 0 no segin que P(X =2z) sea 0 o no; por tanto; "F'" es conti-

nua por la izquierda en el punto "z" o no segun que P(X =2) sea'0,0 no.
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FONEMATO 2.2.1

Calcilese "k" para que las siguientes funciones sean las de probabilidad de una
variable aleatoria discreta "X":

1) f(x):k.X;l, x=2.3.4,...n

2) f(x):k.xgl, x=2.3.4,...2.n

SOLUCION
1) La funcién dada es una funcién de probabilidad (o sea, f(x) = P(X = x)) si:

a)f(x)20,x=234,...,n
b) La masa de probabilidad es 1; o sea: f(2)+{(3)+.... +f(n) =1

Veamos:
a) Si f(x) =k.(x=1)/n, como para todo x =234,... ,n es (x —1)/n >0, sera
f(x) =k.(x—1)/n 20 siempre que k > 0.

n
b) Se tiene que: Y ) =1=f2Q)+f@)+.... +f(n)=
x=2
=k.2_1+k.3_1+k.4_1+...k.n—_lzk.(l+2+3+...+(n—l)):
n n n n n
_kn(m-1)  n-1_ _ 2
$n. 2 = k. 2 —1:>k—n_1

142+4..4+(n—1) es la suma de los términos de una progresion

aritmeética cuya razon es 1 (cada término se obtiene sumando. 1 ‘al an-
terior), y todo el mundo sabe que dicha suma es:
VENTANA

rimer sumando) + (4ltimo sumando
® Jalt ).(mimero de sumandos)

2

O sea:

l+2+3+...+(n—1):1+<2L1),(n_1):#

2) Al igual que en el caso anterior, la condicién f(x) = 0 se satisface siempre que

k = 0, y al exigir que la masa de probabilidad sea 1, resulta:

2n
Y ) =1=fQ2Q)+f3)+.... +f(2.n)=
x=2
k2=l 3=t 4l +...+k.M:k.(l+2+3+...+(2.n—1)):
n n n n n
=k n@n-D=k@n-1)=1=>k=—1
?n 2.n—1

1+(2.n-1)
2

14+243+..+@2n-1)= (2n-1)=n2.n-1)
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FONEMATO 2.2.2

Sea "X" la variable aleatoria cuya funcién de probabilidad es

x 0 1 2 3 4
fx)=P(X=x)|1/16 4/16 k 4/16 1/16

1) Calculense "k" y la funcion de distribucion de "X".
2) Calculense las probabilidades de los sucesos X <2'7, X >2y1< X <4.

3) Siendo Y = 2.X +1, calcilense P(Y < 3) y P(Y = 2).
SOLUCION

1) La variable "X" es discreta, pues el numero de valores que puede tomar es
finito. Para calcular "k" exigimos que la masa total de probabilidad sea 1:
PX=0)+PX=D)+PX=2)+PX=3)+PX=4)=1=
= £0)+ () +£2)+fB)+f(4)=1=

1.4 4 1 _ _ 6
=16 16 6t 1T kT g
6/16
116 4/16 ? 4/16 116
e o ® o
0 1 2 3 N

e La funcién de distribucion de la variable "X" es la F:R = Rquedefinimos
F(z) =P(X <z); o sea, la imagen de z € R segun "F" es la probabilidad-de que

la variable aleatoria "X" tome un valor no superior a "z". Asi:

* 812<0 = F(z) =P(X<2)=0, pues a la izquierda de x = 0 no hay masa de
probabilidad.

* 81 0<z<1lesF(z)=P(X<2)=P(X=0)=1/16

* S811<2<2esFz)=P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)=5/16

* 812<2<3esF(2)=P(X<2)=PX=0)+P(X=1)+P(X=2)=11/16

* S13<z<4es
F(z)=P(X<2)=P(X=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=3)=15/16

*Siz24 esF(z)=P(X<2z)=1

FEn definitiva:
T.a variable "X" tiene nombre propio, se lla-
propio,

0 s12<0 ma binomial de parimetros 4y 1/2, y'se
1/16 si0<z<1 denota X =~ B(4;1/2). En general, si
5/16 sil<z<2 X =~ B(n;p) su funcién de probabilidad es:

F(z)= :
11/16 si2<2z<3

15/16 si3<z<4
1 siz=>4

f(x)= (2).13?(1 —p)"%, x=0,1,...,n

donde "n" es un nimero natural y p €(0;1).
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La grafica de la funcién de distribucion "F" es la siguiente:

1
15/16 — >
11/16 o
5/16 - —>
1/16
/ ’H 1 > X

0 1 2 3 4

/Lafunci(’)n de distribucion de una variaD

aleatoria discreta SIEMPRE es escalonada: da
un "salto" en cada punto "x" en que hay masa ——
de probabilidad, y la amplitud del salto que da ‘
F(x) en el punto "x" coincide con la masa de \
probabilidad que hay en él, es decir, N

\ coincide con f(x). /

2) Es:

P(X £2'7) = P(X = 0)+ P(X = )+ P(X = 2) = -+ A 502

_ v = 415
P(X>2)=P(X=3)+P(X=4)= 1 +1-=

4 .6 .4 14

< = = = = = _—=

PUSX <4)=P(X=D+P(X=2+P(X=3) =1+ + o=

También podemos calcular las probabilidades pedidas.dando
protagonismo ala funcion de distribuciéon "F":

P(X<2'7)=F2'7) =11

P(X>2)=1-P(X<2)=1-FQ2)= _%:%
PI<X<4)=PX<4)-PXIDH+PX=1)=

—P(X<3)-PX<H)+P(X=1)=

[ es P(X < 4)=P(X < 3)

= F(3)— —pn=12_5,4_14
=FQ)-F)+P(X=1)=12-1c+1c= ¢
3) P(Y<3):P(2.X+l<3):P(X<l):P(X:O)=%

puesY =2.X +1

P(YZZ):P(Z.X+122):P(XZ%):l—P(X<%):1—P(X:O):%
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FONEMATO 2.2.3

Sea "X" la variable aleatoria cuya funcién de distribucion es
0 six<0

1/4 si0<x<1
F(x)=42/4 sil<x<2

3/4 si2<x<3

|1 six23

1) Calculese la funcién de probabilidad de "X".
2) Calculense las probabilidades de los sucesos X =1/2y1'5 < X < 3.

3) Siendo Y =2/(X + 3), calcuilese P(Y <1/4).
SOLUCION

1) El que la funcion de distribucion "F" de la variable "X% sea
escalonada garantiza que "X" es una variable discreta; es decir,
"X" reparte la unidad de masa de
probabilidad entre un ndmero

AF(x)=P(X <x)

finito o infinito numerable de 1 * >

puntos de la recta real. Como "F" 3/4 —>

solo "salta" en x =0, x=1, x =2 2/4 | ._>

y x =3, s6lo hay masa en estos 1/4 |

puntos, y la masa que hay en cada > > x

uno coincide con el salto de F(x) 0 1 2 3

en ¢él. Asi, es:
f0)=P(X=0)=(1/4)-0=1/4 1/4 1/4 1/4 1/4
fH=PX=1)=2/4)-1/4)=1/4 - 3 3 $ $
f2)=PX=2)=(3/4)—-(2/4)=1/4 > X
f3)=P(X=3)=1-(3/4)=1/4 0 T 2073

2) Es P(X=1/2) =0, pues la variable "X" no puede tomar el valor 1/2.
P(1'5< X < 35 PX=2) =1/4

la masa en el intervalo (1'5;3) es la que hay en el punto x =2

3) Es: P(Y £1/4)=PR2/(X+3)<1/4)=P(X+3)/2>4) =
puesY =2/(X +3)

=P(X+328)=P(X>5)=0

La variable "X" tiene nombre propio, se llama unifoerme
discreta, lo mismo que toda variable aleatoria-que
reparta la unidad de masa de probabilidad en partes
iguales entre un namero finito de puntos de la recta
real (incluso si los puntos no son equidistantes).
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FONEMATO 2.2.4

Sea "X" la variable aleatoria cuya funcién de distribucion es

0 six<O0
a si0<x<1

F(x)=1b sil<x<3
c si3<x<4
|1 six=>4

Determinese la funcién de probabilidad de "X" sabiendo que
PI<X<3)=0'7; PX=3)=0'4; P(X<2)=0'5
SOLUCION

El que la funcion de distribucion "F" de la variable "X" sea escalo-
nada garantiza que "X" es una variable discreta; es decit, "X" reparte
la unidad de masa de probabilidad entre un numero finito o infinito numerable
de puntos de la recta real.

Como la funcién de distribucion sélo "salta" en los puntos x =0, x=1, x =3
y x = 4, s6lo hay masa en dichos puntos, y la masa que hay en cada uno de ellos

coincide con el salto que da F(x) en él. Asi, es:

f(0)=P(X=0)=a-0=a

F(1) = P(X = 1)= b a b—a c—b 1=c
f3)=P(X=3)=c-b [ $ $ ny
f(4)=P(X=4)=1-c 0 1 3 4

x 0 1 3 4

f(x)=P(X=x)|a b—a c—b 1-c

Calcularemos las constantes "a", "b" y "c" al exigir que se satisfagan las tres con-

diciones que establece el enunciado:
PI<£X<3)=0"7"=PX=)+PX=3)=0"7=(b—a)+(c—b)=0"7
P(X=3)=04=c-b=0"4 =
PX<2)=05= PX=0)+PX=1)=05=a+(b—-2a)=0'5

f0)=P(X=0)=0'2

c—a=0'"'7 a=0"2 ,
=1c—b=0"4;=:b=0"5= ggg__i((};(__%__o()i
b=0'5 c=0'9 B e

f3)=P(X=3)=0"1
En definitiva, la funcién de probabilidad o "cuantia" f(x)=P(X.=x) de la varia-
ble aleatoria unidimesional discreta "X" es:

x 0 1 3 4
fx)=P(X=x)]0'2 03 04 0'
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FONEMATO 2.2.5

En un examen con tres preguntas la probabilidad de acertar la primera es 0'8, la

segunda 0'3 y la tercera 0'5. Determinese la funcién de distribucion de la varia-

ble aleatoria "X" que expresa el nimero de preguntas acertadas.
SOLUCION

Sea Aj el suceso de acertar la i-ésima pregunta (i =1,2,3). El ejercicio sélo puede

resolverse introduciendo la hipotesis de que los sucesos Aq,Ap y A3 son com-
pletamente independientes.

Como el examen tiene 3 preguntas, la variable aleatoria "X" que expresarel nu-
mero de preguntas acertadas sélo puede tomar los valores 0, 1, 2 y 3, siendo:

3 P(X =0)=PA1 N A2 ng)iP(Kl).P(KZ).P(&):

pues A1,A2 y Az son completamente independientes

=(1-0'8).(1-0'3).(1-0'5)=0'07
o PX=1)=P(A1NA2NA3)UMAINANA3)UMAINAL ﬂA3))i

(A1NA2NA3), (A1NA;NA3)y (A1 A2 N Aj) son incompatibles

=P(A1NA2NA3)+P(A1 A NA3)+P(A1 A2 NA3) =

pues A1,A2 y A3 son completamente independientes

=0'8.(1-0"3).(1-0'5)+(1-0"8).0'3.(1-0'5) + (1 - 0'8).(1-0'3).0'5 =0'38
e P(X=2)=P((A1nA2NA3)UAINA2NA)UMAINAzAAS)) =

+
(A1 A NA3), (A;NA2NA3)y (A1 N Ay N Aj) son incompatibles

=P(A1 N A NA3)+P(A1NA2NA3)+P(A1 N Ay N Ag)=

pues A1,A2 y A3 son completamente independientes J

=0'8.0'3.(1—0'5)+0'8.(1—0'3).0'5+ (1—0'8).0'3.0'5 = 0'43
* PX=3)=P(A1 N Ay N A3) 2 P(A)-P(A2)-PA3) =0'8.0'3:0'5:=10'12

pues A1,Ar y A3z son completamente independientes

En consecuencia, la funcién de distribucién F(x) =P(X < x) de la variable alea-
toria unidimensional discreta "X" es:

0 six<0
0'07 si0<x<1
F(x)=P(X<x)=410'45 sil<x<2
0'88 si2<x<3

1 six=>3
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FONEMATO 2.2.6

La funcién de probabilidad de la variable aleatoria "X" que expresa el nimero de
perioédicos que vende un kiosko en un dia es
k.x six=1,2,...,50
P(X =x)=1k (100 -x) six=51,52,...,100
0 resto

1) Calculese "k".
2) Calculense P(X > 50), P(X < 50), P(X =50), P(25 < X < 75), P(X.= impar).

SOLUCION

Recuerda; la suma de un numero finito de términos consecutivos de una
progresion aritmética es el producto del nimero de términos por la se-
misuma de los términos extremos.

1) Para determinar "k" exigimos que la masa total de probabilidad sea.1:

100
Y PX=x)=1=
x=1
= (Lk+2.k+...+50.k)+(49.k+48.k+ ... + 2.k + Lk + 0.k) = 1 =

? 2500.k =1 = k =1/2500

1.k+2.k+..+50.k=50.(k +50.k)/2
49.k+48.k+ ... +2.k+1.k+ 0.k =50.(49.k + 0)/2

2) P(X >50)=P(X =51)+P(X =52)+... + P(X =100) =
N 1 4940
—2500(49+48+ A2+1+40)= 2500 2 50=0"'49

. P(X <50)=P(X=1)+P(X=2)+..+P(X =49) =

1 1+49
142
2500(+ o 49) = oo 49 = 0'49
. P(X = 50) = 50/2500 = 0'02
. P(25< X £ 75)=P(X =25)+ P(X = 26) + ... + P(X = 75).=
2500((25+26+ L+50)+ (49 + 48 + ... + 25)) =
_ 1 (25+50 49+25 52\ _ o
_2500.( 2026+ 85 25)=0'76

. P(X = impar) = P(X = 1)+ P(X = 3) + ... + P(X = 99) =

2500((1+3+ C+H49)+ 49+ 47+ .. +1)) =

1 (1449 4941 A2\ o
_2500.( 25+ .25)_05
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FONEMATO 2.2.7 (VARIABLE "BINOMIAL")

Sea "E" un experimento aleatorio y "A" un suceso asociado a él. Considere que
P(A)=0"7 y que el experimento se repite 5 veces.

1) Calcilese la probabilidad de que el suceso "A" ocurra 3 veces.
2) Determinese la funciéon de probabilidad de la variable aleatoria "X" que
expresa el numero de veces que ocurre "A" si el experimento se tepite 5 veces.

3) Calctilense P2 <X <4)y P(X <1).
4) Calcilense P(X 24 /X >2)y P(X22/X<4).

SOLUCION

El experimento "E" se plantea en términos dicotomicos 0
binarios, pues de "E" lo Unico que interesa es obseryar si
ocurre o no un cierto suceso "A". Por simplicidad, llamaremos

eXit0 al suceso de que como resultado del experimento ocurray™A";

llamando fracaso al suceso de que no ocurra "A".

1) Si el experimento se repite cinco veces, el suceso "S" que ocurran tres "éxitos"
(éxito=ocurre "A") y dos "fracasos" (fracaso=no ocurre "A") puede presen-
tarse en 10 secuencias o alineaciones distintas, que es el nimero de permu-
taciones con repeticion que pueden formarse con de 5 élementos, de los
que 3 son "éxito" y 2 son "fracaso".

AAAAA AAAAA AAAAA AAAAA AAAAA
AAAAA AAAAA AAAAA AAAAA AAAAA

n _LI_ nj_(n 5 _(5)_
PRh1>h2_hll.h2!_(hl)_(hzjij3’2_(3)_lo

Si P(A)=0'7 (= P(A) =1-0'7), la probabilidad correspondienite’a cada una

de las 10 alineaciones es 0'73.(1—0'7)2.... y como dichas alinéacionies son

incompatibles, la probabilidad de que ocurra "S" (3 éxitos y 2 fracasos) es la
suma de las probabilidades de cada una de ellas, es decir:

P(S) = (g).ow.a —0'7)2

2) Siendo "X" la variable aleatoria que expresa el numero de veces.que ocurre
"A" (éxito) cuando el experimento se repite 5 veces, es evidente que los tnicos
valores que puede tomar "X" son 0, 1,2, 3,4 y 5.

Ocurrira el suceso X = x si ocurren "x" éxitos y "5—x" fracasos; asi, la fun-

ci6én de probabilidad o cuantia de "X" es

P(X =x) = (i).mx (A-0'7)5-x, x=0,1,2,3,4,5
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3) Es: P2 <X <4)=P(X =3)+P(X = 4)=
::(g)xr73.a-o"35—3-+(2)1r74.a:—0“35—4

Es: P(X <1)=P(X =0)+P(X =1) =
::(8)1r70.a-—0"05—0-+(?)1r71(1—-0“05—1

P(X24)N(X>2) P(X>4)
P(X > 2) ;mx>m_
probabilidad condicionada | | (X 24)N(X>2)= X 24
_ P(X = 4)+P(X =5) B
P(X=3)+P(X =4)+P(X =5)

4) Es: HXZ4/X>@?

P(X22)N(X<4) PR<X<4)
P(X < 4) 4 PX<4)
probabilidad condicionada X22)N(X<4)=2<X<H4

 P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)
1-P(X =5)

Es: HXZZ/XS@;

La variable aleatoria "X" tiene nombre propio, se llama binomial de para-
metros 5 (nimero de veces que se repite el experimento) y 0'7 (probabili-
dad de "éxito" cada vez que se repite el experimento); para expresarlo se es-

cribe X = B(5;0'7).

En general, si la probabilidad de "éxito" es "p" y el experimen-
to se repite "n" veces, se llama "binomial" de parametkos "n" y
"p" (se esctibe X =B(n;p)) a la variable "X" que expresa el
aleatorio niUmero éxitos que ocurren, y los valores que puédestomar
son0,1,2 3, ... , .

Ocurrira el suceso X =x si ocurren "x" éxitos y "n—x" fracasos; asi, la

funcién de probabilidad o cuantia de la variable "X" es

Hszﬁ{é)@Rﬂ—@mﬁ;X:OJJ,“m

Si X = B(1;p) también se dice que "X" es una vVariable de Bernoulli de

2 n._n
parametro "p".

Observa: la vatiable aleatoria "Z" que expresa el numero de fracasos tiene

distribucion binomial de parametros "n" y "1 — p"; por tanto, suifuncion de
y |

cuantia es

]XZ:z)z(g)ﬂ—py{ﬂ—Z;zszjluwn
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FONEMATO 2.2.8 (VARIABLE "BINOMIAL")

Un agente de seguros vende polizas a 5 individuos, todos con 40 afios de edad.
Segtin las tablas actuariales vigentes, la probabilidad de que un individuo con esa
edad viva 30 afios mas es 0'6. Calculese la probabilidad de que dentro de 30 afios

vivan los 5, vivan al menos 3, vivan 2, viva al menos 1, vivan no mas de tres,
vivan no mas de 4.

SOLUCION

Siendo "A" el suceso de que un individuo de 40 afios viva 30 afilos mas y siendo
P(A)=0'0, si seleccionamos 5 individuos y "X" es la variable "aleatoria que

expresa el numero de ellos que viven al cabo de 30 afios, entonces "X" es una
variable binomial de pardmetros 5y 0'6 (o sea, X = B(5;0'6)); por tanto, su

funcién de probabilidad o cuantia es

_ o [5) 05 —x -« —
P(X—x)$(x).06x.(l 0'6)5-x ; x=0,1,2,3,4,5

X =~ B(n;p) = P(X =x) = (i)px (1-pn—x ;x=0,1,2,...,n

e Probabilidad del suceso X =5 de que vivan los cinco:
P(X = 5) = @.0'65 (1-0'6)5-5 =[0'63
A

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso X =5 converge

en probabilidad a 0'6°; es decir, sin mas que repetir el experimento
bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso se aproxima

2 0'6> tanto como queramos.

Probabilidad del suceso X = 3 de que vivan al menos tres:
PX23)=P(X=3)+PX=4)+P(X=5)=

_ G).O'@ (1-0'6)53 + (2)'0'64 (1-0'6)54 + @_0-65 A—016)5-5

Probabilidad del suceso X =2 de que vivan dos:
P(X=2)= (g).0'62 .(1-0'6)>-2 =10.0'62.0"43

Probabilidad del suceso X =21 de que viva al menos uno:

P(X>1)=1-P(X=0)=1- (8).0'60.(1 ~0'6)5-0 =1 0'45

Probabilidad del suceso X < 3 de que vivan no mas de tres:
P(X<3)=1-P(X>3)=1-P(X=4)-P(X=5)=

—1- (i).o%‘* (1—0'6)5—4 - @.0'65 (1-0'6)55

Probabilidad del suceso X <4 de que vivan no mas de cuatro:

P(X<4)=1-P(X=5)=1- @.0'65.(1 ~0'6)5-5=1-0'65
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FONEMATO 2.2.9 (VARIABLE "BINOMIAL")

Un juego de feria consiste en lanzar un dado equilibrado que en sus caras tiene
dos ases y cuatro reyes. El dado se lanza cuatro veces y si al menos se obtienen
tres reyes se gana una mufieca Chichona.

1) Calculese la probabilidad de ganar la mufieca.

2) Si juegan tres personas con las mismas reglas, una después de otra, calctlese la
probabilidad de que ganen dos de ellas, la probabilidad de que ganen al menos
dos de ellas y la probabilidad de que gane al menos una.

SOLUCION

1) Si en sus caras el dado tiene dos ases y cuatro reyes, siendo "R"<el suceso de
obtener un rey al lanzar el dado, es P(R) =4/6 = 2/3; asi, si el dado se lanza 4

veces vy "X" es la variable que expresa el aleatorio nimero de veces que se

obtiene un rey, entonces "X" es una vatiable binomial de paraimetros 4y 2/3
(0 sea, X = B(4;2/3)); por tanto, su funciéon de probabilidad es

:X:4 gx _24—X-X:
P(X )$(x)(3> (1 3) ; 0,1,2,3,4

X=B(n;p) =>PX=x)= (Ejpx (A-po—=x;x=0,1,2,...,n

Nos dicen que se gana la mufeca si ocurre el suceso X = 3,y es:

PX23)=PX=3)+P(X=4)=

_(4),2 2\4_ 4) 2 244 _ 48 _ 106
~(3)&ra-2e4(f)Bra-Hee -8B K

2) Siendo "G" el suceso de ganar la mufieca y siendo P(G) =16/27 si juegan tres
personas una tras otra y "Z" es la variable que expresa el aleatorio.numero de
ellas que ganan la mufieca, entonces "Z" es una variable binomial de para-
metros 3 y 16/27 (o sea, Z = B(3;16/27)); por tanto, su funcién de proba-
bilidad o cuantia es

P(Z=7)= (2).(%)2 e —%)3—2 . 2=0,1,2,3

Asi:
. P(Z=2)= G) %)2 (- %)3—2
. P(Z>2)=P(Z=2)+P(Z=3)=

3) /16 16\5_ 3) /16 16\3_
- (3)d%2.a-18-2+(3).d%3.a- 1633

e PZ21)=1-P(Z<1)=1-P(Z=0) =1—(g).(£)0.(1—£)3—0
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FONEMATO 2.2.10 (VARIABLE "BINOMIAL")

La probabilidad de que un individuo tenga nivel de renta bajo es 0'5, la probabi-
lidad de que tenga nivel de renta medio es 0'3 y la probabilidad de que tenga

nivel de renta alto es 0'2. Si se seleccionan al azar 5 individuos, calcular:

1) Probabilidad de que los cinco tengan nivel de renta bajo.

2) Probabilidad de que al menos cuatro no tengan nivel de renta bajo.
3) Probabilidad de que a lo sumo tres no tengan nivel de renta alto.
4) Probabilidad de que tres tengan nivel de renta medio.

5) Probabilidad de que no mas de tres tengan nivel de renta medio.

SOLUCION

1) Siendo "B" el suceso de que un individuo tenga nivel de renta bajo y.siendo
P(B)=0'5, si se seleccionan 5 individuos y "X" es la variable aleatoria que

expresa el numero de ellos que tienen nivel de renta bajo, entonces "X" es una
variable binomial de pardmetros 5y 0'5 (o sea, X = B(5;0'5)); pot tanto, su
funcién de probabilidad es

P(X = x) ; (5).0'5x (1= 0'5)5-x = (i).0'55 ;x = 0,1, 24374}5

X

XzB(n;p):>P(X:X):(g).px.ﬂ—p)n_x ;x=0,1,....050

Ast:
P(X =5)= (g).0'55 =0'55=0'03125

2) Si al menos cuatro individuos no tienen nivel de renta bajo es porque.como
maximo hay un individuo con nivel de renta bajo, y la probabilidad de tal suce-
SO es:

P(X=1)= @.0'55 =5.0'55 = 0'1875

3) Siendo "A" el suceso de que un individuo tenga nivel de renta alto y siendo
P(A)=0'2, si se seleccionan 5 individuos y "Z" es la variable aleatotia que

expresa el nimero de ellos que tienen nivel de renta alto, entonces "Z" es una
variable binomial de parimetros 5y 0'2 (o sea, Z = B(5;0'2)); por tanto, su
funcién de probabilidad es

P(Z=2)=[2).022.(1-0'2)52 ; 2=0,1,2,3,4.5
Z

St a lo sumo tres individuos no tienen nivel de renta alto, hay dos 0 mas con
nivel de renta alto, y la probabilidad de tal suceso es:

P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-P(Z=0)-P(Z=1)=

—1— (8).0'20 (1-0'2)5-0 — G).O'zl (1-0'2)5-1 = 026272
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4) Siendo "M" el suceso de que un individuo tenga nivel de renta medio y siendo
P(M) =0'3, si se seleccionan 5 individuos y "W" es la variable aleatoria que

expresa el numero de ellos que tienen nivel de renta medio, entonces "W" es
una variable binomial de parimetros 5y 0'3 (o sea, W = B(5;0'3)); por
tanto, su funcién de probabilidad es

P(W = w) = (\?V).o'aw.a —0'3)5-v ; w=0,1,2,3,4,5

Asf: P(W = 3) = G).O'ﬁ .(1-0'3)5-3 =[0'1323
A

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso W =3 converge

en probabilidad a 0'1323; es decir, sin mas que repetir el expetimento

bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso se aproxima
a 0'1323 tanto como queramos.

5) Es P(W <3)=1-P(W >3)=1-P(W =4)—P(W = 5) =

—1- (i).o% (1—-0'3)5-4 — @.0'35 (1-0'3)5-5

A los examenes, sean de Estadistica, de Fisica, 0
de lo que sea, debes llegar con una CESTA LLENA.DE
LATIGUILLOS, para sembrarlos por doquier entre los cal-
culos que hagas y asi lograr que me quite el sombreroy
se me caigan los pantalones al corr\ﬂir tu examen.
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FONEMATO 2.2.11 (VARIABLE GEOMETRICA)

Sea "E" un experimento aleatorio y "A" un suceso asociado a él. Si P(A) = 0'07

y el experimento se repite hasta que ocurre el suceso "A" por primera vez:

1) Calculese la probabilidad de que haya que realizar el experimento 9 veces.

2) Determinese la funciéon de probabilidad de la variable aleatoria "X" que
expresa el nimero de veces que debe repetirse el experimento hasta que ocurre
el suceso "A" por primera vez.

3) Calcilense P(4 < X <7)y P(X 2 3).

4) Calctlense P(X25/X>3)y P(X23/X<4),

SOLUCION

El experimento "E" se plantea en términos dicotomieos©
binarios, pues de "E" lo Unico que interesa es observarsi
ocurre o no un cierto suceso "A". Por simplicidad, llamaremos

eXIt0 al suceso de que como resultado del experimento ocurra A"

llamando fracaso al suceso de que no ocurra "A".

1) De cajon: si el experimento se repite hasta que ocurre el suceso "A" por
primera vez, ocurrird el suceso "S" que haya que realizar el experimento 9
veces si las primeras 8 veces se obtiene un "fracaso" (fracaso=no ocurre "A")
y la novena vez ocurre un éxito (éxito = ocurre "A").

En consecuencia, como P(A)=0'07 (= P(A) =1-0'07)), la probabilidad de
suceso "S" es:

P(S) = (1-0'07)8.0'07

2) Siendo "X" la variable aleatoria que expresa el nUmero de veces que se
debe repetir el experimento hasta que el suceso "A" (As=sé€Xito)

ocurre por primera vez, es obvio que los unicos valores que puede tomar
"X"son 1,2, 3, ..

De cajon: ocurrird el suceso X = x si las primeras "x'—1" Veces
gue se repite el experimento ocurre un "fracaso" 'y despueés
ocurre un "éxito"; asi, la funcién de probabilidad o cuantia de la variable
geométrica "X" es

PX=x)=(1-0'07)x-1.0'07 ; x=1,2,3,......
3) Es:
PA4<X<7)=PX=4)+PX=5+PX=06)=
=(1-0'07)4-1.0'07+(1-0'07)>-1.0'07+ (1 - 0'07)6-1.0"07

P(X>3)=1-P(X<3)=1-P(X=1)+P(X =2)=
=1-(1-0'07)1-1.0'07— (1-0'07)2-1.0'07
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4) Es:

_P(X25N(X>3) P(X25)
P(X25/X>3) A P(X>3) APX>D)

probabilidad condicionada | | (X 25N(X>3)= X =5

1-P(X<4) 1-P(X=1)-P(X=2)-P(X=3)-P(X=4)
1-P(X<3) 1-P(X=1)-P(X=2)-P(X =3) B

Es:

P(X23)N(X<4) PBX<H
P<XZ3/XS4)? P(X < 4) ? PX<4) "

probabilidad condicionada XZ23)N(X<4)=>3<X<H4

P(X = 3)+ P(X = 4)

T P(X=1)+P(X=2)+DP(X=3)+P(X=4)

La variable "X" es tan famosa que tiene nombre propio, se llama geometri-
ca de parametro 0'07 (pues 0'07 es la probabilidad de "éxito" cada vez que

se repite el experimento); para expresarlo se escribe X =~ G(0'07).

En general, si la probabilidad de "éxito" es "p", se llama "geo-
métrica" de parametro "p" a la variable aleatoria™™X" que
expresa el numero de veces que debe repetirse el experimento
hasta que ocurre el suceso "A" por primera vez| (se escribe

X =~ G(p)), siendo evidente que los unicos valores que puede tomar "X" son

Ocurrira el suceso X =x si las primeras "x —1" veces que se. tepite el
experimento resulta un "fracaso" y después ocurre un "éxito"; asi, la funcioén

de probabilidad de "X" es:
fx)=PX=x)=1-pxlp;x=123,...

También se llama "geométrica" de parametro "p" a lavariable
aleatoria "Z" que expresa el numero de "fracasos" que acurren
antes del primer "éxito". Es obvio que Z = X -1, por lo qué™"Z" puede

tomar los valores 0, 1, 2, 3, ....
La funcién de probabilidad o cuantia de la variable "Z" es: ;;7
P(Z:z)iP(X—lzz):P(X:l+Z):

pues sucede que Z =X -1

=(1-p+t2)-lp=1-p)z.p;2=0,1,2,3, ...

t pues P(X = Juan) = (1 — p)(Juan)~1 p

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 2.2.12 (VARIABLE "BINOMIAL")

Sea "E" un experimento aleatorio y "A" un suceso asociado a él. Si P(A)=0'8,

¢cual es el numero minimo de veces que debe repetirse el experimento para que
sea mayor que 0'99 la probabildad de que "A" suceda al menos una vez?

SOLUCION

Siendo P(A) =08, si el experimento se repite "n" veces y "X"'es la variable

aleatoria que expresa el numero de veces que como resultado del experimento
ocurre el suceso "A", la distribucién de probabilidad de "X" es Binomial de
parametros "n" y 0'8 (o sea, X = B(n;0'8)); su funcién de probabilidad es:

P(X=x)= (2).0'8x (1-0'8)n=% ; x=0,1,2,... n

*

X ~ B(n;p) = P(X = x) = (g)px (A-prx ;x=0,1,2,..,n

Hay que determinar el menor valor de "n" tal que P(X = 1) > 0'99:
PXz21)>0'9=1-PX<1)>0'9=1-P(X=0)>0"99 =
:1—(8).0'80.(1—0'8)ﬂ—0 >0'99 =

=1-0'20>0'9=0"20<0'01= n.I.n0'2< Ln 0'01 =

Ln0'01 _,

como Ln 0'2 <0, la desigualdad cambia de sentido al dividir por L.n 0'2

Por tanto, la probabilidad de que ocurra el suceso "A" al menos una vez es supe-

rior a 0'99 si el experimento se repite 3 o mas veces. %

El uso de "ventanas", asunto esencial

Debes aprender a usar ventanas, porque como facilitan mucho la lec-
tura de lo escrito, tu profe te lo agradecera con su carifio y simpatia.

Pedrusco "A" = Pedrusco "B"
A N

En esta ventana escribimos los razonamientos o los calculos que permiten
pasar de un lado al otro del signo de igualdad o de la flecha de implicacién

Pedrusco "A"= Pedrusco "B" ; Pedrusco "C"= Pedrusco "D"

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.2.13 (VARIABLE GEOMETRICA)

En un proceso de control de calidad de un cierto tipo de piezas se procede a la
rotura sucesiva de piezas para comprobar su resistencia. I.a probabilidad de que
una pieza sea defectuosa es 0'l, y cada pieza cuesta 50 §. El proceso de control

se detiene cuando se encuentra la primera pieza defectuosa.

1) Determinese la funcién de probabilidad de la variable aleatoria " X" queexpre-
sa el nimero de piezas que se rompen durante el proceso.

2) Determinese la funciéon de probabilidad de la variable aleatoria "Z" que expre-
sa el namero de piezas no defectuosas que se rompen durante el proceso.

3) Determinese la probabilidad de que el coste del proceso sea superior a 200 $.

SOLUCION

1) Siendo "A" el suceso de que una pieza sea defectuosa, si se procedeada rotura
de piezas hasta que ocurre el suceso "A" por primera vez, la variable aleatoria
"X" que expresa el numero de piezas que se rompen durante el proceso de
control de calidad puede tomar los valores 1, 2, 3, .......

De cajon: ocutre el suceso X = x si las primeras "x —1" piezas rotas fio son
defectuosas y la siguiente si lo es. Como P(A)=0'1 y P(A)=1=0'1, la
funcién de probabilidad de "X" es

PX=x)=(1-0"1)x-1.0"1; x=1,2,3,....
o sea:

P(X=x)=0'9x"1.0"1; x=1,2,3,.....

2) Como el proceso de control de calidad se detiene cuando se encuentra la
primera pieza defectuosa, la variable aleatoria Z =X —1 expresa ¢l ndmero de

piezas no defectuosas que se rompen durante el proceso, y la funciénde pro-
babilidad de "Z" es:

P(Z:z)iP(X—l:z)zP(X:z+1):

pues sucede que Z =X —1

10'9@”)—1 0'1=0'92.0"1; 2=0,1,2,3,......

pues PX =x)=0'9x-1.0"1 ; x=1,2,3, .....

3) Siendo "W" la variable aleatoria que expresa el coste del proceso de control de
calidad, si cada pieza cuesta 50 §, es W = 50.X; por tanto:

P(W > 200) = P(50.X >200) = P(X > 4) = 1 - P(X < 4)=
—1-P(X=1)-P(X=2)-P(X=3)-P(X=4)=
=1-0'91-1.0'1-0'92-1.0'1-0'93-1.0'1-0'94~1.0" =1...
=1-0".(1+0'9+0'92 +0'93)

cComo llevas las "ventanas"?
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FONEMATO 2.2.14 (VARIABLE BINOMIAL NEGATIVA)

Sea E un experimento aleatorio y "A" un suceso asociado a él. Si P(A)=0'07 y

el experimento se repite hasta que ocurre el suceso "A" por tercera vez, se pide:

1) Calculese la probabilidad de que haya que realizar el experimento 9 veces.

2) Determinese la funciéon de probabilidad de la variable aleatoria "X" que
expresa el nimero de veces que se debe repetir el experimento hasta que ocu-
rre el suceso "A" por tercera vez.

SOLUCION

El experimento "E" se plantea en términos dicotomicosie
binarios, pues de "E" lo Unico que interesa es observar si
ocurre o no un cierto suceso "A". Por simplicidad, llamatemos
exito al suceso de que como resultado del experimento ocurta A"
llamando fracaso al suceso de que no ocurra "A".

1) De cajon: si el experimento se repite hasta que ocurre el suceso "A" por
tercera vez, ocurrira el suceso "S" de que haya que realizar el expetrimento 9
veces si en las primeras 9—1=8 veces se obtienen 9—-3=6 "fracasos"
(fracaso=no ocurre "A") y 3 -1 =2 "éxitos" (éxito= ocurre "A"), y la novena
vez se obtiene "éxito".

Como P(A)=P(éxito) =0'07 (= P(A) = P(fracaso) =1—0'07), la probabili-
dad de que en las primeras 9 —1 =8 veces que se repite el experimento se ob-
tengan 9 —3 = 6 fracasos y 3 —1=2 éxitos es

(g).(1—0'07)6.0'072

y la probabilidad del suceso "S" se obtiene multiplicando la antetior probabi-
lidad por 0'07, que es la probabilidad de éxito la novena vez que se repite el

experimento; es decir:
P(S) = (2).(1 —0'07)6.0"072.0'7 = (2).(1 —0'07)6.0'073

2) Siendo "X" la variable aleatoria que expresa el nimero de veces que se debe
repetir el experimento hasta que ocurre el suceso "A" por tercera’vez, es obvio
que los unicos valores que puede tomar "X" son 3, 4, 5, .......

Ocurre el suceso X = n si las primeras "n—1" veces que se repite el experi-

mento ocurren "n—3" fracasos y 3—1=2 éxitos, y después ocurre un éxito.
Como P(A) = P(éxito) = 0'07 (= P(A) = P(fracaso) = 1—0'07));.la_probabi-
lidad de que en las primeras "n—1" veces que se repite el experimento se
obtengan "n — 3" fracasosy 3—1=2 éxitos es

-1 . 3 Q"
(2_ 3).(1 —0'07)n=3.0'072
y la probabilidad del suceso X = n se obtiene multiplicando la anterior proba-
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bilidad por 0'07, que es la probabilidad de "éxito" la x-ésima vez que se repite
el experimento; es decir:

n

P(X = n) = (n:%).(l —0'07)0=3.0'073 ; n=345,......

La variable "X" tiene nombte propio, se llama binomial negativa de pa-
rametros 3 (el experimento se repite hasta el tercer "éxito") y 0'07 (probabi-

lidad de "éxito" cada vez que se repite el experimento); para expresarlo se
escribe X = BN(3;0'07). En general, si la probabilidad deyexito"
es "p", se llama "binomial negativa" de parametros "k'up" a
la variable aleatoria "X" que expresa el numero de veces que
debe repetirse el experimento hasta que ocurre el “k-ésimo
"éxito" (se escribe X = BN(k;p)), sien-do obvio que los tnicos valotes
que puede tomar "X" son k, k+1, k+2 ....

Ocurrira el suceso X = n de que haya que realizar el experimento "n" veces

si en las primeras "n—1" veces se obtienen "n —k" fracasos (fracaso=no
ocurre "A") y "n—1" éxitos (éxito=ocurre "A"), y a continuacién. se ob-
tiene "éxito"; asi, la funcién de probabilidad de "X" es:

P(X=n)= (n:ll()(l —p)o~k.pk ; n=k, k+l, k+2,....0

n

También se llama "binomial negativa” de parametros “k" y
"p" a la variable aleatoria "Z" que expresa el numerepde
"fracasos" antes del k-ésimo "éxito". Es obvio que Z =X +k; asi,

los valores que puede tomar "Z" son 0,1,2,3, ... y la funcién de proba-
bilidad de "Z" es:

P(Zzz)iP(X—k:z)zP(X:z+k):

pues sucede que Z =X -k %?
z+ k-1

A ((z +k)— k)(l —p)(ztk)~k pk =

Juan—1

pues P(X = Juan) = ( Juan — k).(l — p)Juan—k pk

:(Zﬂz{_l)-(l—@z-pk ;2=0,1,2,......
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FONEMATO 2.2.15 (VARIABLE HIPERGEOMETRICA)

Se sabe que en un grupo de 200 estudiantes de bachiller la proporcion de pardi-
llos matematicos es del 90 % y se seleccionan 18 estudiantes.

1) Calcilese la probabilidad de que entre los 18 seleccionados haya 16 pardillos
matematicos.

2) Determinese la funcién de probabilidad de la variable aleatoria "X" que expre-
sa el namero de pardillos matematicos entre los 18 seleccionados.

3) Calculese la probabilidad de que el nimero de pardillos sea superior a 16.

SOLUCION

1) Si en el grupo de 200 estudiantes de bachiller la proporcion de pardillos.mate-
maticos es del 90 % entonces hay 180 pardillos y 20 no pardillos. Asi, siendo
"A" el suceso de que entre los 18 seleccionados haya 16 patdillos, es

P(A) = numero de casos favorables al suceso "A" |
numero de casos posibles

180 ¢ 20 (180) (20)
_ Cig .C5 _ 16 )\ 2
200
@)
Entre los 18 seleccionados los 16 pardillos "proceden" de los 180 pardillos y

los 2 no pardillos "proceden" de los 20 no patdillos. A partir de 180 pardillos

pueden formarse C %20 conjuntos de 16 pardillos, y a partir de 20 no pardillos

pueden formarse C %O conjuntos de 2 no pardillos; asi, segin el Teorema

General del Conteo, los casos favorables al suceso "A" son C %20 .C %O. Los

casos posibles son C 1280, que es el nimero de conjuntos de 18 estudiantes

que pueden formarse con 200 estudiantes. VENTANA

2) Si "X" es la variable aleatoria que expresa el nimero de pardillos-enitre los 18
estudiantes seleccionados, su funcién de probabilidad o cuantia es:

P(X = x) = numero de casos favorables al suceso X = x
numero de casos posibles

180 20
_C%(SO.Clzg_X_ x J\18—x

A 200 N

Los "x" patdillos seleccionados "proceden" de los 180 pardilles ylos "18 — x"
no pardillos seleccionados "proceden" de los 20 no pardillos

3) Es:
P(X>16)=PX=17)+P(X =18) =
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180 20 180 20
17 )18 =17 N 19 )\18-18
- 200
18
La variable "X" es tan famosa que tiene nombre propio, se llama hipergeo-
metrica de parimetros 200 (tamafio de la "poblacién" de estudiantes), 0'9

)

(proporcion de miembros de la "poblacion" que poseen la caractetistica.de ser
pardillo matematico) y 18 (numero de individuos seleccionados); para expre-
sarlo se escribe X = HP(200;0'9;18).

En general, si una "poblacién" esta formada por "N" individuos
(ya sean personas, cartas de la baraja, plantaciones de tomates) ¥ "p" es la
proporcion de ellos que poseen una cierta caracteristiea™ C",
entonces, si se seleccionan "n" individuos, se llama "hiper-
geométrica" de parametros "N", "p" y "n" a la variable aleatoria
"X" que expresa el numero individuos que poséen la
caracteristica "C" entre los "n" seleccionados (se eseribe
X ~ HP(N;p;n)). La funcién de probabilidad de "X" es:

P(X = x) = numero de casos favorables al suceso X = x
numero de casos p051bles

N.p
CcNe NN | %ﬁ
I

Si la poblacién esta formada por "N" ind1v1duos y "p" es la proporcion

de ellos que posee la caracteristica "C" entonces hay "N.p" individuos

que poseen la caracteristica "C" y "N —N.p" individuos que no'la

" " " " :

osee cclona individuos, lo ividuo ccionado
seen. Al seleccionar individuos, los individuos selececionados
que poseen la caracteristica "C" proceden de los "N.p" individuos que

poseen dicha caracteristica, y los "n —x" individuos seleccionados que

no poseen la caracteristica "C" proceden de los "N — N.p" individuos
que no la poseen.

Ademas de la binomial, la geométrica,
la binomial negativa y la hipergeomé-
trica, shabra muchas mas formas fa-
mosas de repartir de modo discreto
una unidad de masa de probabilidad

entre puntos de la recta real?
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FONEMATO 2.2.16 (VARIABLE DE POISSON)

Compruébese que, pata todo valor positivo del patimetro real A, la siguiente
funcién es la de probabilidad de una variable aleatoria "X":

f(x) = e—A AX

x|

SOLUCION

La funcién dada es una funcién de probabilidad (o sea, f(x) = P(X =x)) si:
a)f(x)20,x=0,1,2,......
b) La masa de probabilidad es 1; o sea: £(0) + £(1) + £(2) + .=

Veamos:

a) Para todo A es e» >0, ysi A>0 es AX >0; asi, como x! es positivo,
siendo x =0,1,2,....... y f(x) = e M. Ax/x!, sucede que f(x) > 0 si?d'> 0.

b) Es: i t(x)=tO)+ftD)+t2)+{t3) +....=
x=0

A0 eA Ml oA A2 e=A 3
e M, e M, e M, e M,
=0 + T + o] + 3l R

2 23
:e—K.(1+%+%+%+ ..... ):e—l.e)L =1

W
todo el mundo sabe que 1+ T <7 o < 31 +..=¢€

Una variable aleatoria discreta "X" tiene distribucion de E) ;

A

Poisson de parimetro A si reparte la unidad de masa de

probabilidad entre los puntos 0, 1, 2, 3, ..... de modo que la

masa en el punto "x" es f(x) = e~A.Ax/x!.

La variable de Poisson también se llama de los suces@s raros:
una semana tiene 604800 segundos, por lo que en una semana se pueden rea-
lizar 604800 experimentos dicotomicos consistentes en observar si en cada
uno de ese montén de segundos se cae un avioén de Iberia o no. Seguro que
estas de acuerdo en que la probabilidad de que en uno concreto de dichos
604800 segundos se caiga un avion de Iberia es muy escasa, por lo que cabe
decir que el suceso de que en un segundo concreto se caiga un aviénde Ibe-
ria es "raro"; no obstante, por desgracia, de vez en cuando se cae un aviéon de
Iberia.... y si te dicen que el aleatorio nimero de aviones de Iberiaique se cacn
semanalmente tiene distribuciéon de Poisson de parametro 0'001 y tepiden la

probabilidad de que en una semana se caiga mas de un avion, escribiras:

P(X>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)-P(X = 1) %

Si "X" tiene distibucién de Poisson de parametro 0'001, es:
f(x) =P(X =x)=e0'0010'001x/x!, x=0,1,2,......

-0'001 _.0'0010 -0'001 0'0011
—1-S = _< = — 0'0000004995
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FONEMATO 2.2.17

De una baraja espafiola de 40 cartas se seleccionan al azar 5 cartas.

Determinese la funcién de probabilidad de la variable que expresa el aleatorio
numero de oros entre las 5 cartas, tanto si la seleccién se hace sin reposicion
como si se hace con reposicion.

SOLUCION
e Sin reposicidn (variable hipergeométrica)

Siendo "X" la variable aleatoria que expresa el nimero de oros enttedas5 car-
tas seleccionadas, su funcion de probabilidad o cuantia es:

P(X = x) = numero de casos favorables al suceso X = x _
numero de casos posibles

10) ( 30
Cevep, (WM
T c40 (40)
> 5
~ VENTANA

Entre las 5 cartas seleccionadas los "x" oros "proceden" de los 10 oros
de la baraja, y las "5 —x" cartas que no son oros "proceden" delas 30

cartas que no son oros. A partir de 10 oros pueden formarse C L0

conjuntos de "x" oros, y a partir de 30 no oros pueden formarse C gQX

conjuntos de "5 — x" no oros; asi, segun el Teorema General del

Conteo, los casos favorables al suceso X = x son C %O .C gQX

Los casos posibles son C gtO , que es el nuimero de conjuntoside 5

cartas que pueden formarse con las 40 cartas de la baraja.

Naturalmente: X = HP(40;10/40;5) = HP(40;0'25;5)

e Con reposicion (variable binomial)
St hay reposicion las 5 extracciones se realizan en idénticas condiciones; asi,
siendo 10/40 = 0'25 la probabilidad de extraer un oro al seleccionaruna catta

de la baraja, si seleccionamos 5 cartas y "Z" es la variable aleatoria que expresa
el namero de oros que hay entre ellas, la distribucion de probabilidad de "Z"
es binomial de parametros 5 y 0'25 (o sea, Z= B(5;0'25)). Pot tanto, su

tuncién de probabilidad o cuantia es

P(Z = 2) ;(2).0‘252 (1=0'25)5-2 ; 2=0,1,2, 3, 455

Z=B(n;p)=>PZL=2z2)= (Izl).pz.(l -prz2;2z=0,1,2,...,n

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 2.2.18

1) Estadiese si son independientes dos sucesos "A" y "B" tales que
AUuB=Q ; P(A)=0'7;PB)=0'5
2) Sean I e Iy funciones indicadoras asociadas a esos sucesos:
{0 six g A {o si x ¢B
IA = 5

lsixeA > B |lsixeB
Determine la funcion de distribucion de la variable Z =15 +1g.

SOLUCION
1) Los sucesos "A" y "B" no son independientes, pues P(A N B)# P(A).P(B):
P(AUB)=P(Q)=P(A)+PB)-P(ANB)=1=
=0'7+0'5-P(ANB)=1=P(ANB)=0"2# P(A).P(B)

2) Siendo Z =1, +1Ip, es obvio que:
(0sixgA v x gB=>sucede A N B
x¢gA yxeB

Z=11si ¢ = sucede (A NB)U (A N B)
xeAyx¢gB

2six €A y xeEB=sucede A NB

Por tanto:
P(Z=0)=P(A mB)iP(AuB)zl—P(AUB)=1—l=O

Leyes de Morgan

pues los sucesos (K NB)y (AN ]E_S) son incompatibles

P(Z=1)=P((A mB)u(AmE))iP(K A B)+P(ANBY=0'8

P(A NB)=P(B)-P(ANB)=0'5-0'2=0'3
P(ANB)=P(A)—P(ANB)=0'7-0'2=0'5

P(Z=2)=1-P(Z=0)-P(Z=1)=0'"2

0 siz<l
La funcién de distribucion de "Z" es F(2) =P(Z<2)=70'8 si 1<z<2.
1 stz22

Si estas en examen y te sobra un minuto, en vez de
ir al bar a tomar una cerveza, invierte ese tiempo en
acabar de vestir el santo acreditando que las propie-
dades de la funcién de distribuciéon no tienen secre-
tos para ti: F(—00) =0, F(4+00)=1,"F" es. monétona
no decreciente y continua por la derecha en todo

punto, siendo continua por la izquierda en "z" o

!lo segun sea P(X=2)=0 o P(Xzz);t()/
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FONEMATO 2.2.19

1) Determinense los posibles valores de "p" y "c" para que la siguiente funciéon
pueda ser la de cuantia de una variable aleatoria "X".

fx)=P(X=x)=c(l-p)x~1 x=1,23 ..
2) Calculese la probabilidad de que "X" sea maltiplo de 2.
SOLUCION

1) Para que la funciéon dada sea la de cuantia de la variable "X" ha verificarse:

e}
) f(x)=c.(1-p)X 120,V x ;b D f(x)=1
x=1
a) Bs f(x)=c.(1-p)X~1>0 sélosi"c"y c.(1—p)X~! tienen el mismo signo.
Sic=06(1-p)=0(0osea, p=1) es f(x)=c.(1-p)*~1=0,Vx, porlo que
la masa total de probabilidad no es 1. Si (1—p)<0, el nimero (L—p)*~1 es
positico o negativo segun que el exponente "k —1" sea par o impar, y teniendo
"c" siempre el mismo signo, no ocurre que f(x)=c.(1-p)*~1 >0, Vx.

No pudiendo ser (1-p)<0 ni 1-=p=0,hadeser (1-p)>0.

o0
b) Y fx)=cl-p*l=c(l-p)+(1-p)? +....)?§=1:>c=p
x=1
Lasuma (1—p)+ (1—p)2 +.... esunaSerie geométrica de ra-

z6n "1 — p". Este tipo de series converge (o sea, la suma de los infi-

nitos sumandos tiende a un valor finito del que se dice "suma''de’la
serie) si el valor absoluto de la razén es menor que 1 .... y en tal caso

Primer Sumando

la suma de la serie es =
1 —Razé6n

VENTANA

Por tanto, nuestra serie (1 —p)+ (1 —p)% +.... converge si
1-p|<1=-1<p-1<1=>-2<-p<0=0<p<25

_ Primer Sumando _ 1 1

1-Razén  1-(1—-p) p

=1-p)+(1—-p)2 +...

En definitiva, para que f(x)=P(X=x)=c.(1-p)*~1,x=1,2,3,..... sea una
funcién de cuantia o probabilidad, ha de ser:
1-p>0;c¢c>0;0<p<2;c=p
O sea, p€(0;1) y c=p, yen tal caso:
fx)=PX=x)=p.(1-p)*~1,x=1,2,3, .....
2) Es: P(X=par)=P(X=2)+P(X=4)+P(X=0)+....=
=p.(1-p)+p.(1-p)> +p.(1-p)° + ----;(l —p)/(2-p)

La serie p.(1—p)+ p.(1 = p)2 + p.(1 = p)° + .... es geométrica de razén

(1-p)2; como p e(0;1), es ‘razén‘ = ‘ (1—p)2 ‘< 1, por lo que la serie es

Primer Sumando _ _P-(1—p) _1-p
1 —Razén 1_(1_p)2 2-p

COI]VCI‘gCIltC Yy Su suma €S8
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FONEMATO 2.2.20
Sea "X" una variable aleatoria tal que P(X =x)=1/2% x=1,23,.....

1) Pruébese que es una distribuciéon de probabilidad.
2) Determinese la probabilidad de que "X" sea maltiplo de 2.
3) Determinese la probabilidad de que "X" sea multiplo de 3 y P(X > 4).

SOLUCION

1) Para que la funcién dada sea la de cuantia de la variable "X" ha verificarse:

o0
D) P(X=x)=1/25>0,Vx ; b) ¥ P(X=x)=1
x=1
a) Es obvio que P(X=x)=1/2¥ >0,V x=1,2,3, .....
1/2

b) 2 P(X=x)=(1/2)+(1/2)2 +<1/2>3+"":m?

x=1

1

La suma (1/2) + (1/2)2 + (1/2)3 +.... es una Serie geométrica

de razén 1/2. Como ‘razén‘ <1, la serie converge y su suma es

Primer Sumando _ 1/2

|—Razon 1—(1/2) | VENTANA

2) Es: P(X=par)=P(X=2)+P(X=4)+P(X =6) +....=
1/4 1

= (1/2)2 + (1/2)* + (1/2)0 + LS

La suma (1/2)2 + (1/2)* + (1/2)0 + .... es una serie geométfica
de razén (1/2)2. Como ‘razén‘ <1, la serie converge y su suma-es

Primer Sumando _ 1/4 1

1—Razén  1-(1/4) 3

3)Es:  P(X =mltiplo de 3)=P(X =3) + P(X = 6) + P(X = 9) +....=
1/8 1

=(1/2)3 +(1/2)6 + (1/2)8 + ....= (7537

La suma (1/2)3 + (1/2)0 + (1/2)8 + .... es una Serie geometrica
de razén (1/2)3. Como ‘razén‘ <1, la serie converge y su suma es

Primer Sumando . 1/8 1

1—Razén  1-(1/8) 7

. P(X>4)=P(X=5)+P(X=6)+P(X=7)+...=
/32 1

=(1/2)5 +(1/2)0 + (1/2)7 + =5 16
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FONEMATO 2.2.21

Si una moneda se lanza "k" veces (k>2) y se ha obtenido al menos una cara,

calctlese la probabilidad de haber obtenido al menos una cruz.
SOLUCION

Si la variable aleatoria "X" expresa el nimero de caras obtenidas al lanzar una
moneda "k" veces, la vatiable aleatoria "k — X" expresa el nimero'de cruces que
se obtienen.... y nos piden la probabilidad del suceso k—X2>1/X 21:

Es:

P(k—X21/X21)=P(XSk—1/X21):P((XSk‘l)“(XZD):

P(X>1) 5
VENTANA

P(X21)=1-P(X =0)
P((XSk—l)m(XZl))il—P(X:O)—P(X:k)

X 0] 1 2 k-2 k-1|k
1T T . T T 7
k=X |kjk=1 k=2 ... 2 1 10

unicas situaciones en que NO ocurre el suceso (X <k—-1)A (X 2>1)

1-PX=0-PX=k) 1-(1/2)k-(1/2)k przZj
1-P(X=0) ¢ 1—(1/2)k 2k — ]
Ocurrira el suceso X = 0 solo si se obtiene "cruz" en los Mk"
lanzamientos de la moneda, y la probabilidad de que suceda
eso es (1/2)k. Ocurrird el suceso X = k s6lo si se obtiene " cara
en los "k" lanzamientos de la moneda, y la probabilidad
de que suceda eso es (1/2)k.

4_

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso k — X > /=4
converge en probabilidad a (2K —2)/(2% —1); es decir, sin ma&que
repetir el experimento bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho

suceso se aproxima a (2k = 2)// (2k —1) tanto como queramos.

En examen no
importa lo que
sabes...importa lo
que parece
que sabes
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FONEMATO 2.2.22
La funcién de cuantia de la variable aleatoria que expresa el nimero de piezas que

produce una maquina es P(X = 0) :% P(X=x)= 21X_ x=1,2,3,......

1 b b A

La probabilidad de que una pieza sea defectuosa es 1/5, y las piezas se fabrican
de modo independiente.

1) Calctlese la probabilidad de que no se produzca ninguna pieza defectuosa.

2) Calculese la probabilidad de producir dos o mas piezas defectuosas sabiendo
que se ha producido al menos una pieza defectuosa.

3) Calcilese la probabilidad de producir dos piezas sabiendo que se ha

producido al menos una pieza defectuosa.
SOLUCION

1) Siendo "D" la variable aleatoria que expresa el nimero de piezas defectuosas
producidas, segun el teorema de |la probabilidad total, es:

P(D=0)=P(X=0).P(D=0/X=0)+PX=1).PD=0/X=1)+
+P(X=2).P(D=0/X=2)+...=

P(D=O/X=O);1 — X =0
| oy
D=1

VENTANA

si no se produce ninguna pieza (X =0) es
seguro que el nimero de defectuosas es 0

PMOD=0/X=x)=(4/5% (E:)
4 X =245 D=1
si se han producido "x" piezas (X = x), D=2

habra 0 defectuosas si todas las piezas ]
son "buenas", y la probabilidad de que
suceda esto es (4/5)%, pues 4/5 es la — X=3 _
probabilidad de que una pieza sea "buena" E
y las "x" piezas se producen de modo
independiente

1 1 4, 1 4 1 4
=1+ —+ .—2+—.—3+....:
313515 T 3000 (5> 32515

1 (14 1 1 4 2,1 1o 3 13,44
= — —.—+ ATS AT + e =
serie geométrica cuya razon, L 4 esinferior a1 en valos

2'5°

absoluto; por tanto, la serie converge y su suma €s

Primer Sumando _  (1/3)-(4/5) 4
1—Razén 1-(1/2).(4/5) 9
1 4 7

399

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
© Rafael Cabrejas Hernansanz




2) Puesto que lo vamos a necesitar, calculemos P(D =1); segun el teorema de

la probabilidad total, es:

PD=1)=P(X=1).PD=1/X=1)+P(X=2).PD=1/X=2)+...

o0

1 © _,2.1_125_5
XZP(X x).PD=1/X=x)=1 Xax(S) 31579 27

P(X=x)=

. _ D x4 s
5 ¢ PO=1/X=x 2 3Gy

Si se han producido "x" piezas y denotamos Aj el suceso 'de que
lai-ésima (1=1,2,...,x) pieza sea "buena", la probabilidad del'su=
ceso A1 NAy N A3N....NA es (1/5).(4/5)x~1, y como

la pieza defectuosa puede aparecer en cualquiera de las "x
posiciones, la probabilidad de que haya una pieza defectaosa

entre las "x" fabricadas es x.(1/5).(4/5)x~1

Siendo ‘W‘ <1, es sabido que:

o0 .
T+wHw2+wd+..= > wx= 1 _ Primer Sumando
<=0 1-w 1 —-Razon

Al derivar los dos miembros, resulta:

o0
T+2w+3w2+...= Y xwx-1 :#2
x=1 (1-w)
iw=2 es 3 x(2)x- 1 25
Por tanto, si w=%<,es > x.(&)xl=———"—=22
SR (=25 9

¢M®zam®zm

° definicién de probabilidad condicionada r regla de la multiplicacion

PD22/D21)=—"—Frsy— = P(D21)

P(DZZ).P(DZl/DZZ):

!

PMD>1/D>2)=1
_P(D=22) 1-PMD=0)-PMD=1) 1-(7/9)—(5/27)
S PMD=1) 1-P(D=0) o 1=(7/9)

3) Se mira el resultado de un experimento (se ha producide.al.me-nos
una pieza defectuosa) y luego se busca la probabilidad de que dicho
resultado sea debido a una causa particular entre todas las
posibles causas (piden la probabilidad de que sea 2 el numeto de/piezas

fabricadas). Segun el teorema de Bayes, es:
P(X=2)PD21/X=2) o7
P(D>1) }““‘100

P(X=2)=1/(3.22-1)=1/6 ; P(D>=1)=1-P(D=0)=2/9
PD>1/X=2)=1-PD=0/X=2)=1—(4/5)2

P(X=2/D>1)=
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FONEMATO 2.2.23

Un articulo esta formado por dos piezas. Cada pieza puede presentar, indepen-
dientemente de las demas, defecto tipo "A" o tipo "B", o no presentar defecto,
con probabilidades respectivas "p", "q" y "t". Al final de cada mes se extrae una
muestra y en funcién de los defectos se clasifican los productos en cuatro
categorias: "excelente", si el producto no tiene ningun defecto; "buene"; si tiene
s6lo defecto "A"; "regular", si tiene sélo defecto "B", y "malo" si tiene los dos

defectos. Determine la distribucién de probabilidad de la "calidad del producto”.
SOLUCION

Siendo "X" la variable aleatoria que expresa la "calidad", convenimosten decir

que "X" toma respectivamente los valores 1, 2, 3 y 4 segin que el articulo sea

"malo", "regular", "bueno" o "excelente".

Siendo respectivamente Aj, Bj y C;j el suceso de que la i-ésima pieza (i=1,2)
presente el defecto "A", el defecto "B" o no presente defecto, se nos dice que
P(Aj)=p;P(Bj)=q; P(Cj) =1
® Ocurre el suceso X =4 (excelente) solo si ocurre C; M Cy; por tanto:
P(X=4)=P(C; N Cy)=P(Cq).P(Cy) =12
e Ocurre X =3 (bueno) sélo si ocurre (A1 NC) U (Ct NAR)U(A1 N AD).

P(X=3)=P((A1 N C2)U(C1N A2) U (A1 N A2) 3

los sucesos (A1 M Cy), (Ct NMA2)y (A1 M Ajp) son incompatibles
=P(A1NCo)+P(Ct NMA2)+P(A1 N A2)$

| A{ y C, son independentes, lo mismo que C; y A,, ylo mismo que Ay A, |
=P(A1).P(C2)+ P(C1).P(Ap)+ P(A1).P(A2)=p.r + r.p +p2
® Ocurre X =2 (regular) solo st ocurre (B N Cy)U(Ci NBy)U (B1 NBy):

P(X=2)=PF((B N C2)V (C1 N B2)L (B N B2)) 3

los sucesos (B N Cy), (B1 M Ajs)y (By MBy) son incompatibles
=P(B1 NCr)+P(Ci nBy)+PB1 MBy) i

By y C» sin independentes, lo mismo que Cq y By
y lo mismo que By y Bo

=P(B1).P(C2)+P(C1).P(By) + P(B1).P(By) =q.t + r.q + g2
e Ocurre el suceso X =1 (malo) sélo si ocurre (A1 N By) U (B MA»p);asi:
P(X=1)=P((A1 "Bp)u B NAy))z

;

los sucesos (A1 M By) y (B1 M Aj) son incompatibles
=P(A1NBy)+PB1 M Az)i

A1 y By sin independentes, lo mismo que By y Ay
=P(A1).P(B2) +P(B1).P(A2)=p.q+q.p
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2.3 LA PALABRA "DENSIDAD"

Al trabajar con variables aleatorias continuas la palabra densidad apareceri
hasta en la sopa; por eso merece la
pena dedicar un ratito a tan suge-
rente palabra.

Hasta Madrid muy
denso, pero después
baja la densidae

¢Coémo esta
el trafico?

o.

El Diccionario de la Real
Academia Espafola, condicionado
por el hecho de que vivamos en un
universo tridimensional, dice que ~
"densidad” es relacién entre
la masay el volumen de un
cuerpo.

Al usar la palabra volumen para definir la densidad se da por heche.que se
habla de masa tridimensional; es decir, masa ubicada en un universo
tridimensional.

Evidentemente, si nuestro universo fuera bidimensional, el Diccionario digia que
"densidad" es relacion entre la masa y el area de un cuerpo; vy si
viviéramos en un universo unidimensional ditfa que "densidad" @s relacion
entre la masay lalongitud de un cuerpo.

/ Antes de meternos en harina con las variables aleatorias\
unidimensionales continuas, haremos un ejercicio en el
que hormigas y pulgones nos ayudaran a entender el
significado de la palabra densidad cuando la masa se
reparte de modo continuo entre la infinidad no
numerable de puntos de un intervalo de la recta real.

- /

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
© Rafael Cabrejas Hernansanz



Una de hormigas v pulgones

Con una masa que ellas llaman "probabilidad", las hormigas fabrican delgadisi-
mos fideos con los que alimentan a los pulgones. En la figura se observa un pul-
gbn en el instante en que empieza a devorar un fideo de 6 centimetros de longi-
tud, y tal que la densidad de la masa en el punto "x" es f(x) = 2.x gr/cm. El pul-

gbn empieza a comer en el punto x =0 y va devorando el fideo a medida que se
desplaza hacia el otro extremo de él.

iQué ricol... un fideo
de deliciosa masa de

probabilidad

1) Calcdlese la masa total del fideo.

2) Determinese la funcién que expresa la masa de probabilidad que devora el
pulgoén entre los puntos x =0y x =z

3) Calculese la masa que hay entre x =0y x =1,la que hayentre x =1y x =2,
yla que hay entre x =5y x = 6.

4) Si el pulgoén sélo quiere ingerir 16 gramos, ¢hasta donde debe comer?

5) Determinese la funcién que expresa qué proporcion del total de 1a masa del fi-
deo devora el pulgén entre los puntos x =0y x = z.

0) Determinese qué proporcion del total de la masa de fideo hay entre los puntos
x =0y x =1, la que hay entre los puntos x =1y x =2,y la que hay entre los
puntos x =5y x =0.

7) ¢Hasta donde debe comer el pulgdn para ingerir el 25 % de la masa total?

SOLUCION (AL PASO DE LA BURRA CARMELA)

El que la densidad de la masa de probabi- [ 4 f(x) gt/cm , 1
lidad en el punto "x" sea de f(x) gr/cm g : Y-
significa que la masa que hay entre el pun- |
to "x" y el "x+dx" es: K—:—f(x) =2.X
t (x) dx or :
Ry % 4—=»(cm)
of/cm 0 M x+dx

En términos geométricos esta masa f(x).dx que hay entre los ‘puntos "x" y

"x+dx" esta expresada por el area del rectangulito sombreado enila figura 1.

Mirando la gréafica de la funcion f(x) que nos indica |la'densidad de
la masa de probabilidad podemos hacernos una primera idea de
como se distribuye o reparte la masa a lo largo de los 6 centimetros del
fideo: supuesto que "dx" se mantiene constante, como la densidad f(x) =2.x es

creciente en el intervalo [0;6], la masa f(x).dx que hay entre los puntos "x" y
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"x+dx" es mas grande cuanto mds préoximo esté "x" al extremo superior del

intervalo [0;06].

Este hecho contrasta notablemente con lo que sucede con los fideos que hay en
la cocina de tu casa para hacer sopa, pues como en estos la densidad de masa es
constante a lo largo del fideo, supuesto que "dx" se mantiene constante, la masa

que hay entre los puntos "x" y "x+dx" es la misma sea cual sea "x".

1) Si la masa en el intervalo (x; x+dx) < [0,0] | Af(x) gr/cm
es f(x).dx, la masa total "M" del fideo es el

resultado de la integracion (adicidn, reunion
agregacion) de las masas como la f(x).dx

FIG. 2

correspondientes a la infinidad no numerable
de intervalos como el (x; x+dx) < [0,6] que | —

0 XJ\LX+dX 6

X (cm)

hay entre los puntos x =0 y x = 6; es decir:

M= [0 e = [0 2xdx = (x2)] =36 g

En términos geomeétricos, la masa "M" del fideo esti representada por el
area sombreada en la figura 2, es decir, el area que limitan la funcién.de densi-
dad f(x) y el eje de abcisas en el intervalo [0;06].

2) Si F(z) es la masa que el pulgdén devora

entre los puntos x=0yx =1z, obten- FIG. 3

Af(x) gr/cm
dremos F(z) como resultado de la integra-
ciéon (adicién, reunién agregacion, suma-
cién) de las masas como la f(x).dx que el

pulgén devora a medida que se desplaza
desde x = 0 hasta x = z; o sea: 0 zZ_6

F(z) = :g f(x).dx = szg 2xdx=(x2) =22 gr

X=
En términos geométricos, el numero real F(z) expresa elarea;som-
breada en la figura 3, es decir, €l area que limitan la funcion.de densi-
dad f(x) y el eje de abcisas en el intervalo [0;z].

Cabe decir que hemos hecho el gilipollas, pues si primero hubiéramos
calculado F(z) podriamos después calcular la masa total delfideo

diciendo que M = F(6) = 62 = 36, y nos habriamos ahorrado el

calculo de la integral que nos ha dado el valor de "M".

3) Conocer F(z) es estupendo a los
efectos de que la hormiga controle la dieta
del pulgén, pues conociendo F(z) las
hormigas pueden saber cémo se distribuye
o reparte la masa de probabilidad a lo largo
de los 6 centimetros del fideo; o sea, pueden
saber la masa de probabilidad que hay entre

Af(x) gr/cm FIG. 4

X (cm)
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cualquier par de puntos, y ello sin el petardo de tener que recurrir nuevamente
al Calculo Integral. En efecto, la masa que hay en un intervalo [a;b] < [0;06] es

x=b x=b xX=2
JoZ) fo.dx = [ U f(x)dx = [ T f(x).dx = F(b) ~ F(a)

x=
La masa F(b) — F(a) esta expresada por el area sombreada en la figura 4.
e [.a masa que hay entre los puntos x =0y x =1 es F(I):
F()=12 =1gr
e [.a masa que hay entre los puntos x =1y x =2 es F(2) — F(1):
F(2)—-F(1)=22-12 =3 gr
e |.a masa que hay entre los puntos x =5y x =6 es F(6) — F(5):
F(6)—F(5)=62 -52 =11 gr
4) Si el pulgén sélo quiere ingerir 16 gramos, debera comer hasta el magico punto
z €[0;6] tal que F(z) =16 => 22 =16 = z=4.
5) Si la masa total del fideo es de 36 gramos y la masa que el pulgdn devora entre
los puntos x =0y x =z es F(z) gramos, es obvio que, respecto de la masa to-

tal, la proporcion P(z) de masa que el pulgdn devora entre los puntos x =0 vy
x =z es P(z) = F(2)/36:

22 gr 22

36 gr 36

P(z) = F(z)/36 =

/ Observa atentamente \

El nimero real P(z) es adimensional, como todo cociente de dos magni-
tudes que se expresan en las mismas unidades .... y conocer P(z) es estu-
penda bicoca, como veremos a continuacion, pues COnociendo. P(z)
podemos conocer la distribucion (el reparto) de lamasa de
probabilidad en términos "relativos": podemos sabermla
proporcion de masa de probabilidad que,
respecto del total de la masa, hay entre cualquier
par de puntos, y ello sin el petardo de tener

\ gue recurrir nuevamente a las integrales. /

0) Respecto de la masa total, la proporcion que hay entre x =0 y x = lres:
P(1)=F(1)/36=1/36=0'0277777
O sea, entre los puntos x =0y x =1 (el primer centimetro del fideo, la sexta
parte de la longitud total del fideo) esta el 2'77777 % del total de la masa.
e Respecto de la masa total, la proporcion que hay entre x =1 y x= 2-es=

P2) - P(1) = % - % = % = 010833333

O sea, entre los puntos x =1y x =2 (el segundo centimetro del fideo, la sexta

parte de la longitud total del fideo) esta el 8'33333 % del total de la masa.
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e Respecto de la masa total, la proporcion que hay entre x =5y x =06 es:

P(6) — P(5) = 2—2 - % = % = 0'3055555

O sea, entre los puntos x =5y x =6 (el ultimo centimetro del fideo, la sexta

parte de la longitud total del fideo) esta el 30'55555 % del total de la masa.

Masa de probabilidad entrex =0y x =2z  F(2)

Pz) = Masa total de probabilidad ~ 36

entonces, si la masa total de probabilidad hubiera sido 1 en vez de 30,

se habria obtenido:

Masa de probabilidad entrex =0y x =z  F(z)
Masa total de probabilidad 1

O sea, si la masa total del fideo es 1, el numero real F(z) exptesa a la

vez dos cosas, mata dos pajaros de un tiro, pues F(z) mide la masa.que

hay entre los puntos x =0y x =z, y también mide la proporcion

= F(z)

P(z) =

(en tanto por uno) de masa que respecto de la masa total del fideo hay
entre dichos puntos... y como las hormigas vamos al grano,/cuando
nos dimos cuenta de tan interesante asunto promulgamos una ley sa-

grada y universal que establece que todos los fideos de masa de¥pro-

babilidad deben tener masa unidad... (Lo entiendes, bipedo implume?
Joder con las
hormigas!

e Como el numero real P(z) es adimensional, importafun pito en
gué unidades se mida la densidad de la masa de prebabilidad.
Por ejemplo, cn nuestro caso es P(1)=1/36, y también serfa P(1)=1/306 si la

densidad de la masa de probabilidad se hubiera expresado en Tm/km’; y para

las hormigas inglesas, que miden la densidad de la masa de probabilidad en
libras/pulgada, también serfa P(1)=1/36... y en el siglo XV, en el reino de
Murcia, donde la densidad de la masa de probabilidad se media en
arrobas/legua, ya ocurria que P(1)=1/36.

En definitiva, el que de modo pertinaz sea P(1)=1/36=0'0277777 significa
que entre los puntos x =0y x =1 estd el 2'77777 % de la masa total.

7) Si el pulgdn solo quiere ingerir el 25 % de la masa total, debera comer hasta el
punto z €[0;6] tal que P(z)=0"'25:
P(2)=025=722/36=025=7z=3
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2.4 VARIABLE ALEATORIA CONTINUA

Ahora hablaremos del reparto de la unidad de masa probabilidad
entre una infinidad no numerable de puntos del alambre infinito
que es larectareal.

Recuerda: una variable aleatoria continua "X" es una variablé aleatoria

definida sobre un espacio muestral continuo; o sea, "X" es'una ley o

criterio que asocia un numero real a cada uno de la infinidad no numerable
de comportamientos elementales que forman el espacio muestral:

Me da mala espina que sea imposible contar el nimero de
puntos entre los que se reparte la unidad de masa de
probabilidad... temo que todo va a ser muy dificil

ﬂqm‘m lo que esta por venir es una ggan
‘ - gilipollez si se tienen cuatro ideas claras
sobre las integrales: si "X" es diséreta, para

calcular P(2 < X <7) basta sumar las masas

"puntuales" de probabilidad que hay en el interyalo
[2;7]; pero si"X" es continua, para calcular

P(2 < X <£7) habra que efectuar un procese

K de integracion en el intervalo [257] ! /

Funcion de densidad de probabilidad de
una variable aleatoria continua

Si "X" es una variable aleatoria continua, se dice que la funciéon f:R =R es la

de densidad de probabilidad de "X" si:

) f(x)20,Vx R b) [ f(x).dx=1

x=b

)Pa<X<b)=[""" f(x).dx

X

La probabilidad de que una variable aleatoria continua tome un

valor concreto "c" es Cero, pues:
P(X=c)=Plc<X<c)= [ _" f(x).dx=0

Piensa en la probabilidad de que altura de un ciudadano (expresada en metros)
sea 1'78452364523764723482348954589745936969653623875875123452345; y
si no acabas de verlo claro, afiade td unos pocos millones mas de cifras decimales
y piensa de nuevo.
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Funcion de distribucidn de una
variable aleatoria continua

Siendo "X" una variable aleatoria continua y f:3R > R su funcién de densidad
de probabilidad, se llama funcion de distribucion de "X" ala F:R > R que
a cada z € R le asocia la expresa la masa de probabilidad gue hay en

el intervalo (—o0;z],es decir: F(z) = P(X £ 2).. O sea, la imagen.de.z € R

segin "F" es la probabilidad de que como resultado del experimento aleatorio

asociado a "X" ocurra que "X" tome un valor no superior a "z".

Naturalmente, como la masa de probabilidad que hay entre los puntos."x" y

"x+dx" es f(x).dx, la masa F(z) que hay en £(x)
X

el intervalo (—o0;z] es

Fz) =P(X<z)=["_" f(x).dx

X =

z

que coincide con el area que limitan la grafica
de la funcion de densidad f(x) y el eje de abcisas en el intervalo (—o0;z].

F(—00) = 0, pues toda la masa de probabilidad esta a la derecha de’—c0..

F(400) =1, pues toda la masa de probabilidad esta a la izquierda de +oo.

La funciéon "F" es mondtona no decreciente: si z1 < zp es F(z1) £ F(z2),

La funcién "F" es continua por la derecha y por la izquierda en todo punto,
pues no hay "masas puntuales".

Conociendo "F" puede calcularse la masa de probabilidad que
hay en todo intervalo de la recta real sin necesidad de calcular
integrales, pues:

P(aSXSb)=P(XSb)—P(X<a);
como P(X=2a)=0esP(X<a)=P(X<a) %

= P(X < b)—-P(X <a) i F(b) — F(a)

pues P(X < b) = F(b) y P(X < a) = F(a)

e La funciéon de densidad de "X" es la derivada de lafdun€ién de
distribuciéon "F".
Toma muy buena nota: el nimero real P(a < X < b) coincide con el nu-

mero que expresa el area limitada por la grafica de la funciéon de densidad de
probabilidad f(x) y el eje de abcisas en el intervalo [a;b].

P(a < X < b) = F(b) — F(a)

a b
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FONEMATO 2.4.1

La funcién de densidad de probabilidad de la vatiable aleatoria "X" que expresa la
renta de los funcionarios publicos es:

_Jkx2 si x €[2;5]
f<X)_{ 0 sixeg[2;5]

1) Determinese "k".
2) Calculese la funcion de distribucion de "X".
3) Calculense las respectivas probabilidades de los sucesos

)X23;b)X>4;0)3<X<4;d)X23/X<4

SOLUCION

1) Como f(x) =0 si x ¢[2;5], la unidad de masa de probabilidad que"X" lleva

pegada a su chepa se distribuye o reparte entre la infinidad o numerable
de puntos del intervalo [2;5]; o sea, la aleatoria renta de los funcionarios s6lo

toma valores no inferiores a 2 y no superiores a 5.

Para calcular "k" €xigimos que la masa total de probabilidad sea la unidad: el

a £(x)

que la densidad de la masa en el punto "x" sea

f(x) significa que la masa que hay entre "x" y

"x+dx" es f(x).dx, que en términos geomé-
tricos esta expresada por el area del rectan-
gulito rojo de la figura. Si la masa en el inter- 5
valo (x;x+dx)c[2,5] es f(x).dx, la masa xR

P> X

total es el resultado de la integracion (adicion, reunion agregacion, suma-
cién) de las masas que hay en la infinidad no numerable de intervalos como el
(x; x+dx) que forman el intervalo [2,5]; por tanto, ha ser:

x=5 x=5
szz f(x).dx=1= szz kx2.dx=1=

= g(x3)zzz =1= %(53 _23) =S k=2

K Observa atentamente:
exigir que la masa de
probabilidad sea la unidad es
lo mismo que exigir que sea
la unidad el area que limitan
la grafica de "f" y el eje de

\abcisas en el intervalo [2;5]/
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2) La funcion de distribucion de la variable "X" es la F:R = R que a cada pun-

to z € R le hace corresponder la masa de probabilidad que hay en el intervalo
(—00;z]; o sea, a cada z € R la funcién "F" le hace asocia la probabilidad del

suceso X <z.

e Como "X" no toma valores inferiores a 2,si z<2 es F(z) = P(X < z) =
e Como "X" no toma valores superiores a 5,81 z>5 es F(z) = P(X < z) = 1.

e Siendo z €[2;5], es

=z =2 =z 3
Fz) =P(X<z)=[ """ f(x).dx } [l Odx+ [T o x?dx=

_3.x2/117 si x €][2;5]
f(X>_{ 0 sixe[2:5]

3 1 =z _ 1
j 22 TR x2.dx —m.(x3)z:; =11 (23 —8)

3) Probabilidad de que la renta no sea inferior a 3:
P(X23)=1-P(X<3)=1-P(X<3)=
"X" continua = P(X =3)=0 —

=1-F(3)= —#(3 -8)= 19187

e Probabilidad de que la renta no sea inferior a 4:

PX24)=1-P(X<4)=1-P(X<4)=

1 _ 1 (43 _g)_ O
=I-H®H =117 (4 -3) 117

e Probabilidad de que la renta esté en [3;4]:
P(3SXS4)=P(XS4)—P(X<3)iP(XS4)—P(XS3)=

pues P(X =3) =

43—8)—#(33—8):{41—77

= F(4) - F(3) = 1=

e Si se sabe que la renta no es superior a 4 (X < 4), la probabilidad de que sea
mayor o igual que 3 es:

segin la definicion de probabilidad condicionada

P(X23)N(X<4)) PEB<X<4)m
P(X < 4) ; P(X<4)
(X=23)N(X<4)=>3<X<4

P(X>3/X<4)=

_FE®-F3) _, FQ)_, (P-8/117_37
F(4) F(4) (43 -8)/117 56
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FONEMATO 2.4.2

La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "X" que expresa
el beneficio diario de una empresa es:

k.(4 +x) si x €[—4;0]
f(x) =1k.(4—x) si x €(0;4]
0  six ¢[—4;4]

1) Determinese "k" y la funcién de distribucion de "X".
2) Calculense las respectivas probabilidades de los sucesos

A)X23;b)X<2;¢0)-1<X<2;d)X<3/X>-1
SOLUCION

1) Como f(x)=0 si x ¢[—4;4], la unidad de masa de probabilidad que "X" lle-

va pegada a su chepa se distribuye o reparte entre la/infinidad no
numerable de puntos del intervalo [—4;4]; o sea, el aleatorio beneficio diario

de la empresa sélo toma valores en dicho intervalo.

Para calcular "k" exigimos que la masa total de
probabilidad sea la unidad: el que la densidad de

la masa en el punto "x" sea f(x) significa que la

masa que hay entre "x" y "x+dx" es f(x).dx, que

en términos geométricos esta expresada por el 2 M 5 > X
, . . . x+dx
area del rectangulito rojo en la figura adjunta.

Sila masa en el intervalo (x; x+dx) < [—4;4] es f(x).dx, la masa total es el
resultado de la integracion (agregacion) de las masas como la f(x).dx que
hay en la infinidad no numerable de intervalos como el (x; x+dx) que forman
el intervalo [—4,4]; por tanto, ha de ser:

x=4 x=0 x=4
[ fdx=1= " k@ +x).ds+ [ k(4 - xpde=is
x=0

x=4
+k.(4.x—%.x2) —1=16k=1=k=2rL

:>k.(4.x+%.xz) . T
x=

x=—4
e Observa: al exigir que la masa de probabilidad sea 1 exigimos que sea 1 el
area que limitan la grafica de "f" y el
eje de abcisas en el intervalo [—4;4];y

como la densidad es "lineal",
se puede determinar "k" sin
recurrir al céalculo integral,
pues basta exigir que la suma
de las areas de los dos trian-
gulos sombreados en la figura adjunta sea la unidad.

f(x) =k.(4 +x)
[f(x) =ki(4 — x)

—4 4
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La funcion de distribucion de la variable "X" es la F:R > R que a cada

punto z €N le hace corresponder la masa de probabilidad que hay en el
intervalo (—00;z];0 sea, a cada z € Rla funcién de distribucion "F" le asocia la

probabilidad del suceso X <z.

Si z<—4 es F(z) =P(X <2) =0, pues "X" no toma valores inferiores a —4 .

Siz>4 es F(z) = P(X < 2) =1, pues "X" no toma valores superiores a 4.

St z €[—4;0], es:

Fz)=P(X<z)= | ::o £(x).dx = f(x)=(4+x)/16

X
X=

ST e 7, AR g

x=—4 16
_1 1\ _8.2+22 +16 ) n e
= 16.(4.X+2.x )X:_4 =.= 3
Stz €(0;4], es:
Fz)=P(X<2) =" fx)dx=FO)+ [ 4=X[qx =
(7)=PX<z)=[_"  fx). X O)+] ) o dx =
f(x) = (4 +x)/16
VENTANA e f(x)=(4-x)/16
—4 0o 2z 4 =~ °
_1(1 5 _1_.
F(O)—lé.(z.z +4.z+8)X:O S =drca [l
1,1 1\ _8.2—72+16
2+16.(4.X > X )X—O = 3
En definitiva, la funcion de distribucion de la variable aleatoria "X" es
0 si 7<—4

8.2+ 22 +16)/32 si z€(—4;0]
(8.2—22 +16)/32 size€(0;4]
1 si z>4

F(z)=P(X <z) = j:foo f(x).dx =

Recuerda que conocer "F" es estupendo, pues conociendo "F"
puede calcularse la masa de probabilidad que hay en todo in-
tervalo de la recta real sin necesidad de andar con la puneta de
calcular integrales:

Pa<X<b)=Pha<X<b)=
=P(a<X<b)=Pa<X<b)=F(b)—-F(a)
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2) Probabilidad de que un dia el beneficio sea no inferior a 3:

pues por set "X" continua es P(X =3) =0

P(XZB):l—P(X<3)!1—P(XS3):1—F(3)il—(31/32):1/32

F(3) = ((8.2— 22 +16)/32) , =31/32

7=

e Probabilidad de que un dia el beneficio sea no superior a 2:

P(X <2)=F(2) = (8.2~ 22 +16)/16) _ =14/16

7=

e Probabilidad de que un dia el beneficio esté en [—1;2]:
P1<X<2)=PX<2)-P(X<-1) =

*

pues por ser "X" continua es P(X =-1)=0
=PX<2)-PX<-1)=F2)- F(—1); (14/16) - (9/32) =19/32

_(8.2—22 +16 _14 4 (82422 +16 _9
FQ)_( 32 )222_16’F( 1)_( 32 )22_1_32

e Si un dia el beneficio es no inferior a —1 (o sea, X = —1), la probabilidad de

que ese dia el beneficio sea no superior a 3 es:

segin la definicion de probabilidad condicionada

vE(X<HN(X2-1) P-1<X<3)
PX<3/X2-1)= P(X > —1) ? P(X>-1)

(X<3HN(X2-1)=>-1<X<3

_F®)-F(1) _(31/32)-(9/32) [22
- 1-F(-1) —  1-(9/32) 2*3
Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso X <3/ Xp=md
converge en probabilidad a 22/23; es decir, sin mas que repetit.el
experimento bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso
se aproxima a 22/23 tanto como queramos.
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FONEMATO 2.4.3 (VARIABLE GAMMA)
La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "X" es

f(x) = k.x.e™ si x>0
10 si x<0

1) Determinese "k".

2) Determinese la funcién de distribucién de "X" y P(2 < X < 3).
SOLUCION

1) Para calcular "k" €XigimOoOs que la masa total de probabilidad sea la unidad:

[7 f(x).dx =1 o

J-+OO f(x).dx K J';OO kx.ex.dx=kI'(2)=k

—00

es f(x)=0six<0

VENTANA oo '
I'(p)= 0 xP~le=x dx

2) La funcién de distribucion de la variable "X" es la F:R + R que a cada pun-
to z €N le asocia la masa de probabilidad que hay en el intervalo (-00;z]; o

sea, a cada z € R la funcién "F" le asocia la probabilidad del SUCESO. X< z.
e Como "X" no toma valores inferiores a 0, si z<0 es F(z) = P(X < z) = 0.

e Siz>0, es:

F()=P(X<7)=]"_ 0.ds+[/ xe*.ds=

J x.e"¥.dx =—x.e”¥ +J e X.dx =—x.e7¥ —e™¥ = —e " Xg(lEEK)

u=x=>du=dx
por partes {dv —e X.dx=>v =J e X.dx =—e7X

=(—e=x.(1+ X)); =1—e2.(1+72)
e Es: P(2<X<3);P(2<XS3):P(X£3)—P(X<2):F(3)—F(2)

pues la variable aleatoria " X" es continua

De la variable aleatoria "X" se dice que tiene distribucion %1)7
gamma de parametros 2y 1, y se escribe X = G(2;1).

En general, la funcién de densidad de probabilidad de una vatiable alea-
toria X ~ G(n;a) con distribucién gamma de parametros n>0 y.a >0, es:

f(x)= af xn—l emax x>

I'(n) ’
Observa: si n=1 resulta la densidad de la variable exponencial de pa-

rametro "a", es decir: f(x)=a.e7®X  x>0.
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FONEMATO 2.4.4 (VARIABLE EXPONENCIAL)

La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "X" que expresa

el tiempo (en segundos) que dura una tarta de fresa y chocolate a la puerta de un

colegio es f(x)=0'2.e7%/5, x> 0.

1) Determinese la funciéon de distribucién de "X" y la probabilidad de que la tarta
dure mas de 3 segundos.

2) Si la tarta ya ha durado mas de 6 segundos, calctlese la probabilidad de que
dure mas de 9 segundos.

SOLUCION

1) La funcién de distribucion de la variable "X" es la F:R = R que a cada pun-

to z €R le hace corresponder la masa de probabilidad que hay en el intervalo
(—00;z]; es decir, a cada zeRla funcién "F" le asocia la probabilidad del

suceso X <z.
Si 2<0 es F(z)=P(X <2)=0, pues "X" sélo toma valores positivos;si z = 0,

CS:

Fl)=P(X<n)=["" f(x).ds :J:io 0.dx+ [ 0'2.c /5 =

six<0esf(x)=0,ysix>0esf(x)=02.e7%/5

= (_C—X/S)X:g =1—e—2/5

X=

e Probabilidad del suceso X > 3 de que la tarta dure mas de 3 segundos:
P(X>3)=1-P(X<3)=1-F3) =1-(1—¢3/5)=¢3/5

2) Si se sabe que la tarta ha durado mas de 6 segundos (o sea, ha ocurrido el suce-
so X > 0), la probabilidad de que dure mas de 9 segundos es:

segin la definicién de probabilidad condicionada
VP(X>9N(X>6) PX>9).
PX>9/X>6)= P(X > 6) APX>6)
X>9N(X>6)=X>9
1-P(X<9) 1-FO) 1-(1-e95) -9/5
C1-P(X<6) 1-F©6) 1-(1-e6/5) e6/5

e—=3/5

e Sucede algo magico:si 0<c<c+k esPX>c+k/X>c)=PX> k):
P((X>c+k)N(X>c)) P(X>c#k) "
P(X>c¢) P(X>c¢)
_1-P(X<c+k) 1-F(c+k) _l—(1—e—(C+k)/5) B
1-P(X <¢) 1-F(c) 1— (1 - e—c/5)
=5 ic_?;)s/s =/ FPXw

P(X>k)=1-P(X<k)=1-(1-ek/5)=e-k/5

P(X>c+k/X>¢)=
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Por eso sucede que P(X>9/X>6)=P(X>06+3/X>06)=P(X>3); es
decir, si la tarta ya ha durado mas de 6 segundos, la probabilidad de que dure
mas de 6+ 3 segundos coincide con la probabilidad de que dure mas de 3
segundos. Esta propiedad se llama de olvido o falta de memoria: si la
variable toma un valor mayor que "c", la probabilidad de que tome un valor
que ¢+ k es la probabilidad de que tome un valor mayor que "k".

De la variable "X" se dice que tiene distribucién exponencial de
parametro 0'2,y se denota X = Exp.(0'2). En general, la funcion %
de densidad de probabilidad de una variable con distribucion

exponencial de parametro a >0 es f(x)=a.e™®X, x>0

/Acostﬁmbrate a usar ventanas,
pues facilitan mucho la lectura de
lo escrito, por lo que el profesor que ‘
corrija tu examen te lo agradecera

__ con su carifio y simpatia

Pedrusco "K" = Pedrusco ''T"
VENTANA *

Razonamientos o calculos que permiten

pasar de un lado a otro del "'="' o de "="

Pedrusco "K" 5 Pedrusco "T"
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FONEMATO 2.4.5

La funcién de densidad de probabilidad de la vatiable aleatoria "X" que expresa la
resistencia de un tipo de vigas es

_J(x—=1)/8 si x €][1;5]
f<X>‘{ 0  sixe[l;5]

1) Calctlese la probabilidad de que la resistencia de un viga sea supetior a 4.

2) St se seleccionan seis vigas al azar, calculese la probabilidad de quela resisten-
cia de al menos tres de ellas sea superior a 4.

3) Una viga es defectuosa si tiene resistencia inferior a 2. Si en un control de cali-
dad se inspeccionan vigas al azar hasta encontrar la primera-defectuosa,
calctlese la probabilidad de que se inspeccionen mas de 3 vigas.

4) Si se inspeccionan vigas al azar hasta encontrar la cuarta defectuosaycalcilese
la probabilidad de que se inspeccionen mas de 10 vigas.

SOLUCION

1) Es: POX > 4) = [*7 £(x).dx = %j:j (x —1).dx =
1, N T
= 8.(2.X X)X:4 T

2) Como la probabilidad de que la resistencia de una viga sea superior @ 4 es
7/16, si seleccionamos 6 vigas al azar y "W" es la variable aleatoria que expresa

el numero de ellas que tienen resistencia superior a 4, la distribucién de proba-
bilidad de "W" es binomial de pardmetros 6y 7/16 (o sea, W& B(6;7/16)),

y su funcion de probabilidad o cuantia es:

P(W = w) ; (g) %)w.(l —%)6—\” ;s w=0,1,2,3,4,5,6

WzB(n;p)SP(W:W)z( ).pw.ﬂ—p)ﬂ_w ; w=0,1, 25050

n
W

Probabilidad del suceso W =3 de que la resistencia de al menos tres de las
seis vigas seleccionadas sea superior a 4:

P(W >3)=1-P(W <2)=1-P(W = 0)— P(W = 1) - P(W.=.2)=

—1-(6) o _ls—o_(6) SAN| _16—1_(6) T2 — T y6-2
: (0)'(16) T 1)Gg 716 2) g " km1g)
3) Probabilidad del suceso X < 2:

1

x=2 1 rx=2
P(X<2)=] " f(x).dng.szl (x—D.dx=.. =2¢

e i se inspeccionan vigas al azar hasta la primera defectuosa y "Z" es la variable
aleatoria que expresa el numero de vigas inspeccionadas, ocurre el SUCESO
Z =1z silas primeras "z—1" vigas inspeccionadas no son defectuosas y la
siguiente lo es; como la probabilidad de que una viga sea defectuosa es 1/16,
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1

entonces: P(Z=z)=(1— )Z 1 16 z=1,2,3,....
O sea: P(Z—z)—( )z 1 116 2=1,2.3, ...
Por tanto:

3
P(Z>3)=1-P(Z<3)=1- > P(Z=2)=
z=1
=1—P(Z=1)—P(Z—2)—P(Z—3)—
15\1-1 1 1 1
1— 51— 1 _ 150 3-1
(16) 16 (16) 16 <l6) 16
4) Si se inspeccionan vigas al azar hasta la cuarta defectuosa y "U"/es la variable
aleatoria que expresa el numero de vigas inspeccionadas, ocurre el SUCESO
U = u si entre las primeras "u —1" vigas inspeccionadas hay "u — 4" yigas no
defectuosas y 4 —1=3 defectuosas, y ademas ocurre que la usésima viga es
defectuosa.

Como la probabilidad de que una viga sea defectuosa es 1/16, la probabilidad

de que entre las primeras "u—1" vigas inspeccionadas haya "u —4" no defec-
tuosas y 4 —1 =3 defectuosas es

(273} a- bty

La probabilidad del suceso U =u se obtiene multiplicando la“anterior pro-
babilidad por 1/16, que es la probabilidad de la u-ésima viga inspeccionada sea

defectuosa; es decir:

P(U=u)=(3:1).(1— Lyu—st L )4 . u=4,56, ..

10
Por tanto: PU>10)=1-PU<10)=1- > PU=u)=
u=4
10
—q_ u=1) 0 1yy—q L4

4

u=

Ya lo voy pillando:
la variable "Z" es
geométrica de

parametro 1/16,y

la"U" es binomial

negativa de para-

metros 4y 1/16.
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FONEMATO 2.4.6 (VARIABLE UNIFORME CONTINUA)

La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "X" que expresa
el peso de un tipo de piezas es

_Jk st x €[1;5]
f<X)‘{o si x ¢[1;5]

1) Calculese "k", la funcién de distribucion y la probabilidad de que el peso de
una pieza sea no superior a 4.

2) Si se seleccionan ocho piezas al azar, calcilese la probabilidad de haya alguna
con peso no inferior a 2'5.

3) Una pieza se considera defectuosa si su peso es superior a 4'5¢ 81 se eligen
piezas al azar hasta encontrar la primera defectuosa, calctlese 1a probabilidad
de que se inspeccionen mas de 5 piezas.

4) Si se inspeccionan piezas al azar hasta encontrar la sexta defectuosa, calctilese
la probabilidad de que se inspeccionen menos de 10 piezas.

SOLUCION

1) Como f(x)=0 si x ¢[1;5], la unidad de masa de probabilidad que "X" lleva

pegada a su chepa se distribuye o reparte entre la infinidad fo numerable
de puntos del intervalo [1;5]; es decir, el aleatorio peso de las piezas en cues-

tion solo toma valores en dicho intervalo.

Para calcular "k" €xigimos que la masa total de probabilidad sea la unidad: el

> )

que la densidad de la masa en el punto "x" sea

f(x) significa que la masa que hay entre "x" y

"x+dx" es f(x).dx, que en términos geomé-

tricos esta expresada por el area del rectangu-
lito rojo.

P> X

2 XJLX'i‘dX 5

Sila masa en el intervalo (x; x+dx) < [1;5] es
f(x).dx, la masa total es el resultado de la integracion (adicién, reunion

agregacion) de las masas que hay en la infinidad no numerable/de intervalos
como el (x; x+dx) que forman el intervalo [1;5]; asi, ha de ser:

17 f.ds =12 7] kdx=1=

= k(x)2 :1:>4.k:1:>k:%

e La funciéon de distribucion de la variable "X" es la F:R = R que'a cada punto
z €N real le asocia la masa de probabilidad que hay en el intervale (—0;z]; es
decir, a cada z € R la funciéon "F" le asocia la probabilidad del'sugceso X < z.

e Como "X" no toma valores inferiores a 1, si z <1 es F(z) = P(X < 2z) =0.

e Como "X" no toma valores superiores a 5,s1 z>5 es F(z) = P(X <z)=1.
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e Si z €[1;5], es:

X=Z

X=z J~X:l dx =

Fzy=P(X<z)=]_" f(x).dx:

_J1/4 six €[1;5]
f(X>‘{o si x &[1;5]

1
© OdX +J.le Z

X=—

=(x/4)_{ =(z-1)/4
e Probabilidad del suceso X <4 de que el peso sea no superior a 4:
P(X<4)=F4)=((z-1)/4),_, =3/4

De la variable continua "X" se dice que tiene distribucion uniformeren el
intervalo [1;5].

En general, la funcién de densidad de probabilidad de una vatiable "uni-
forme" en el intervalo [a;b] es:

_J1/(b—a) si x €[a;b] %
f(x)_{ 0 si x ¢[a;Db]
Observa: la variable uniforme reparte su unidad de‘masa de
modo que la densidad de la masa es la misma en,todo punto

del campo de variacion de la variable, lo mismo que sucede
con los fideos que hay en la cocina de tu casa.

2) Probabilidad del suceso X =2'5 de que una pieza pese no menos.de-2'5:
P(X22'5)=1-P(X <2'5) ? 1-P(X<2'5)=1-F2') =

pues la variable "X" es continua
=1-((z—1)/4),_»s =5/8

Siendo 5/8 la probabilidad de que el peso de una pieza sea no infetior a 2'5,

si seleccionamos 8 piezas al azar, la variable aleatoria "W" que expresa el
numero de ellas con peso no inferior a 2'5 tiene distribucion binomial de

parametros 8y 5/8 (o sea, W = B(8;5/8)), y su funcién de cuantia es:

= (83w (1= 5w ;=
P(W—w);(w).(S) A=28Y 5 w=0,1,2,.. 8

n
W

W ~ B(n;p) = P(W = w) = ( ).pW.(l — PV ; w=0,1, 250

Probabilidad del suceso W =1 de que entre las ocho piezas seleccionadas
haya alguna con peso no inferior a 2'5:

P(W>1)=1-P(W=0)=1- (g),@o ,(1 _3)8—0 —1_ (g)g
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3) Probabilidad del suceso X > 4'5 de que una pieza sea defectuosa:
P(X>4'5)=1-P(X<4'5)=1-F@4'5)=1-((z—1)/4),_4s =1/8

e i se inspeccionan piezas al azar hasta la primera defectuosa y "Z" expresa el
aleatorio numero de piezas inspeccionadas, ocurre el SUCESO Z =1z si las
primeras "z —1" piezas inspeccionadas no son defectuosas y la siguiente lo es;
asi, siendo 1/8 la probabilidad de que una pieza sea defectuosa, resulta:

PZ=n=(1-1p-11.,2123 .
8 8
5
Por tanto: P(Z>5=1-P(Z<5=1-) P(Z=2z)=..
z=1

4) Si se inspeccionan piezas al azar hasta la sexta defectuosa y "U" expresa el
aleatorio numero de piezas inspeccionadas, ocurre el SUCESO U =1u si entre
las primeras "u —1" piezas inspeccionadas hay "u — 6" piezas no/defectuosas y
6—1=5 piezas defectuosas, y ademas la u-ésima pieza es defectuosa. Como la
probabilidad de que una pieza sea defectuosa es 1/8, la probabilidad de que

entre las primeras "u —1" piezas inspeccionadas haya "u — 6" piezas no defec-

tuosas y 6 —1=5 defectuosas es

(878} a-bumocbys

La probabilidad del suceso U = u se obtiene multiplicando:la anterior pro-
babilidad por 1/8, que es la probabilidad de la u-ésima pieza inspeccionada sea

defectuosa; es decit:
P(U = u) = (3:%).(1 —%)u—@(%)é u=6,7,8, .

Probabilidad del suceso U <10 de que se inspeccionen menos de 10 piezas:
9
PU<10)=P(U<9)= > PU=u)=.....
u=06

iEstas cabronas
van a volverme

locol!

"Z" es geomeétrica de
patametro 1/8,y "U" es

binomial negativa de
patdmetros 6y 1/8.
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FONEMATO 2.4.7 (VARIABLE BETA)
La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "X" es

f(x) = k.XZ.(l—X) si O0<x<1
0 resto

1) Determinese "k".
2) Determinese la funcion de distribucion de "X" y P(X > 0'7) .

SOLUCION
1) Para calcular "k" €XigimOoOs que la masa total de probabilidad sea 1a unidad:
+00 B k B
[ fx).dx=1= 5 ;l:>k—12
- VENTANA
h- pues f(x)=0 six ¢(0;1)
+00 1 '3).I'12) R.1! &
2 21- = D) = = ==
o, fe0.dx =] kx?.(1-x).dx +1<.[3<3,2> k. NG e Nt
. (. - I'(p).I'(q)
Sip>0 >0, es =] xP~l.1-x)9ldx =4~
p>0yq Bpsa) =], xPL.(—x) F(p £

2) La funcién de distribucion de la variable "X" es la F:R > R que a cada pun-
to z €N le asocia la masa de probabilidad que hay en el intervalo (=00;z2]; o
sea, a cada "z" la funcién "F" le asocia la probabilidad del suceso.X.<z.

e Como la variable aleatoria "X" s6lo toma valotes en el intetvalo (0;1), si
250 es F(z)=P(X<z)=0,ysiz=1es F(z)=P(X<z)=1

e Size(0;1), es:
F(z)=P(X <7) = F(O) + [ 12.x2.(1 - x).dx = [ 12.x2.(1 =x).dx =
(L3l 4\ ol 3 1 4
_12.(3.X e )0_12.(3.2 i )
e Es:

P(X>0'7)=1-P(X<0'7)=1-F(0'7)=1-12(3.0'7 - =0!74)

De la variable aleatoria "X" se dice que tiene distribucion beta de-pataime-
tros 3y 2.

En general, la funcién de densidad de probabilidad de una vatiable/con
distribucion beta de parametros "p" (p>0) y "q" (q>0), es:

f(x):B<;;q).xp—1.(1—x)q—1, 0<x<1 @?}j

Observa: si p=q=1 resulta la densidad de la variable uniforme en el
intervalo (0;1); es decir: f(x)=1, 0<x<1
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FONEMATO 2.4.8 (VARIABLE DE CAUCHY)

La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "X" es

f(x)= eR
() 1+x2’ *

1) Determinese "k".

2) Determinese la funcion de distribucion de "X" y P(l /3<X2 < 1) .

SOLUCION

1) Para calcular "k" eXigimos que la masa total
de probabilidad sea la unidad: el que la

densidad de la masa en el punto "x" sea f(x)

n_n

Xy
geométricos esta expresada por el area del 2 XJ\ LXerX 5

|

. |
significa que la masa que hay entre los puntos |
"x+dx" es f(x).dx, que en términos |

> x

rectangulito rojo de la figura.

Sila masa en el intervalo (x; x+dx) es f(x).dx, la masa total es el resultado de

la integracion de las masas como la f(x).dx que hay en la_infinidad no

numerable de intervalos como el (x; x+dx) que forman la recta real; por tan-

to, ha de ser:

f _ = = :f
VENTANA pues £(=x) =~ 2 142 (%)

[ fx)dx=1>kn=1=k=1

=2k lim [ —$ =2k lm (actgx))i=

400 400 k 40 dx
f(x).dx = dx =2.k. =
J._OO (x).dx —0 14 x2 X$ 0 1+ x2
k k

M

M— +o "0 1+4x2 M—> +00

=2.k. lim. (arcth—arctgO)=2.k.(£—0)=k.7‘c
M— +o0 2

2) La funcién de distribucion de la variable "X" es la F:R + R que.a cada pun-

to z €R le asocia la masa de probabilidad que hay en el intervalo (—o0;z]; es
decir, a cada z e R la funcién "F" le asocia la probabilidad del sUcCeso X < z.

l. lim.
T N—> -

x= 1
Fl)=P(X<z)=]"" f(x).dng.ﬁw %z

Z_

N

lim. (arc tg X)

(arc tg z —arc tg N) :%.(arc tg z — L ) :%(g + arc tg z)
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e Ocurrird que 1/3<X2 <1 si —1<X <—4/1/3 o si 4/1/3 <X <1; por tanto,

siendo incompatibles los sucesos =1 <X <—,/1/3 y 4/1/3 <X <1, es:

P(1/3<X2<1)=P(-1<X <—/1/3)+P(1/3<X<1)=
pues la variable " X" es continua Q

=P(—1<X£— 1/3) ( 1/3<X<1)

=(P(x <=J1/3 )= P(x<=1))+ (P(X 1) - P(X </1/3)] =
= F(—\/7 )—F(=D+ F<1) — F(M) _
i( + arc tg (— \/7)) ( + arc tg (— l))

+71t (2+arctg1) ( +arctg(\/7))
L)

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso 1/3 < X2<1

converge en probabilidad a 1/6; es decir, sin mas que repetir el
experimento bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso
se aproxima a 1/6 tanto como queramos.

¢, COmo vas con
las ventanas?

Pedrusco "A" = Pedrusco, "B"

Razonamient

Nadie nace sabiendo
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FONEMATO 2.4.9

1—e2X 5i x>0
0 st x<0
1) Estadiese si "F" es una funcién de distribucion y analicese a qué tipo de varia-
e aleatoria corresponde. Determinese la densidad correspondiente a )
ble aleat "X ponde. Det lad dad pondiente a "F"

2) Calctlense P(X>2) y P(-3< X <4).

Sea F:R 1> N tal que F(x)= {

SOLUCION
1) La funcién dada "E" es la de distribucion de una variable aleatoria "X" si:
a) F(—0)=0
b) F(+0) =1
c)"F" es mondtona no decreciente
d) "F" es continua por la derecha en todo punto
Veamos:

a) Se satisface, pues siendo —o00 <0, es F(—00)=0.

b) Se satisface, pues siendo 400> 0, es F(+0)=1-¢"2-(+®) =1-0=1.

©) Si x <0=F(x)=0="F" es mono6tona no decreciente si x <0.
Si x>0=F'(x)=2.e72X>(0="F" es creciente si x >0 =¥es monoétona
no decreciente si x >0. Como F(0~)=F(0)=0y F0*")>0, la funcién "F"
es monodtona no decreciente en x = 0.

d) Si x <0 es F(x) =0 = constante; por tanto, "F" es continua en "x". Si x >0

es F(x)=1—e2X, por lo que "F" es continua en "x". La fancion "F" es

continua por la derecha en x =0, pues F(0)=0= lim. F(x).
x—> 0t

e Como "F" no es escalonada, apostamos tranquilamente la vida
a que "X" no es discreta... y también apostamos la vidasa que
"X" es continua, pues la funcion de distribucién "F" @s continua
en todo punto, ya que es continua por la izquierda en x = 0:

F(0)=0= lim. F(x)
x— 0~

« NO lo olvides: si una funcién de distribucién "F' da un
"salto" en el punto "c", en dicho punto hay una "masa puntual”
gue coincide con el "salto” que "F" da en él.

e la funcién de densidad de probabilidad de "X" es la derivada de la funeion de
distribucién "F"; por tanto: f(x)=dF(x)/dx =2.e72X, x>0

2) Es:

P(X>2)=1-P(X<2)=1-FQ)=1-(1—e4)=c™4
P(-3<X<4)=P(-3<X <4)=P(X<4)—P(X<-3)=
=F(4)-F(-3)=(1-e8)-0
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FONEMATO 2.4.10

0 si x<0

Sea la funcién de distribucion F(x)=14(4 +x)/8 si 0<x<3

1 s1 x23

Estudiese a qué tipo de variable corresponde.

SOLUCION

Como F(x)=0 si x <0, no hay masa de probabilidad a la izquierda de x = 0.
Como F(x)=1 si x >3, no hay masa de probabilidad a la derecha de x=3.

En el punto x =0 la funcién de distribucion "F" da un salto (o sea, "F" no es
continua por la izquierda en dicho punto) de amplitud 0'5, lo que indica.que en
x =0 hay una masa puntual 0'5:

lim. F(x)= lim. 0=0; lim. F(x)= lim **X-gp's
x— 0~ x— 0~ x— 0t x— 0t 8

En el punto x =3 la funcién de distribucién "F" da un salto (o sea, "F" no es
continua por la izquierda en dicho punto) de amplitud 1/8, lo que indica que

en x =3 hay una masa puntual 1/8:

lim. Fx)= lim 25X=7 . jim Fx)= lim 151

x— 37 x— 3~ 8 8 x— 371 x— 371

La funcién de distribucion "F" es continua en todo punto del intervalo (0;3),
por lo que en ese intervalo la masa se distribuye de modo continuo.

La densidad de la masa en el punto x €(0;3) es f(x)=dF(x)/dx =1/8.

Al corregir un examen me encanta que

se me caigan los pantalones y verme
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FONEMATO 2.4.11

Sea "X" la variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidad es

fo=L[1- ) 0
(x) . b a<x<a,a>

a

1) Determinese su funcién de distribucion.
2) Calcilense P(X > 0) y P(X <a/2).

SOLUCION
1) La funcién de distribucion de la variable "X" es la F:R = R que a cada pun-

to z €N le asocia la masa de probabilidad que hay en el intervalo (—00;z]; o
sea, a cada "z" la funcién "F" le asocia la probabilidad del suceso,X.<z:

F(z)=P(X<z)
e Como la variable aleatoria "X" s6lo toma valores en el intervalon(=asa), si
z<-aes F(z)=P(X<z)=0,yst z=a es F(z)=P(X<z)=1

e Siz e(—a;0], es:

F(z)=P(X<z)=Fa)+ [  fx).dc=[" f(x).d ;

siendo —a<x<z<0es ‘X‘Z—X; por tanto: f(x)z%.(l—i—f)

% L(1ox)q. -1 x2Y 1 2\ [
_J_a a_(1+ a).dx_a.(x+2.aj_a —a.(z+2'aj+2

e Size(0;a), es:

H@:WXS@=H®+Kf@wk:%+ﬁf@yki

siendo0<x<z<aes ‘X‘ZX; por tanto: f(x)zi.(l —5)

Y L35 PR U Y (N S B ) P72

=2 o a'(l a)'dX 2" a'(x Z.a) 2" a'(z 2.aj

2) La funcién de densidad de probabilidad es par, pues f(—x)=f(x); en conse-
cuencia, P(X>0)=P(X <0)=1/2.

2
Es: P(X<a/2)=P(XSa/2)=F(a/2):%+%_[g_a /4}2%
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FONEMATO 2.4.12

Sea "X" la variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidad es
x/25 si 0<x<5
f(x)=4(10-x)/25 si 5<x <10

0 resto

1) Determinese su funcién de distribucion.
2) Calcdlense P(X >5) y P6< X <7).

SOLUCION
1) La funcién de distribucion de la variable "X" es la F:R > R que a'cada pun-

to z €R le asocia la masa de probabilidad que hay en el intervalo (=00;z2]; o
sea, a cada "z" la funciéon "F" le asocia la probabilidad del suceso X < z.

e Como "X" sélo toma valores en (0;10], si z<0 es F(2)=P(X<2)=0, y si
z>10 es F(z)=P(X<z)=1.

e S1ze(0;5], es

F(z)=P(X<z)= F(O)+I f(x)dx$0+j X dx—215.(%)(z):§—é

siendo 0 <x <z<5, es f(x)=x/25

e 51 z €(5;10), es:

F(z)=P(X <z)=F(5)+ [ f(x)dx+50+j 1O‘Xd - 20-2—622—1
siendo 5<x<2z<10, es f(X)Z(lO—X)/ZS
2) Es: P(X>5)=1-P(X<5)=1-F5) = 1—% %
P(5<Xs7)=P(Xs7)—P(Xs5)=F(7)—F(5)=[%—1]—%

Ojo!: como la densidad es "lineal", puedes lidiar sin‘elseélculo
integral: si z €(0;5], el nimero F(z)=P(X <z) expresa el irea sombreada en
la figura 1; si z €(5;10), el nimero F(z) =P(X <z) expresa el area sombreada en

la figura 2, que es el complemento a 1 del area del triangulo sombreado en
diagonal.

2/25 == (10— 2)/25|__
oS 0"~ 0 5 z W0 @}

La probabilidad del suceso X >5 coincide con el area sombreada en la figura 3,
y la del suceso 5< X <7 coincide con el area sombreada en la figura 4.

o [
0 10 " || o 57 100

5
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FONEMATO 2.4.13

Una empresa cervecera ha estimado que la demanda diaria de sus clientes esta
expresada por la variable aleatoria "X".

¢Qué cantidad debera tener disponible cada dia para satisfacer la demanda con
probabilidad 0'9 si la densidad de "X" es

f(x)=x/2; 0<x<2
SOLUCION
Debemos determinar "c" de modo que P(X <¢)=0"9:

' c ' 1 c '
P(X<c)=0'9= [/ f(x).dx=0 9:>§.j0 x.dx=0'9=%
=52 =0'9=c=/3
Oj0!: como la funcién de densidad de probabilidad es lineal, puedes lidiar sin

el calculo integral, pues simplemente debes calcular "c" de modo que el drea del
triangulo sombreado sea 0'9:

(c/2
base xzaltura —0'9= C (Cz/ ) ~0'9

¢, Quién usa
panales
todavia en
lo que se
refiere al
empleo de
ventanas?
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FONEMATO 2.4.14 (VARIABLE EXPONENCIAL)

b.e7aX s x>0

Sea "X" una variable aleatoria con densidad f(x)= { 0 .
resto

1) Determinese la relacion entre "a" y "b".

2) Si a =3, calcilense P(X >3), P1<X <2)yP(X<1).
3) Si a =3, determinese "c" de modo que P(X >c)=0"0.
SOLUCION

1) En todo punto "x" ha de ser f(x)=0, lo que sucede si b2 0, pero-el caso

b=0 debe descartarse, pues si fuera b=0 la densidad serfa nula-en todo
punto, lo que es absurdo. Al exigir que la masa total de probabilidad sea la
unidad, resulta a =b:

[T fe.dc=1= " 0ds+ [ beaxds=1=
b ( _ax\t® _ b (. _ too b _ .
:>—;.(e SN —1:>—;.(e ® 1), =1=2=1=a=b
2) Como hay que calcular un monton de probabilidades, merece la
pena calcular la funcion de distribucion de "X": dado/que "X" solo
toma valores positivos, si z< 0 es F(z)=P(X <z)=0, ysiendo z> 0, es:

F(z)=P(X<7)=FO0)+ [ 3ex.dx= [ e dx=

= (—6—3.X )S =1—e 3z

e Es: PX>3)=1-P(X<3)=1-F@B)=1-(1-e?)=e?

P1<X<2)=P(1<X<2)=P(X<2)-P(X<1)=FQ2)—-F)=
=(l-e0)—(1-e3)=e3—¢

P(X<1)=P(X31):F(l)=l—e—3
3) Es:
P(X>c):l—P(ch):l_F(C):1_(1_e—3.c):e—3.c

Por tanto, al exigir que P(X >¢)=0'9, resulta:
Ln0'9

P(X>c)=0'9=e3¢=0'9=-3c=1n0'9=>c=— 3
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FONEMATO 2.4.15

Sea la funcién f(x) = e~X/(1+ e %)2. Demuéstrese que cumple todas las condi-
ciones para ser una funcion de densidad de probabilidad. Calcilese su funcion de
distribucidén asociada.

SOLUCION

La funcion dada f(x) = e~X /(14 e%)2 es una funcién de densidad de probabili-

dad, pues solo toma valores no negativos y limita area unidad con el eje de ab-
cisas:

IX::.:f(X)-dX=IX:+de—( 1 )_ -

.AX =
X X=—00 (1+e—x)2

_ 1 1 __ 1 1 _
1+e® 1+et® 140 +oo

La funcién de distribucion es la F:R = R tal que F(z) =P(X <2):

Z e_X

F)=P(X<z)=[" fx).dx=[" Trer =

_( 1 )Z 111
14e X/ 1+e 2 1+4et® 1+e72

La funcién F(z)=1/(1+e7%), al igual que sucede con la funcién de distribucion
de toda variable aleatoria continua, es continua en todo punto, es F(=00) =0 vy

F(+00) =1, es monodtona no decreciente en todo punto, la funcidén detivada de

"F" es """, siendo P(a < X < b)=P(X < b)-P(X <a)=F(b)—-F(a).

FONEMATO 2.4.16

Sea la funciéon F(x)=1-(1/x) six>1 (0 en el resto). ¢Puede ser "E" la funcion

de distribucion de una variable aleatoria?
SOLUCION

Como "F" no es escalonada, no es la funcion de distribucion de una variable dis-
creta... pero si es la funcién de distribucion de una variable continuagpues™F" no
toma valores negativos, es continua en todo punto, es monotona no decreciente
en todo punto, siendo F(—o0) =0 y F(+00) =1.

AT (x)
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2.5 VARIABLE ALEATORIA DEGENERADA

Se llama degenerada a toda variable aleatoria discreta "X" que
concentre en un unico punto la unidad de masa de probabilidad; si
dicho punto es el "c", la funcién de probabilidad de "X" es

1
x | i
f(x) =P(X =x) | 1 :> . X

Si "X" es degenerada no hay nada aleatorio, pues el suceso. X = c es el
suceso "seguro"; o sea, la variable "X" viene a ser una constante.

Abandono la Carrera...
cdonde la dejo?
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2.6 ESPERANZA MATEMATICA.
EL VERBO "PONDERAR"

ey

iSuenen clarines y tambores
en honor ala ESPERANZA
MATEMATICA... el mas
importante de los conceptos!

A

X
“7i

El verbo "ponderar" viene a ser sindnimo
de "relativizar" o "dar importancia’,

Literalmente, en las acepciones 4 y 5 del diccionario de la Real Academia
se dice que "ponderar" es:

4. Contrapesar

5. Atribuir un peso a un elemento de un conjunto con el fin
K de obtener la media ponderada

La acepciéon 5 es muy chapucera, pues es sabido que, para que las cosas se en-
tiendan, |0 definido no debe entrar en la definicion; o sea, para definir
"ponderar" no es de recibo emplear la palabra "ponderada".

([~

\

/En mi escala de
valores la juerga
pondera 69y
estudiar pon-
dera 0'000964

\ J

Con esas pon-
deracionesas
a pasarlo muy mal
la Carreral

Sea "X" una variable aleatoria y g(X) otra variable aleatoria cuyo valor depende
del valor que tome "X" a través de la funcién g:R > R; es deciry si la variable
"X" toma el valor "x", la variable g(X) toma el valor g(x). Por ejemplo, si

g(X)=4/1+Ln X vy la variable aleatoria "X" toma el valor 19, la variable alea-
toria g(X) toma el valor 4/1+Ln19.
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e Si la variable "X" es discreta y puede tomar los valores X1,... ,Xp,....
siendo "f" su funcién de probabilidad o cuantia (f(x;) = P(X = x;)), llamamos
esperanza matematica, valor esperado, o media de g(X) al nu-
mero real que denotamos E(g(X)) y definimos asi:

E(g(X))i o(xq)f(x1) + ... +g(xg)f(x) + ...

Multiplicamos la masa puntual f(x;) que hay el punto x; pot el valor

g(x;) que toma la funcién "g" en el punto x; (o sea, ponderamos la
masa f(x;) que hay en el punto x; con el numero g(x;)), y lo mismo

hacemos con todas las "masas puntuales" que forman la distribuciénidis-
creta de masa asociada a "X"; después sumamos los productos realizados.

siempre que sea finita la suma | g(x1)[.f(x1) + ... | gx o) | £(xp) + oeees

Por ejemplo, si la funcién de probabilidad o cuantfa de "X" es
X | -1 2 4
f(x)=P(X=x)[03 0'5 02

entonces, si g(X) = eX, se tiene que:
E(g(X)) = g(=D)-£(=D) + g(2)-£(2) + g(4)-f(4) =
=e 1.0'3+e2.0'5+¢e4.0'2

Si g(X)=1/X, es:
E(g(X)) = g(=D-f(=1) + g(2).£(2) + g(4).£(4) =
_ 1 g2l e 1 o
—_—1.0 3+§.O 5+Z.0 2
Si g(X)=1/(X+1),es:
E(g(X)) =g(=D£(-1) + g(2).£(2) + g(4)£(4) =

_ 1 ' 1 ' 1 1y _ '
——_1+1.0 3+—2+1.O 5+—4+1.0 2 +carente de sentido

esta prohibido dividir por cero

e Si"X" es continuay "f" es su funcién de densidad de probabilidad; llama-
mos esperanza matematica, o valor esperado, o media de g(X) al
nuamero real que denotamos E(g(X)) y definimos asi:

B} [ a(of(0.dx

Multiplicamos la masa f(x).dx que hay en el intervalo (x;x+dx) por el
valor g(x) que toma la funcién "g" en el punto "x" (o sea, ponderamos
la masa f(x).dx que hay en el intervalo (x;x+dx) con el nuimero g(x)),y

lo mismo hacemos con la infinidad no numerable de intervalos como el
(x;x+dx) que forman la distribucién continua de masa asociadaa "X'";

después integramos (agregamos, sumamos, adicionamos) los productos
realizados.

siempre que sea finita la integral J.j::: ‘ g(x) ‘.f (x).dx
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Por ejemplo, si la funcion "f' de densidad de probabilidad de "X" es
f(x)=2x; 0<x<1

entonces, siendo g(X) = JX , €s:
x=1

(X)) g fds =] Vx.(2x).ds=2 ( X5/z) -4

x=0 5 x=0
pues f(x)=0 st x¢[0;1]

Si g(X)=X2, es:

x=1

E(g(X)) = I:; g(x)f(x).dx = j:; x2.(2.x).dx = (%th )X:O :%

pues f(x)=0 st x¢[0;1]

Propiedades

Las siguientes propiedades se verifican tanto si "X" es'discreta
como si es continua. En las demostraciones supondremos que "X" es-conti-
nua y que su funciéon de densidad de probabilidad es "f"... si "X" es discreta basta
sustituir las integrales por las sumas correspondientes.

1) La esperanza matematica de una constante es ella‘misma. En
efecto, siendo "C" una constante, si g(X)=C, es:

E(g(X)) = j C f(x).dx = C. j f(x) dx =

pues [XZ77 f(x).dx =1

2) La esperanza matematica es lineal; o sea, si aj y ap sofi constantes y
21(X) v g2(X) son variables que dependen de "X", es:

E(a1.g1(X) +a2.22(X)) = a1.E(g1(X)) + a2.E(g2 (X))
En efecto:

E(a1.g1(X) +a2.g2(X)) =
X =00

=], @1.81(x) +a2.82(x))-f(x).dx =

= @y [T w9 £ deg

[ g0 dx=B(gi(X) 5 [ g2().£09).dx = B(go(X)

X=—00 —00
— a1 Bz (X)) + a5 (g2 (X))
2) Siendo "a" una constante, como consecuencia de las propiedades anteriores,

se deduce que

E(a.g(X))=2.E(g(X)) ; E(a +g(X)) =2+ E(g(X))
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3) Si g(X) sélo toma valores comprendidos entre "a" y "b" (a <b), el valor de
E(g(X)) esta comprendido entre "a" y "b". En efecto:

a<g(x)<b=af(x)<g(x)f(x)<bf(x)=>
= .E: af(x)dx < I:: g(x)f(x).dx < J:r:: b.f(x).dx =

Saf " f)ds <[ ) fx)ds b f(x)dx S

7 f).dx =15 [ g(x).£(x).dx = E(g(X))

=a<E(g(X))<b
Como consecuencia inmediata se deduce que si g(X) =0, es (E(g(X)) =20.
4 St g1(X) = g2(X) es E(g1(X)) = E(g2(X)).
En efecto:
21X = 0(X) = 0(X) -2 () <0= E(g(X) - (X)) 0=
= E(g1(X)) — E(g2(X)) = 0= E(g (X)) = E(g2(X))

Llorar a chorros. Llorar la digestion. Llorar el su
Llorar ante las puertas y los puertos.

Llorar de amabilidad y de amarillo.

Abrir las canillas, las compuertas del llanto. I )
Empaparnos el alma, la camiseta.

Inundar las veredas y los paseos, y salvarnos, :
de nuestro llanto.

Asistir a los cursos de antropologia, llorando.
Festejar los cumpleainos familiares, llorando.
Atravesar el Africa, llorando.

Llorar como un cacuy, como un cocodrilo...

si es verdad que los cacuyes y los cocodrilos

no dejan nunca de llorar. ‘

\ S 3

Profe de Estadistica después de corregir un examen
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2.7 "MOMENTOS" DE UNA
VARIABLE ALEATORIA

//
0 -

/Los momentos
sSon casos

particulares de

la Esperanza

_ Matematica

Momentos respecto a un punto cualguiera

Siendo "X" una variable aleatoria, "k" un ndmero natural y "c¢" un punto de la

recta real, el momento de orden "k" de la variable "X" respecto al

punto "c" es la esperanza matematica de g(X)=(X—c)k.

Momentos respecto al origen

Siendo "X" una variable aleatoria y "k" un ndmero natural, €l momento de
orden "k" de la variable "X" respecto al origen esvla esperanza

matematica de g(X) = Xk, y se denota ay.

e Si "X" es discreta y puede tomar los valores x1,... ,Xp,.... , siendo "f" su fun-
cién de probabilidad o cuantia (f(x;) = P(X = x;)), es:
a = E(Xk); () F o+ XEF(xp) + o

Ponderamos la masa puntual f(x;j) que hay
el punto x;j con la k-ésima potencia del f(x1) f(x2) .. f(xn) .-
numero x; que expresa la posicién de dicha ?

masa respecto al origen (el punto x =0) y $ ? >
sumamos para todas las masas puntuales X1 X2 oo NP

que forman la distribucién de una unidad . .
de masa de probabilidad asociada a la varia- | 2k =BE(X*)= 2k i f(xi)
ble aleatoria "X".

Por ejemplo, si la funciéon "f"' de probabilidad o cuantia de "X" es

X | =1 2 4
f(x)=P(X=x)]03 0'5 02

entonces:
x 2] = B(X)=(~1).0'3+2.0'5+4.0'2=1'5
* 2y = B(X2)=(~1)2.0'3+22.0'5+42.0'2
% a; = F(X3)=(=1)3.0'3+23.0'5+43.0'2
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e Siendo "X" continua y "f" su funcién de densidad de probabilidad, es:

ay = E(Xk) ;I:::: xK f(x).dx

Ponderamos la masa f(x).dx que hay el £(x)
intervalo (x;x+dx) con la k-ésima poten- ¥

cia del nimero "x" que expresa la posicion
de dicha masa respecto al origen de coot-
denadas (el punto x =0) e integramos >
para la infinidad no numerable de interva- M
tomo el (x;x+dx) que forman la recta real (entre ellos se reparteo distri-
buye de modo continuo la unidad de masa de probabilidad que "X" lleva

pegada a su prominente chepa).

Por ejemplo, si la funcion "f'' de densidad de probabilidad de "X" 'es
f(x) = {zx si x €[0;1]

si x ¢[0;1]
entonces:
a1 =E(X) = L);:_ x.f(x). dXX .[X:O x.f(x).dx =
pues f(x) =0 si x ¢[0;1]
_ x=! _(2 )7 2
_IX:O X.(Z.X).dX—(3.X )X:O =3
ap —E(XZ) JX o x2 SA(x).dx = X:_S xz.f(x).dxz
X—l l X:1 1
_ 2 — (L 4 _ 1
=7 .(2.x).dx_(2.x )X:o_Z
a3 = B(X3)= [T $3.6(x).dx = [0 x3.6(x).dx =
<=1 2 x=1 2
_ 3 —[£ 5 _—
=)o ¥ .(Z.X).dx—(S.X )x:O 5

e [l momento de primer orden respecto al origen (o sea, st k = 1;ipot lo que
g(X)=X) se llama esperanza matematica, o valor esperado, o

media de "X". Por tanto, si la variable "X" es discreta:
a = E(X) = Xl'f(Xl) + ...+ Xn.f(Xn) + ...

siempre que sea finita la suma ‘X1‘.f(X1) + ..+ ‘ Xn‘.f(Xn) + ...

St "X" es continua, entonces a; = E(X) = Ijj_oo x.f(x).dx, siempre-que sca

tinita la integral _[ ‘X‘ f(x).dx

Tanto si "X" es dlscreta como si es continua, el numero E(X) se expresa
en las mismas unidades que "X". Por ejemplo, si "X" es el aleatorio
peso (en kilos) de los ciudadanos, el nimero E(X) se expresa en kilos.
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« Hay variables que carecen de media

" H

Por ejemplo, siendo "t" un nimero natural y x, = (—=1).3% /r, para la variable

discreta "X" cuya funcién de probabilidad es f(x,)= P(X =x,)=2/3",es
X 1)r.3f L (-1t
Y x, f(xr)—z (= ) 2 Z ) = finito
r=1 r=1 T

La serie £ (=1)'/r es alternada (los sumandos alternan de signo) de tét-

minos decrecientes en valor absoluto (el valor absoluto de (=1)* /¢

decrece si "t" crece), y este tipo de series converge siempre que su

término general tiende a 0, como sucede en nuestro caso con (—1)' /t.

Pero "X" carece de media, pues la suma )| ‘ Xr‘.f(Xr) no es finita:
r=1
(G

T

3

S s lfx)=3 Z L= a0
r=1 r=1 r=1 T

Todo el mundo sabe que la suma de los inversos de los ntimeros
naturales (serie armonica de orden 1) es divergente

Por ejemplo, para la variable continua "X", llamada de Cauchyjcuya funcion
de densidad de probabilidad es f(x)=1/(n.(1+ x2)), se tiene que:

X =400
e x.f(x).dx =— - -[X——oo 1+X2 dX%

X =400

h(x) = —x)=—h(x) = j h(x) dx =
Pero "X" carece de media, pues la integral j ‘X‘ f(x).dx no'es finita:
X =400 _ 1 (x=+o 1 2 [(x=t® X !
_[X:_OO ‘X‘.f(x).dx—n.‘[xz_oo ‘X‘.1+X2. *ﬁ <=0 1_|_X2.dx_

@ =[x|/A+2)=(-9=t@= [ tw.dx=2"""Te).ds

=L (Ln (1 +x2) 7 = 4o
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VERY, VERY IMPORTANT

El ndmero real E(X) determina la posicion del centro de grave-
dad de la distribucion de masa de probabilidad asociada a la
variable aleatoria " X", lo que quiere decir que si concentramos
la unidad de masa de probabilidad asociada a " X" engFpunto
E(X) de larecta real, obtenemos la Gnica variable aleatoria
degenerada cuyo momento de primer orden respecto al
origen coincide con el momento de primer orden de,“X"
respecto al origen. Esto hace que el numero real E(X) pueda
emplearse como medida de la posicion respecto de'la cual
esta centrada la distribucion de masa de probabilidad
asociada a la variable aleatoria " X".

Tanto si la variable "X" es discreta como si es continua (supondremos que es

continua y que "f'" es su funcién de densidad de probabilidad), se cumple que:
1) Si el conjunto de valores que puede tomar "X" es acotado, existe E(X).

En efecto, si el conjunto de valores "x" que puede tomar "X" es/acotado, exis-
te M >0 tal que ‘X‘<Msi t(x)#0,yast:

en general, es J.:: t(x).dx < J::: ‘t(x) ‘.dx

v
EX) =[x f(x).dx < [ [x] £(x).dx M7 £(x).dx =M

7 f(x).dx =1

2) Si existe el momento de orden "k" respecto al origemmexisten
todos los momentos de orden inferior a "k".
En efecto, siendo "r" un natural comprendido entre 0 y "k", es:

E(Xt)= [ e f().de < [ [ xr| f(x).dx =
= J. ‘Xr‘.f(x).dx-f- J. ‘Xr‘.f(X>.dX:ﬁnitO

‘Xr‘ﬁl ‘Xf‘Zl

‘Xr‘.f(X>.dX£ J. f(x).dxﬁj.:f f(x).dx=1

\Xr\gl ‘Xf‘él

‘ ‘ ‘xr‘.f(X).dxs J' ‘Xk‘.f(x).dx SES ‘Xk‘.f(X).dX:ﬁnito
xt121 xt[>1

como existe BE(Xk) = J.::) ‘ Xk‘.f(X).dX = finito
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3) Los momentos de orden par no son negativos, los de orden
impar pueden tener cualquier signo. En efecto:

o Si"k"es par = xk zo:sxk.f(x>20:>E(Xk)=fz XK £(x).dx 2 0

e Si"k" es impar no podemos decir nada del signo de xk, por lo que no po-

demos decir nada del signo de la integral que determina el valor.de E(Xk).

"Momentos" respecto a lamedia

Si "X" es una vatiable aleatoria y "k" es un numero natural, €l memento de
orden "k" de "X" respecto de su media E(X) es la esperanza

matemaéatica de g(X) = (X — E(X))k; se denota my.

e Si"X" es discreta y puede tomar los valores x1, ... ,Xp,.... , siendof"su fun-
cién de probabilidad o cuantia (f(x;) = P(X = xj)), es:

my = E(X - E(X)k) i (x1 = BCX)E £(x0) + oo + (x4 — B(X)) i) ...

Ponderamos la masa puntual f(x;) que hay el punto x; con la

k-ésima potencia del nimero x; — E(X) que expresa la posiciénide
dicha masa respecto a la media E(X) de "X", y sumamos para todas
las masas puntuales que forman la distribucion de "X".

e Si "X" es continua y "f"' es su funcién de densidad de probabilidad, entonces:

my, = B((X - E(X))k); [T (= BOO (.

Ponderamos la masa f(x).dx que hay el intervalo (x;x+dx) conla

potencia k-ésima del nimero x — E(X) que expresa la posicién de

dicha masa respecto a la media E(X) de "X", e integramos para los
infinitos intervalos como el (x;x+dx) que forman la recta real.

e Los momentos respecto de la media pueden expresarse en fun-
cion de los momentos respecto al origen. En efecto, $1 por ¢como-
didad denotamos p a E(X), es:

my = B((X - k) ? E( i G}(—Dixki.pi] =
i=0

| binomio de Newton |

la "esperanza" es un operador "lineal"

=i E((lf).(—ni.xk—i.pi):i (li‘).(—ni.pi.E(Xk—i):

i=0 i=0

Kk o

2 (i).<—1>l.w.ak_i
i=0

B(Xk-1)=a)_;
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e Los momentos respecto del origen pueden expresarse en fun-
cion de los momentos respecto a la media. En efecto, si por como-
didad denotamos p a E(X), es:

Kk i=k k : .
=X == w+ ) ) =1 T (M eniex-pipg |2
1=0
| binomio de Newton | I
la "esperanza" es un operador "lineal" !

-y E((lf)-<—l>i.<x - u)k—i-ui) ) (5 it n(ex - pish) -

i=0 i=0
i=k
k . .
> (5)enimimg
1=0

es (X - k) =my_

—» |l

e El momento de segundo orden respecto de la media de "X" se llama varian-
za de "X", y se denota V(X).

Si "X" es discreta y puede tomar los valores X1, ... ,Xp,.... , siendo "f"' su fun-
cién de probabilidad o cuantia (f(x;) = P(X = x;)), es:
V(X)=E((X - E(X))2)=(x; — E(X))2.£(x1) + oo + (x, — E(X))2:f(xx5) + ...
Siendo "X" continua y "f" su funcién de densidad de probabilidad,.es:
X =400
V(X)=E((X - E(X))2)= jX:_OO (x — B(X))2.f(x).dx
e De la raiz cuadrada (con signo positivo) de la varianza de "X" se dice que es la
desviacion tipica de "X", y se expresa en las mismas unidades que "X".
e La varianza puede obtenerse a partir de los momentes'priEmero
y segundo respecto al origen. En efecto:

V(X)= E((X - E(X))2) = E(X2 - 2.X.E(X) + (E(X))Z) =

esperanza de una suma = suma de esperanzas

Y E(X2) - E(2.X.E(X)) + E((E(X))2) =

= F(X?) - 2.E(X).E(X) + E<<E<X>>2>; B(X?) - (E(X))?
E(2.X.E(X)) = 2.E(X).E(X) = 2.(E(X))? ; E(E(X))2) = (EX))?

e Lavarianza de una variable aleatoria no es negativa.
V(X) = (x1 = E(X)2.f(x1) + ... + (xn — E(X)2.£(xg) +5. > 0
f(x;)>0y (x; —B(X))2 >0

V(X) = jX:_*S (x — BE(X))2.£(x).dx > 0

X

fx)20y (x—EX)2 >0
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e Siendo constantes "a" y "b", es V(a.X + b)=2a>.V(X). En efecto:

V(@X+b)= E(((a.X +b)—E@.X + b))z) -

= B((2.X +b-aE(X) - b)’) = B{(a.X - a.5(X))*) =

[E(@.X +b)=a.EX)+b
= B(a2.(X - B(X))*) = a2 E(X — E(X))*) =a2.V(X)

AVISO MUY IMPORTANTE
La propiedad V(a.X +b) = aZ.V(X) la usare-
mos millones de veces a partir de ahora.

e El momento de segundo orden de la variable aleatoria "X" respecto.del punto

"¢" es minimo si ¢ = E(X). En efecto:

E((X - ¢)2) =E(X2 - 2.¢.X + ¢2) = B(X2) - 2.c.E(X) +¢2
Al anular la derivada de E((X — c)z) respecto de "c", resulta:

dE((X-0)?) _ d(B(X2) - 2.cE(X)+c2) _

dc dc B
=-2EX)+2.c=0=>c=E(X)

Y como

2B((X-9?) _d(-2.E(X) +2.0)

=2>0
dc? dc

el valor de E((X — c)z) presenta un minimo si ¢ = B(X).

Significado de la varianza

La varianza de la variable aleatoria "X" puede emplearse“eomo
medida de la dispersién que respecto a su media o0 centro de
gravedad tiene la distribucion de masa de probabilidad aseciada a
"X": la varianza sera mayor cuanto mas dispersa estéslammasa
respecto al centro de gravedad.

En efecto, supuesto que la variable "X" es discreta v que puede tomar los valores
, Sup q y que p
X1, ... ;X 5. , hemos definido

V(X)=E(X-E(X))2)=(x1 —EX)2.f(x1)+ ... + (xn —EX))2uf(x) + ...
O sea, para calcular V(X) ponderamos la masa de probabilidad™f(x7)>0 que

hay en cada punto x; con el nimero (x; — E(X))2 >0 (el cuadrado del nimero
xj — E(X) que expresa la posiciéon de dicha masa respecto del centro de gravedad

E(X)), y sumamos para todos los puntos en que hay masa.
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Asi, si todos los puntos x1,...,Xp,... en que hay masa estan muy préximos al

centro de gravedad E(X), es decir, si ‘X i~ E(X)‘ es proximo a cero para todo
valor de "1", sucedera que la suma de las ponderaciones no sera grande; pero si
hay masas no ridiculas (no extremadamente pequefias) muy alejadas del centro de
gravedad sucedera que la suma de las ponderaciones sera grande, pues si para

n:n

algun "1" sucede que ‘Xi — E(X)‘ es muy grande, entonces (x; — BE(X))2:f(x;) es

muy grande si la masa f(xj) no es extremadamente pequefia.

Coeficiente de variacion

El coeficiente de variacion de una variable aleatoria "X“sesyel co-
ciente entre su desviacion tipica y su media. El coeficiente de
variacion, que es adimensional (pues la desviacion tipica y la media se exprésan en
las mismas unidades) se usa para comparar la dispersion de variables aleatorias
que se expresan en distintas unidades o que, expresandose en las mismas unida-
des, tienen medias muy distintas.

Por ejemplo, si las variables "X" y "Z" expresan respectivamente la aleatoria
altura (en centimetros) y el aleatorio peso (en kilos) de los ciudadanos, entonces,
si la media de "X" es 170 con desviaciéon tipica 30, y la media de "Z" es 65 con
desviacion tipica 5, el coeficiente de vatiacién de "X" es 30/170 y el de "Z" es

5/65. Asi, como 30/170 >5/65, la distribucion de probabilidad de "X" tiene ma-
yor dispersioén que la de "Z".

Medidas de posicion

n_n

e Se dice que "x" es el cuantil de orden "q" (0 <q<1) de la variable aleatoria

"X" si"x" es el menor valor tal que P(X <x)2q.

Si "X" es continua y "F" es su funcién de distribucién (F(z) = P(X.£2)), el

cuantil de orden "q" corresponde a la solucién de la ecuacién F(x) = q.

e [.amediana de "X" es el cuantil de orden 0'5.

e Los cuartiles 1°, 2° y 3° de "X" son respectivamente los cuantiles de orden
025, 0'5 y 0'75.
e Tos deciles 1° 2°, .. y 9° de "X" son respectivamente los cuantiles.de ot-

den 0'1,02 .... 0'9.

e Los percentiles 1°,2° ... y 99° de "X" son respectivamente 1os cuantiles de
orden 0'01, 0'02 .... 0'99.

e Sila variable "X" es discreta, su moda corresponde al valor de la variable que

tiene mayor probabilidad de presentarse. Si "X" es continua, su moda corres-
ponde al punto en que la funcién de densidad presenta su maximorabsoluto.
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Medidas de forma

El coeficiente de asimetria de la variable aleatoria "X" se denota yq, y es
el cociente entre el momento de tercer orden respecto de la media y el cubo de
la desviacion tipica:
Cms  B((X-EX))

o3 o3
Si la distribucién de probabilidad de "X" es simétrica respecto a‘su media en-
tonces E((X — E(X))3) =0, porlo que y1 =0.

71

Si la distribucion esta sesgada hacia la derecha es v >0, siendo y4<0. si esta
sesgada hacia la izquierda.

El coeficiente de aplastamiento o curtosis de la variable aleatoria "X"
se denota v, , siendo:

m, . B(X-EX)*)
V2= 4T 3= o4 -3
Si ¥, <0 se dice que la distribucion de probabilidad de "X" es platicurtica
(mas "aplastada" que la distribucién "normal", para la que y,/=0, y de la
"normal” se dice mesocurtica). Si Y, >0 se dice que la distribucion de

"X" es leptocurtica (menos "aplastada" que la "normal").

A alfa N v nu

B B beta 2 & xi

I Y gamma O Q) omiqron

A &  delta e

E ¢ ¢psilon P p rho

Z C  dseta 2 0,5 sigma

H n eta T = tau

® 9 , 0 teta Y L ypsﬂon

I iota O 09 fi

K «  kappa X 7 ji

A A lambda Y vy psi

M mu QQ ® omega
jHaras un ridiculo espantoso si ‘-

el nombre de alguna letra del
alfabeto griego te deja con el
culo al aire!
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FONEMATO 2.7.1

1) Calculese la varianza de las variables aleatorias "X" y "Z" cuyas respectivas
funciones de probabilidad son:
x |1 2 3 4 5 2|1 2 3 4 5
f(x)[0'1 0'2 0'4 0'2 0'1°f(2)|0'2 02 0'2 0'2 0'2
2) Calculese la varianza de las variables aleatorias U =3—-4.X y W =5+4.6.Z
SOLUCION
1) Es:

por definicion | VENTANA

2
V(X)=E((X - E(X))2 ); D (x—E(X)) f(x)= l
ponderamos la masa f(x) que hay en punto "x" con la segunda potencia
del nimero "x — E(X)" que expresa la posicion de esa masa respecto.al
centro de gravedad (la media) de la distribucién de masa de " X",
y sumamos para todos los puntos que forman la distribuciéon de.masa

= B(X2)—(E(X))2 =10'2-32 =1'2

EX)=) x.f(x)=1.0"142.02+3.0'4+4.0'2+5.0'1=3
E(X2)=) x2.f(x)=12.0'14+22.0'2+32.0'4+42.0'2+52,0'1=10"2

e Es: V(Z) : E(Z2) - (E(Z)2 =11-32 =2

E(Z)=Y 2f(2)=1.0'2+2.0'2+3.0'2+4.0'2+5.0'2=3
E(Z2)=)22.f(z)=12.0'2+22.0'2+32.0'2+42.0'2+52.0'2 =11

0'1 0'2 0'4 0'2 01 0'2 0'2 0'2 0'2 ©'2

1 2 3 4 5 °° 1 2 3 4 527
Ambas distribuciones de masa tienen su centro de gravedad en el pun-
to "3", pues E(X)=E(Z)=3. El que V(X) < V(2Z) significa gue

la distribucion de "X" esta mas concentrada entorno
al centro de gravedad que lade "Z".

2) En general, siendo constantes "a" y "b", es V(a.X + b) =22,V (X);ast:

V) =VG-4X) = (H2 V) = (-4)2.1'2=19"2
VW)=V +6.2)=62.V(Z)=62.2=72
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FONEMATO 2.7.2

La funcién de probabilidad o cuantia de la variable aleatoria "X" que expresa el
ingreso diario (en miles de ddlares) de una empresa es

X | -1 2 4
f(x)=P(X=x)]03 0'5 02

1) Calculense los tres primeros momentos de "X" respecto al origen.
2) Si el aleatorio beneficio diario de la empresa es Y = —0'5 + (X/4); caleilese el

beneficio medio diario.

SOLUCION

1) El "momento" de orden "k" de la variable aleatonia "X"\res-
pecto al origen es la esperanza matematica de Xk.

Asi, siendo f(x)=P(X =x) la funcién de probabilidad de "X", el momento de

orden 1 de "X" respecto al origen, también llamado esperanza matemati-
ca, valor esperado o media de "X", es:

E(X) 3 3 xf(x) = (1) F(=1) + 2.£2) + 4.£(4) = (—1).03+2.05+4.02 =15

ponderamos la masa f(x) que hay en punto "x" con la primera potencia

del nimero "x" que expresa la posicion de esa masa respecto alofigen,

y sumamos para todos los puntos que forman la distribucién de masa

Por tanto, el ingreso diario medio o esperado es de 1500 dodlares.

El que E(X) = 1'5 significa que al concentrar la unidad de masa
de probabilidad asociada a "X" en el punto 1'5 de la‘recta real,
obtenemos la Unica variable degenerada cuyo momentosde pri-
mer orden respecto al origen coincide con el de la variable " X".

0'3 cG 0?5 02 1
1 15 2 g o= 1's B

La distribucién de masa de probabilidad asociada a "X" tiene su
centro de gravedad (CG) en el punto 1'5 de la recta real

Ambas distribuciones de masa tienen igual momento.de pri-
mer orden respecto al origen, pues para variable degenefada "Z tal
que P(Z=15)=1es E(Z)=1'5.£(1'5)=1'5.1=1'5.

El nimero E(X) = 1'5 = E(Z) puede emplearse com@ medida de
la posicion respecto de la que esta centrada |la unidad de
masa de probabilidad asociada al aleatorio beneficio diario
de la empresa.
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e Momento de orden 2 de "X" respecto al origen:

E(X2 by 3 x2.f(x) = (~1)2.£(=1) + 22 £(2) + 42 £(4) =

ponderamos la masa f(x) que hay en punto "x" con la segunda potencia

del nimero "x" que expresa la posicién de esa masa respecto al origen,
y sumamos para todos los puntos que forman la distribucién de masa

=1.0'34+4.0'54+16.0'2=5"5

e Momento de orden 3 de "X" respecto al origen:

E(X3) =3 X2 f(x) = (~1)3.£(=1) + 23 .£(2) + 43 £(4)=

ponderamos la masa f(x) que hay en punto "x" con la tercera potencia

del numero "x" que expresa la posicion de esa masa respecto al origen,
y sumamos para todos los puntos que forman la distribucion de'masa

=(-1).0'3+8.0'5+64.0'2=16"5

2) Siendo Y = —0'5+ (X/4) el aleatorio beneficio diario de la empresayel benefi-
cio esperado diario E(Y) es:

E(Y) ¢ E(-0'5+ (X/4)) : E(-0'5) + E(X/4) =

Y =-0'5+(X/4) E(Pepe + Juan) = E(Pepe) + E(Juan)

= —O'5+%.E(X) = —0'5+%.1'5 = —0"125

E(constante Pepita) = constante Pepita
Si"a" es constante = E(a.X) =a.EX)

Como E(Y) <0, nadie invertiria un céntimo en esta empresa.

El que E(Y) = -0'125 significa que concentrando la unidad de
masa de probabilidad asociada a "Y" en el punto -0"125"de la
recta real, obtenemos la Unica variable degenerada.cuyo mo-

mento de primer orden respecto al origen coincide con el de
"Y".

0'3 0'5 0'2 0'3 0'5 02 1
®: e 0. m» O
1 2 400 T ~0'75 0 05 ° 0425

SiY =—0'5+(X/4)

La variable degenerada "W" que concentra toda la masa de probabilidad
en el punto —0'125 tiene el mismo momento de primer orden respecto al
origen que la variable "Y". Esto hace que el numero real
E(Y)=-0"125=E(W) pueda usarse como medida de la posicién

respecto de la que esta centrada la distribucién la unidad de masa de
probabilidad asociada al aleatorio beneficio diario de la empresa.
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FONEMATO 2.7.3

La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "X" que expresa la
renta de los ciudadanos (en decenas de miles de dolares) de un pais es
_]2.x st x €[0;1]
£ _{ 0 st x ¢[0;1]
1) Calculense los tres primeros momentos de "X" respecto al origen.
2) Si el aleatorio ahorro es Y = X/5, calcular el ahorro medio y la probabilidad

de que el ahorro de un ciudadano supere el ahorro medio.

SOLUCION

1) El "momento" de orden "k" de "X" respecto al ofigen-es la

L. Kk .. ., .
esperanza matematica de X . Asi, siendo "f" la funcién de densidad de
"X", el momento de orden 1 de "X" respecto al origen, también lamado €S-
peranza matematica, valor esperado o media de "X" | es:

ponderamos la masa f(x).dx que hay en intervalo (x;x+dx) con

la primera potencia del numero "x" que expresa la posicion de esa

masa respecto al origen, e integramos en toda la recta real

=+00 x= x=1
BX) = 77 i e.ds = 7 x.@2x).ds -(2x3) 2

X
x== x= x=0 3

pues f(x) =0 si x ¢[0;1]y £(x) =2.x si x €[031]

Por tanto, la renta media o esperada es de 6666'666606066..... ddlafes.

El que E(X) = 2/3 significa que al concentrar la unidad desmasa
de probabilidad asociada a "X" en el punto 2/3 de la_recta real,
obtenemos la Unica variable degenerada cuyo momento de pri-
mer orden respecto al origen coincide con el momente de
primer orden de " X" respecto al origen.

La distribucién de masa de probabilidad asociada a "X" tiene-su
centro de gravedad (CG) en el punto 2/3 de la recta real.

f(x) =2.x —

L L
0 2/3 1 2/3

Ambas distribuciones de masa tienen igual momento de primer orden res-
pecto al origen, pues para variable degenerada "Z" tal que P(Z=2/3)=1

es E(Z) = (2/3).f(2/3) = 2/3. Por eso, el nimero E(X) =2/3 =.E(Z)
puede emplearse como medida de la posicion respecto

de la que esta centrada la distribucion la unidad de masa
de probabilidad asociada a la aleatoria renta.
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e Momento de orden 2 de la variable "X" respecto al origen:

= <= x=1
E(XZ)ZJ _é x2.f(x).dx =I (1) x2.(2.x).dx Z(%.X4) -1

X
X = X= X:0 2

ponderamos la masa f(x).dx que hay en intervalo (x;x+dx) con
la segunda potencia del nimero "x" que expresa la posicion de esa
masa respecto al origen, e integramos en toda la recta real

VE‘TA NA

= x= x=1
E(X3) ?J‘j;g x3.f(x).dx = JX:S x3.(2.x).dx = (%x5) _2

e Momento de orden 3 de la variable "X" respecto al origen:

x=0 5

ponderamos la masa f(x).dx que hay en intervalo (x;x+dx) con

la tercera potencia del nimero "x" que expresa la posicién de esa

masa respecto al origen, e integramos en toda la recta real

2) Siendo Y = X/5 el aleatorio ahotro, el ahorro medio o esperado es:

1 12_ 2

E(Y)=EX/5)==. - o=

() =E( /5)45 53 15
Si"a" es constante = E(a.X) =a.E(X)

E(X) =

El que E(Y) = 2/15 significa que al concentrar la unidad de masa
de probabilidad asociada a "Y" en el punto 2/15 de la‘recta real,
obtenemos la Unica variable degenerada cuyo momento de pri-
mer orden respecto al origen coincide con el moemento de
primer orden de "Y" respecto al origen.

e Siendo 2/15 el ahorro medio, la probabilidad de que el ahotro de un ciudada-
no supete el ahorro medio es la probabilidad del suceso Y > 2/15:

25 _ A _ x7! = =2
P(Y > = ;P(X> D=1, f().ds 2 -2/ 2xdxs.. =3
Y =X/5>2/15= X >2/3 |[ f(x)=0six ¢[0;1]; f(x) = 2.xsi x €[0;1]

e Siendo "F" la funcién de distribucion de "X" (o sea, F(x) = P(X <x);. calcu-
lemos la funcion de distribucion G(y) = P(Y <y) de "Y™:
G(y)=P(Y <y)=P(X/5<y)=P(X<5.y)=F(5.y)
pues P(X < Pepe) = F(Pepe) j

La funcién de densidad de probabilidad g(y) de "Y" es la derivada de G(y):
dG(y) _ dFG.y) _ dFG.y) dG.y) _ 5 dF(5.y)

8) = dy T dy T dG.y) " dy T dGy) ? i 8
G(y) =F(5.y) | | regla de la cadena % =f(Juan)

_|10.y si y €[0;1/5]
? 0 siye[0;1/5]

en la expresion matematica de f(x) sustituimos "x" por "5.y"

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 2.7.4

1) Calculese la varianza de la variable aleatoria "X" cuya funciéon de densidad de
probabilidad es f(x)=6.x.(1 —x), x €[0;1].
2) Calcdlese la varianza de las variables aleatorias U=-7-9.Xy W =5-3.X

SOLUCION
1) Es:

por definicion |

V(X)=B((X - B(X))?) ; [ (x=EX))* £(x)dx =

ponderamos la masa f(x).dx que hay en intervalo (x;x+dx) con
la segunda potencia del nimero x — E(X) que expresa la posicion de
esa masa respecto al centro de gravedad (la media) de la distribucién de
masa de " X", e integramos en toda la recta real

siempre

= E(X2) - (E(X))? ;%—@2 =0'05

- VENTANA
e E(X)= J.j:::: x.f(x).dx

X

:é X.(6.x.(1-x)).dx=....=1/2

2
pues f(x) =0 si x ¢[0;1]y f(x)=06.x.(1—-x) st x €[0;1]
o« B(X2)=[""" 20 dx 26 (- x).dx = .= 3410

pues f(x) =0 si x ¢[0;1]y f(x)=06.x.(1—-x) st x €[051]

2) En general, siendo constantes "a" y "b", es V(a.X + b) =a2.V(X); por tanto:
VU)=V(=7-9.X)=(-9)2.V(X)=(-9)2.0'05
V(W)=V(5-3.X)=(-3)2.V(X)=(-3)2.0'05
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FONEMATO 2.7.5 (VARIABLE UNIFORME CONTINUA)

Calcdlese la varianza de "X" si su densidad es f(x)=1/(b—2), x €[a;b].

SOLUCION

| por definicion |

V(X)=B((X - B(X))?) 3 [ (x=EX))* £(x)dx =

ponderamos la masa f(x).dx que hay en intervalo (x;x+dx) con
la segunda potencia del nimero x — E(X) que expresa la posicion de
esa masa respecto al centro de gravedad (la media) de la distribucion de
masa de " X", e integramos en toda la recta real

siempre

= BX2) = (B0 £ 2=~ (5P = = g0 a2
o« BX)=["" X.f(X).dXiJ.j:ab x.dx/(b—a)=..=(a+ B
pues f(x) =0 si x ¢[a;b]y f(x)=1/(b—a) si x €[a;b]
. Xzb _ _ . b3 —a3
VENTANA o E(X?)=[ """ x2.ds/(b—a)=.. =32

pues f(x) =0 si x ¢[a;b]y f(x)=1/(b—a) si x €[a;b]

Es un farsante: después de susurrarme al oido
los mas tiernos poemas probabilisticos, no'se
sabe como, ha obtenido una varianza negativa
y se ha quedado tan pancho, sin que la'mano se
le haya desprendido del cuerpo antes que perpe-
trar tan descomunal barbaridad

4

¢Qué delito

ha cometido?

FONEMATO

Entropia neuronal nula
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FONEMATO 2.7.6

Un individuo va tres veces al dia a una oficina ubicada en una zona en que no se
puede aparcar. Puede elegir entre las siguientes normas de conducta:

a) Aparcar en sitio prohibido, en cuyo caso le pueden multar con 50 §.
b) Llevar el coche a un aparcamiento que le cuesta 35 § cada vez.

1) Si la probabilidad de ser multado es 0'5, ¢cudl es la conducta con menor coste
esperado?

2) Determinese la cuantfa de la multa para que el coste esperado sea el mismo
tanto si se aparca en sitio prohibido como si se usa el aparcamiento.

SOLUCION

1) La funcién de probabilidad de la variable aleatoria X; que expresa el coste de
la i-ésima vez que aparca en sitio prohibido (i=1,2,3) , es:

X | 0 50
P(X;=x;)[0'5 0'5

Por tanto:

E(X;)=0.P(X; =0)+50.P(X; =50)=0.0'5+50.0'5=25
La variable aleatoria X =X + X, + X3 expresa el coste diario sizse€ aparca
tres veces en zona prohibida, siendo:

E(X)=E(X1 + X, +X3)=EX1)+ E(X»)+E(X3)=75

La funcién de probabilidad de la variable aleatoria Z; que expresa el coste de
la i-ésima vez que entra al aparcamiento (1=1,2,3), es:

Zj | 35
P(Zi=2z)| 1

Por tanto, E(Z;) = 35.P(Z; = 35) = 35.1 = 35.

La wvariable aleatoria Z =71+ Zy +Z3 expresa el coste diario si entra tres
veces al aparcamiento, siendo:

E(Z) = B(Z1 + Zo + 7.3) = B(Z1) + E(Z2) + E(Z3) = 105

2) Siendo "k" la cuantia de la multa, la funciéon de probabilidad de Xj es:
X; |0 Kk
P(X;=x;)[0'5 0'5

Por tanto:
E(X;))=0.PX; =0)+ kP(X;=k)=0.0'5+%k.0'5=k/2

En consecuencia, en lo que se refiere al coste esperado del apatrcamiento dia-
rio, sera indiferente aparcar en sitio prohibido o en el aparcamiento si es

k/2=35; 0 sea, si k="70.
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FONEMATO 2.7.7

Sea "X" una variable aleatotia cuya funcion de distribucion es

0 si x<0
x/4 si0<x<l1
(4+x2)/8 si1<x<2
1 sl x=>2

F(x)=

Represéntese F(x) y coméntese. Determinese la media de "X".

SOLUCION

e Como F(x) es constante a la izquierda de x =0 y a la derecha/de x=2, no

hay masa de probabilidad a la izquierda de x =0 ni a la derecha de = 2.

La funcién de distribucién "E" A F(x)
no es continua en x=1 (la 1
grafica de "F" esta "rota" en
dicho punto), y eso indica que
en x=1 hay una "masa pun-

tual" 5/8-1/4 =3/8 que coin-
cide con el salto que da F(x)

en x=1. El resto de la masa 1 > » x
(1-3/8=5/8) se reparte de

modo continuo entre los intervalos (0;1) y (1;2), pues F(x) es continua y

estrictamente creciente en dichos intervalos.

La funcion de densidad de probabilidad de "X" es la derivada de
la funcion de distribucion; asi:

0 six<0
F(x) J1/4 si0<x<1
dx ~ |x/4 sil<x<2

0 six>2

f(x)=

e Hs:

Momento de primer orden respecto al origen correspon-
diente a la masa puntual 3/8 que hay en x =1

Y
E(X)=1.(3/8) + | x.f(x).dx =

VENTANA

Momento de primer orden respecto al origen correspon-
diente a la masa que de modo continuo esta repartida entre
la infinidad no numerable de puntos del intervalo [0;2]

1 2 1 2
:§+JO X.%.dX-i-L X.%.dng+%.(xz)o +%.(X3)1 2%
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FONEMATO 2.7.8

La variable aleatoria "X" esta definida en los intervalos (0;1) y (3;4) asi como en
el punto x =2, siendo P(0<X<1)=0'2yP(X=2)=0"'l. En el intervalo (0;1)
la funcién de densidad es constante, y en el intervalo (3;4) es una recta de pen-
diente positiva. Determine la funcién de distribucion de "X" si E(X) =1157/420.

SOLUCION
Siendo f(x) la funcién de densidad de probabilidad, se nos dice que
f(x)=asix €(0;1); fx)=b.x+csix €(1;2)

e El valor de "a" lo determinamos al exigir que P(0 < X <1)=0"2:
PO<X <=} f(x).dx =} adx=a(x), =a=0'2=2 =02
e EXijamos que la masa total de probabilidad sea 1:
fo F).dx +P(X=2)+ [) f(x).dx=1=>

= J) 02dx 0"+ [ (bx+o.ds =1
4
:>02() +Ol+(]D 2+c.x) =1=
2 3
(1 — 4 (b 42 _(b 52 Y
= 0'2.(1 o)+01+(2.4 +4.c) (2.3 +3.0)=1=
= 7.b+2.c=1'4 (D)
o Es B(X)=J, x£(0).ds +2P(X =2+ [J x.£(x).dx =
' 1 ' 4
=0 2.{[0 X.dx+2.01+j3 x.(b.x +¢).dx =
—o02(l <2 b 3,¢ .2 37 7
=0 2.(2.x )O+o 2+(3 +<x )3_0 3+ b+l

Al exigir que E(X)=1157/420, resulta 0'3 + =~ 3 pt L e=117 (II)
3 2 420
1

e [a solucién del sistema de ecuaciones que forman (I) y (II) es b= yly n

35 0 o
e La funcion de distribucién de "X" es la F:R > ‘R tal que F(z) = P(X£2):

—{siz<0]> =" 0.dx=0

—si0<z<1]— :F(0)+j; 0'2.dx =0'2.2

Fo) :; - =F(1)+ jlz 0.dx=0'2
—>:F(2—)+P(X=2)+jZ 0.dx = 0'3

{3 <rga] > =R+ [) A3+ D)2 22 2302102

—>=F(4)+E 0.dx =1

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.9

Siendo los costes fijos igual a la unidad, la funcién de distribucion de la variable

aleatoria "X" que expresa el coste total de una empresa es

0 six<l
F(x)=4x—1 sil<x<2
1 six>2

1) Determinese la funcién de densidad de los costes variables.

2) Determinese el coste variable esperado.

3) Determinese la probabilidad de que el coste variable sea superior a 1'3.
4) Determinese la probabilidad de que el coste variable esté entre 0'3y 0'7.

SOLUCION

1) Si el coste fijo es 1 y el coste total es "X", el coste variable estd expresado por
la variable Z = X —1. La funcién de distribucién de "Z" es

0 s1z<0
F,(z2)=P(Z<2z2)=P(X-1<z)=P(X<1-2)=F(1+z)=12z si0<2zx51
1 siz>1

en la expresion matematica de F(x) sustituimos "x" por "1 + 2"

:ama:ﬂ:mﬂgﬁzﬁzzﬁgﬂﬁzﬁzi@:E
A

Latiguillo de remate: el que E(Z) = 2/15 significa que al concentrar la

unidad de masa de probabilidad asociada a "Z" en el punto 1/2,de la

recta real, obtenemos la tnica variable degenerada cuyo momento de

primer orden respecto al origen coincide con el momento de primer
orden de "Z" respecto al origen.

3) P(Z>1'3)=1-P(Z<1'3)=1-F,(1'3)=1-1=0
4) P(0'3<Z<0'7)=P(Z<0'7) = P(Z<0'3)=F,(0'7) - F;(0'3) =0"7— 03

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.10
Sea "X" una variable aleatoria cuya funcion de densidad de probabilidad es
0'4 st 0<x<1
0'05 si 2<x<4
kst 8<x<12
0 resto

f(x)=

1) Determinese la funcién de distribucion.
2) Calculese P(3 <X <10) utilizando la funcién de densidad.

3) Determinese E(X25).
SOLUCION

1) Primero hay que calcular el valor de "k", y para ello €xXigimos querla masa
total de probabilidad sea la unidad:

+00 1, 4 12 A
[ fx).dx=1= [ 0'4.dx+]) 0'05.dx + 7 kdx=1=
= 0'4.(x)} +0'05.(x); +k(x)y =1=>1= k:%

e I.a funcidon de distribiicién de "X" ec la F-R = R tal ane F(2)=PIX < 7).

—fsiz<0]>=[" 0.dx=0

— 1si0<z<1[>=F07)+ ] 0'4.dx=0"4
Lsil<z<2|>=FO)+ [ 0.dx=04

F(z) =———{si2<2<4 [ >=F@2)+ [] 0'05.dx=0'3+005.
—{si4<z<8[>=F@)+ [ 0.dx=0'5

—ls18<z<12|—> F87)+ [y o 1 ax x=2-0'5
——siz>12 ] >=1
1()1 L
2) P(3<X<10)= j3 005dx+j4 Ods+ [, —.dx=..5013
3) E(X25)= "7 x2 5.f(x).dx =
_ 2'5 2'5 <25 gx = . <2503
01 0'4.x dX-l-J. 0'05.x dx+J. .dx =3

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.11 (VARIABLE NORMAL TIPIFICADA)

Calcilense la media y la varianza de la variable "X" cuya funcién de densidad de

probabilidad es

f(x)= \/Zl_n.e_xz/z, x €R
SOLUCION

e Como la funcion de densidad es "par" (o sea, f(—x)=f())s SON

nulos todos los momentos de orden impar de "X" respecto al
origen; en particular, la media E(X) es cero.

e Es:
V(X)=E(X2)- (EX)2=1-0%2=1

E(X2)=["" x2.f(x).dx iz.jo“’o x2.f(x).dx =

pues t(x) =x2.f(x) es "par"; o sea: t(—x) = t(x)

2 [ x2.eP 2 dx=— [ (@2).e72.7V/2 g

_«/2.75. 0 f\/g
x2/2=7=x =2.21/2 = dx zg.z_l/z.dz

Los limites de integracion no cambian

Sik>0, es T =, 7k Le7z.dz=(k =1).0(k-1)

_2 % g, Y 2 ré-2lrd-2

Jeh Jx

VENTANA

De la variable "X" se dice que tiene distribucion normal de parametros
Oy 1 (o normal tipificada), y se esctibe X = N(0;1).

Esta es la variable con la que trabajemos mas frecuentemente; %
su funciéon de distribucién es:

z 1
—0 /2.7

La integral es tan petarda que el valor de F(z) esta tabulado para
ciertos valores de "z", lo que es un estupendo, pues‘esatabu-
lacion nos ahorrara el uso de integrales a la hora de calcular
probabilidades de sucesos relacionados con una variable
aleatoria N(0;1).

2
e X /2 gx

F(z)=P(X <z)=

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.12 (VARIABLE NORMAL NO TIPIFICADA)
Calculense E(X) y V(X) si la funcién de densidad de probabilidad de "X" es

1 )2 2
f(x)= ———— e (x—2)=/2b , xER,b>0
&) b.A/2.TT y :

SOLUCION

e Como la funcién de densidad probabilidad de la variable "X" es simétrica res-
pecto al punto "a" (pues f(a —x)=f(a + x)), es E(X) =a.
e En vez de calcular la varianza usando la formulita V(X) = E(X2) — (E(X))2,

lidiaremos a lo bestia, porque en este caso es mas comodo:

V(X)=E((X - E(X))?) ?bZ

B((X ~ E(X))2) = [* (x ~2)2.£(x).dx 2 [ -2 fx).dc 2

pues t(x) = (x —a)2.f(x) es simétrica respecto del punto "a"

" 0 (x— a)z.e_(x_a)z /2.b2 dx =

b.A/2.1t 70
(x—a)2/2.b2=z=>x=a+ J2.b.21/2 = dx =%.Z_1/2.d2

Si x=a=>(@a—-2)2/2b2=2=2=0
X = 400 => 7 = 40

2 2
— 2b% [+ zl/z.e_z.dzz—z‘b .F(%):

Jr 0 A n

Sik>0, esT(R)= [ z6~Le72.dz=(k~1).T(k-1)

2.b2 1 1. _2.b2 1
=" L =4 L Jr =12
2 DX 2
1
=)=
VENTANA <2> Jr

De "X" se dice que tiene distribucion normal de parametressgas y
"b" (o normal no tipificada), y se escribe X = N(a;b).

En su momento veremos que si X ~N(a;b), la variable (X —a)/b tiene
distribucién N(0;1)... y este gran chollo nos permitird usar la‘tabla de la
tuncién de distribucion de la variable N(0;1) para calcular probabilidades de
sucesos relacionados con la variable X = N(a;b), pues 2’}_}7

P(st)=P(XgagZ;a):

= P(N(O;l) <Z g a) = miramos en la tabla

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.13 (VARIABLE GAMMA)

Calcilense la media y la varianza de la variable aleatoria "X" cuya funcién de

densidad de probabilidad es

a1l 1 —
f(x)=r(n).xn leax x>0,2>0,n>0
SOLUCION
. o+ oo a0 R _
o [s: E(X) =] xf(x).dx =] X.r(n).xn X dy=
— a TO o n a.X — a 1 TO h .-z —
NORL xn e 'dxfr(n)'aﬂﬂ o Zhe .dz

ax=z=>x=z/a=>dx=dz/a
Los limites de integracién no cambian

1

}a.r(n).l—‘(n+l) a.r(n).n.r(n) .
Sik>0, es ()= [~ z1.e7z.dz=(k—1).0(k-1)
e Es:
(n+1) 2
V(X)= B(X2)— (Bx)2 = 20FD 02 n
()= B(X) - (BO0)? L 2 - 1= 8
oy _ [t 5 _[t® 5 an Y =
E(X )—_[_OO x4 f(x).dx = 0 X 'F(n).Xn .e~a.X Wx
—_a [0 4l a-ax __an 1 TO 0+l o2 due
NORL x0tle 'dX$F(n)'an+2 o e .dz
ax=z=>x=7/a=>dx=dz/a
VENTANA Los limites de integraciéon no cambian
1 n.(n+1)
= JT(n+2)= (n+1).nl'(n)=——7—=
a2.T'(n) ( ) aZ.F(n)( J-n1(n) a2

Entonces, como
Z ~Exp.(a)=G(1;a),
es E(Z)=1/ay
V(Z)=1/a2

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.14 (VARIABLE BETA)

Calcilense la media y la varianza de la variable aleatoria "X" cuya funcién de

densidad de probabilidad es
1

f(x)=

xP~L(1—x)9-1, 0<x<1,p>0,q9>0

B(psq)
SOLUCION
¢ st :+OOX.X.X=1X. 1 <P~ 1 1=x)9-1 dx =
Es: BX) =" x.f(x).d jo 8o p-1.(1-x)a-1.d
1 b gl e P19
B(P;q)'jo Pl —x)a7 B(p;q)
Sim>0yn>0,es B<m;n)=.l.; Xm_1-(1—x)n_1.dx _ Fr(‘zfif)l)
I'(p+1).I'(q)
_Tp+q+l) T(p+D).I'(p+q) _
Lp).I'@@ TEIe+q+))
I'(p+q)
__pI.IP+tqyg _ p
I'(p).(p+q).I'(p+q) p+q
e Es:
V(X)=E(X?) - (E(X))? = p+l _( p )2
4 (ptq++D).(p+q) \p+q

B(X2)= [ x2.f(x).dx = ] X2.B<pl;q).xp—1.(1 _x) N =
= 1 1X+l — X _1dX=M=
Bpsy Jo AT =SS
C(p+2).0(q) VENTANA'
_Bp+2,9 _ T'(p+q+2) T'(p+2).I'(p+q) _
B(p;q) I'(p-I'(q TEI(p+q+2)
I'(p+q)

_ (p+1.p.T(p)-I'(p+9) _ p+tl
F(p).(p+q++D).(p+q9).I'(p+q) (p+q++D).(p+q)

No entiendes algo si no eres

capaz de explicarselo a tu abuel@.

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.15

La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "X" que expresa
el gasto mensual (en millones de euros) de una empresa es

f(x)=k(x—x2), 0<x<1

1) Calctlese la probabilidad de que el gasto sea superior al gasto medio:
2) Calculese la varianza del gasto.

3) Calculese la probabilidad de que el gasto sea de 400000 euros.

4) Calculese la probabilidad de que el gasto sea superior a 700000 eutos.
5) Calctlense la media y la varianza de Z=9-3.X

SOLUCION

1) Para determinar "k" €XigimosS que la masa total de probabilidad sea la
unidad:

j:: f(x).dx=1= _[(1) k(x—x2).dx=1=
1

k. l. 2 _l. 3 = k:
= (2 X 3 X )() 1= 6
: _ 1)\ _
Es: P(X > E(X))=P(X > 2);
1
E(X)=_[j§ x.f(x).dx :6._"3 x.(x —x2).dx = 6,(%_;;3 —%_X“)O :%

1 1
:Il/Z f(x).dx=6.J.1/2 (X—Xz).dX:....

2) Es:

V(X) = E(X2) - (B(X))2 ;% -1 = «t

E(X2)= [ x2.f(x).dx = 6J(l) x2.(x — x2).dx =

1
= 6.(%.){4 —%.XS)O =%

Latiguillo de remate: es una medida de la dispersién que respecto a su
centro de gravedad (media) tiene la distribucién de masa de probabilidad
asociada a la variable aleatoria "X".

3) La probabilidad de que una variable aleatoria continga tome un
valor concreto es O; por tanto, P(X =0"'4)=0.

&) Fs: P(X>0'7)= [ £(x).dx =6.J, (x —x2).dx =um
5) Es: E(Z)=FE(9-3X)=9-3E(X)=9- 3.%
V(Z)=V(9-3.X)=V(-3.X)=(-3)2.V(X) = 9.2%

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.16

La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "X" que expresa la
demanda mensual de ilusiones es f(x)=k.x,0<x<4.

Determinense el cuantil de orden 0'9, el primer cuartil, la mediana y la moda.

SOLUCION
e Para determinar "k" exigimos que la masa de probabilidad sea la unidad:
4
oo _ 4 _ 1 2} _ _1
J._OO f(x).dx —l:>JO k.x.dx —1:>k.(2.x )() =1=>k= 3

e Se dice que "x" es el cuantil de orden "q" (0 < q<1) de una variable aleatoria
"X" si "x" es el menor valor tal que P(X S X) 2 q.

Si"X" es continua y "F" es su funcién de distribucién, el cuantil de otden "q"

es la solucion de la ecuacion F(x) = q.

e Como hay que calcular un monton de probabilidades, merece la
pena determinar la funcion de distribucion de la variable™" X";
siendo z €[0;4], es

- 2Y 2
F(z)=P(X<z)= jo 3 _(RJO:%

e El cuantil de orden 0'9 (también llamado noveno decil o nonagésimo percen-
til) corresponde al punto "z" tal que F(z) =P(X <2)=0'0:

72
1 2~ =0'9=2=,/16.0'9

e El primer cuartil (también llamado vigésimo quinto percentil) corresponde
al punto "z" tal que F(z) =P(X<z)=1/4

2
Z- = l =z=2
e [.a mediana (también llamada segundo cuartil, quinto decil o quincuagésimo
percentil) corresponde al punto "z" tal que F(2)=P(X <7z)=1/2

zz_l _
== NE)

H "

e [a moda corresponde al punto en el que la funcién de densidadide pro-
babilidad presenta su maximo absoluto.

En nuestro caso, siendo f(x)=x/8 creciente en el intervalo [0;4], swmaximo

absoluto se presenta en el extremo superior del intervalo; es decit, en el punto

x =4,

iOjo!, lamoda puede no ser unica. ]

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.17

ILa funcién de cuantia de la variable aleatoria "X" es

| -1 2 4 7 11 15 20
f(x)= HX—@|O% 0'2 0'2 0'15 0'1 0'1 0'2

Determinense el cuantil de orden 0'9, el primer cuartil, la mediana y la moda.

SOLUCION

n_n

e Se dice que "x" es el cuantil de orden "q"

(0<q<1) de la variable aleatoria
"X" si"x" es el menor valor tal que P(X < X) >q.

e Determinemos la funcién de distribucion de "X":

(0'00 si x < —1
005 si—1<x<?2
025 si2<x <4
045 si4<x <7
0'60 si7<x <11
070 sil1<x <15
0'80 si15<x <20
1'00 six>20

F(x)=P(X <x)=

e FEl cuantil de orden 0'9 (también llamado noveno decil o nonagésimo percentil)
es el menor valor de "x" tal que F(x) =P(X <x)20'9; o sea, el punto x = 20.

e El primer cuartil (también llamado vigésimo quinto percentil) es el menot valor
de "x" tal que F(x)=P(X <x)2>0'25; 0 sea, el punto x = 2.

e J.a mediana (también llamada segundo cuartil, quinto decil o quincuagésimo
percentil) es el menor valor de "x" tal que F(x)=P(X<x)20'50; o sea, la

mediana es x = 7.

e [a moda de una variable discreta corresponde al valor mas probable de ésta.
En nuestro caso hay tres modas: 2, 4 y 20.

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.18

La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "X" que expresa la
renta de los ciudadanos (en decenas de miles de délares) es

_Jx—1s1 x €[1;2]
f(X>‘{3—x si x €[2;3]

1) Calculese la probabilidad de que la renta no sea inferior a 25000 §.
2) Determinese la renta que no superan el 35 % de los ciudadanos, yilarque no
superan el 65 %.

SOLUCION

) N (3 _ B 1
1) Es: P(X>2'5)= j2,5 f(x).dx = j2,5 B-x)ds=...=¢
2) Debemos determinar el punto c €[1;3] tal que P(X <c¢)=0'35.. Veamos si
algun punto del intervalo [1;2] satisface la anterior condicion:

P(X<c)=0'35= [© f(x).dx=0"35= [ (x—-1).dx=0'35=
—o0 1

—1)2
:%.((x —1)2)f =0'35:>%=0'35:>c=1+1/0'7 =~ 1'8366 <[1;2]

Por tanto, la renta del 35 % de los ciudadanos no supera los 18366 $.

e Decbemos determinar el punto c €[1;3] tal que P(X <c¢)=0"65"Veamos si

algun punto del intervalo [1;2] satisface la anterior condicion:

P(X<c)=0'65= ¢ f(x).dx=0"65= [ (x—1).dx =0'65=
—0 1

(c—1)2
2

:%.(@—1)2);:0'65: =0'65=> c=1+1'3 g[1;2]

Obvio: como el punto buscado "c" no esta en el intervalo [1;2], lo buscamos

en el intervalo [2;3]:
P(X<c)=0'65= [ f(x).dx=0'65=
= [0 (x-Dds+ 5 3-x).dx=0'65=
1 2 2 1 2 c —_n!
:E.((x—m ), —E.((3—X) ),=0'65=
= ..=>c=3-,/0"7=2"1633 €[2;3]

Por tanto, la renta del 65 % de los ciudadanos no supera los 21633 3.

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.7.19

Ia funcién de densidad de la demanda "X" de escabondrios es

) = 1/8 si x €[0;4]
)=V 122 x)/64 si x e(4:12]

551 X<?2

o ) 5si25X<4
El beneficio "U" depende de la demanda: U = 10 si4< X <8

15 s18<X <12

1) Determinese la demanda esperada.
2) Determinese el beneficio esperado y la varianza del beneficio.

SOLUCION

1) Es: E(X)=J-j:§ X.f(X).dx=_[g X.%.dx+ iZ X.126;X.dX:....=%

2) El beneficio lo expresa la variable discreta "U" que respectivamente toma los
valores —5, 5, 10 y 15 si ocurren los sucesos X <2, 2<X<4,4<X<8.y
8§<X <12,

Como hay que calcular un monton de probabilidadeg'relaciona-
das con la variable "X", merece la pena invertir unos.segundos
en obtener su funcion de distribucion:

Z .
d_x_g’ s10<2<4

F(z)=P(X<7)=1" © 2812 24.2—72 - 16
— X — Z—7c — . <
F(4)+j4 o dx e ,sid<z<12
e La funcién de probabilidad de la variable "U" es:
u | =5 5 10 15
PU=uw)|2/8 2/8 3/8 1/8
ke

*P(U=-5)=P(X<2)=P(X<2)=F(2)=2/8
*P(U=5)=P2<X<4)=P2<X<4)=P(X<4)-P(X<2)=
VENTANA =F(4)-F(2)=(4/8)—-(2/8)=1/8
*P(U=10)=P(4 <X <8)=P(4<X<8)=P(X<8)-P(XL4)=

24.8-82-16 4 3
=F@)-F@4)= 128 "8 8

*P(U=15)=1-P(U=-5)—P(U=5)—P(U=10)=1/8

o Es: E(U):(—5)%+5%+10.§+15%:%

-6

V(U) = E(U?) - (E(U))* = ry

* 8

E(U2)= (—5)2%+52.§+102%+152.33 02
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FONEMATO 2.7.20

El momento factorial de una variable aleatoria "X" se denota m(k), siendo

m(k) = B(X.(X = 1).(X = 2)....(X = k +1))

1) Determinese una expresion de V(X)) en funcién de los momentos factoriales.
2)Si E(X)=0, V(X)=1ym(3)=1, determinese el coeficiente de asimettia de la
variable "X".

SOLUCION
1) Es: V(X)=E(X?) - (E(X))? ; m(2) + m(1) — (m(1))?

+m(l)= E(X - 1+1) = EX) = (E(X))? = (m(1))?
* m(2)=E(X.(X - 1)) =E(X2 - X) =E(X2) - E(X) =
= E(X2)=m(2) + E(X); m(2) + m(1)

VENTANA E(X) =m(0)

B((X - E(X))?) _4_,
WV(X))? 4l
E((X - E(X))3) =E(X3 - 3.X2.E(X) + 3.X.(E(X))? — (EX))3)=

=E(X3)-3.E(X2).E(X) + 3.EX).(E(X))2 — (E(X))3 =
= E(X3) - 3. E(X2).E(X) + 2.(E(X))3 : E(X3)=4

2) Es: Y1 =

VENTANA pues se nos dice que E(X) =0

m3)=1=E(X.(X-1).(X-2))=1=E(X3 -3X2 +2.X)=1=
= EX3)-3EX2)+2EX)=1=
= E(X3)=1+3E(X?)-2EX)=1+3 i4

E(X)=0
V(X)=E(X2)—(E(X))2 =1= E(X2)=1, pues E(X) =0

Como yq >0, la distribucion de probabilidad esta sesgada hacia la detecha.
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FONEMATO 2.7.21

Determinese el momento de orden 4 de la variable aleatoria "X" respecto de su

media si E(Xk)=2.k, k=1,2,3,4.
SOLUCION

E((X - E(X))4 )i B((X -2)%)=

EXKk)=2k=E(X)=2

- (3).E(X4) + (ﬂ (—2).E(X3) + (‘2‘) (—2)2.E(X2) +
+(‘3‘). (-2)3. E(X) + (j). (-2)4 =

?

E(X*)=2.4=8;E(X3)=2.3=6;E(X2)=2.2=4;E(X)=2

=8+4.(-2).6+6.(-2)2.4 +4.(-2)3.2 4+ (-2)*

EL PROFESOR QUE CORRIGE EL EXAMEN

Todos los profesores son de la misma opinion: corregir examenes no
gusta a nadie, no es trabajo agradable enfrentarse por n-ésima vez a la
tarea de leer y puntuar un monton de folios escritos por principiantes:que
en la mayoria de los casos no tienen ni idea y solo escriben barbaridades
y estupideces sobre el asunto de sota, caballo y rey que por j-€sima vez
cae en examen. Por eso, cuando un profe se sienta a correginexame-
nes no suele estar de buen humor.

Asi las cosas, lo que escribamos 0
dibujemos en examen debe dife-
renciarnos positivamente de los
demas, y para conseguir tal dife-
renciacion y que al profe se le
caigan los pantalones, basta escribir
o dibujar pensando que no se lo sabe
y por tanto hay que llevarle de la
mano, explicandole todos los aspectos relevantes de las conexiones
neuronales que establezcamos en cada caso.
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FONEMATO 2.7.22 (VARIABLE GEOMETRICA)

Determinense E(X) y V(X) si la funcién de cuantia de "X" es

P(X=x)=p.q*1;p>0,q>0, p+q=1, x=1,23,....

SOLUCION
o0 o0
. EX)= )Y xPX=x)= ) x.pq¥l=
x=1 x=1
o0
- p 1
.Y xql= -
2 A0-9? P
VENTANA —
Astutamente, observamos que x.qX~1 =d(q¥)/dq; por tanto:
S v 499 _df ¥ d( g 1
2 xq¥l=3 =2 L= 3 qF |=—- =
x=1 x=1 dq dq x=1 qu 1—(1 (l_q)Z
o0
ZqX=q+q2+q3+ ...... .
_ I-q
x=1 T
estamos ante una serie geométrica de razéon "q"; como ‘razén‘ <1,
) primer sumando q
la serie es convergente, y su suma es - =
1—razoén 1—q
2— 1 1=
. V)= E(X2) - (BX)? 55~ 5=t =—%
p p p p
— VENTANA
E(X2)= ;1 x2.P(X =x)=p. a x2.qx~1= 7

T

Astutamente, observamos que x2.q*~! =d(x.q¥)/dq; por tanto:

iXZ X—lzimziixxzi §XX_1=
| dq dq -q dq q. -9
x=1 x=1 x=1 x=1
Hace un momento hemos visto que Z X.qx_l = 5
x=1 (1-9)
24( q J:a—qﬂ+2-q-<1—q>:<1—q>+2-q: f+q
dg{ (1-q)? (1-q* (1-q)? (1=g)?
_1+(-p_2-p
t p> p>
puesq=1-p
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FONEMATO 2.7.23

La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria "X" que sélo
toma valores en el intervalo [0;1] es proporcional a m.x + n.

Determinense "m" y "n" sabiendo que E(X)=4/7 y BE(X2)=17/42.

SOLUCION
Sea "f" la funcién de densidad de probabilidad de la variable "X".

e Siempre hay algun principiante que al leer que "f" es proporcional a "m.x + n"
escribe f(x)=k.(m.x + n), donde "k" es la constante de proporcionalidad.

No hace falta introducir "k" en la historia, pues al escribir

fx)=k(mx+n)=kmx+kn=cx+d

km=c;kn=d

de nuevo encontramos una funcion lineal f(x)= (constante).x + (constante),

y asi no ganamos nada.

Exijamos que E(X)=4/7 y BE(X2)=17/42:

4_m_ _n_4
EO=7237277 O
EX) =" xf(x). dx:jé x.(mox + n).dx = .. = TF8
_17  m,n_17
E(X)—42:*>4+3 T
E(X):J.jz Xz.f(x).dxzfé xz.(m.x+n).dxz....:%+%

Suicidate si no sabes resolver el sistema de ecuaciones que forman (I) y (II).
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FONEMATO 2.7.24

Siendo "X" y "Z" variables aleatorias tales que Z=a+ b.X, demuéstrese que
tienen los mismos coeficientes de asimettia y de curtosis.

SOLUCION

En general, siendo Z=a+ b.X y "k" un nimero natural, es:

E((Z-E@2)k)= E((a +b.X —E(a+ b.X))k) -

E(a+ b.X)=a+ b.E(X)

=E((a +b.X —a - bEX)) ) =E((b.X - bE(X))") =

k
= E((b.(X - E(X))*) = bk B((X - E(X)k)
Sean Y1 y Y2 los respectivos coeficientes de asimetria y de curtosis de "X":

E((X — E(X))3 E((X - E(X))4
. (X - E(X))3) - (c <>>)_3

(JE((X—E(X»Z))3 (E((x - Ex)2))”

Siendo Y7 y Y5 los respectivos coeficientes de asimetrfa y de curtosis de"Z", es:

E((Z - E(2))%) b3.E((X - E(X))3)

(VE(z- E(Z))Z))3 T (y/b2.E(x - E(X))Z))3

*

1=

=71

E((Z-E(2))3)=b3.E((X - E(X))3)
E((Z - E(2))2) = b2.E((X - E(X))?)
E((Z - E(2))*)=b*E((X - E(X))*)

E((Z-E(2))*) ) 3£ b4 E((X - E(X))*)

(B(z- E(Z))Z))2 (b2 E((X - E(X))? ))2

Y2 = -3=v;
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2.8 VARIABLE TIPIFICADA

Si la variable aleatoria "X" tiene media p y deviacion tipica &, la variable alea-

toria Z = (X —u)/o tiene media 0 y desviacién tipica 1:

B(Z) = B((X - p/o) = o2 B =B

A
propiedades de la esperanza EX)=pn

>

V(Z) = V((X - w)/o) ; GI—Z.V(X — ) ; é.v(x)? g—z =1

propiedades de la varianza V(X) =062

De "Z" se dice que es la variable tipificada correspondiente a "X"

2.9 TEOREMA DE MARKOV

Siendo "X" una variable aleatoria y g(X) 20 otra variable cuyo valotr.depende del

valor de "X", si existe E(g(X)), para cada valor positivo A que fijemos, es:

P 21)5 EgX)

Supuesto que "X" es discreta y que "f"' es su funcién de probabilidad, se
tiene que:

EgX)=2 sx)fx)= 2 s®f®+ 2 g2

x/g(x)2A x/g(x)<h
g®@20yf(x)20=> Y ox).f(x)20

x/g(x)<A

> Z g(x).f(x) = X[ z f(X)J =AP(g(X)2A)=
x/g(x)Zh x/g(x)2A

= P(g(X)> 1) < @

O sea, Markov permite calcular una cota superior de la probabilidad del
suceso de que una variable g(X)2=0 tome un valor no inferior a una cantidad

A >0 fijada de antemano... y para obtener dicha cota basta conocer E(g(X)).
Por ejemplo, siendo E(g(X))=15, si tomamos A =75, Markov garantiza que
P(g(X)275)<15/75=0"2.
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2.10 TEOREMA DE TCHEBYCHEF
Aplicando el teorema de Markov a g(X) = (X — E(X))2, resulta:

B(X-EX)?)  v(x) :
pues B((X - E(X))2) = V(X)

P((X-E(X))2 21)<

Como (X —E(X))2 24 | X — E(X)|>+vA =h>0, podemos expfesar (I) asi:
P(|X -E(X)|2h)<V(X)/h* (II)
Recordando que el numero E(X) indica la posicion del centro de gravedad de la

distribucién de masa de probabilidad asociada a la variable "X", la'expresion (II)
indica que la probabilidad del suceso ‘X - E(X) ‘ >h de que "X" tome un valor

que se diferencie de E(X) en al menos "h" no es superior a V(X)/h2.
Para el suceso | X — E(X)|> h:
P(|X - E(X)|>h)<P(|X - E(X)|>h)<V(X)/h2 (III)
Para el suceso | X — E(X)| < h complementario del |X —E(X)|2h es:
P(‘X—E(X)‘<h)=1—P(‘X—E(X)‘2h)%1—(V(X)/hZ)
pues sabemos que P(| X — E(X)|2h) < V(X)/h2

Para el suceso ‘X - E(X) ‘ <h:
P(|X —E(X)|<h)2P(| X - E(X)|<h)21-(V(X)/h2) “@V)

h j< h >
> X

. n= |E<X> R

LLa masa que hay en el intervalo [u—h;u+h] no es inferiora

1—(V(X)/h?), y la que hay fuera de él no es superior a V(X)/h?

Por ejemplo, si E(X)=9, V(X)=5 y tomamos h =7, Tchebychet dice que
P(|X-9]>7)<P(|X-9]|27)<5/72

o lo que es igual:

5
P(\X—9\s7)zp(\X—9\<7)zl—7—2
O sea, Tchebychef garantiza que no es superior a 5/72 la probabilidad de/que la

variable "X" tome un valor cuya distancia a 9 sea mayor que 7; yresto es lo mismo
que decir que la probabilidad de que la variable "X" tome un valor fuera del

intervalo (9—7;9+ 7)=(2;16) no es superior a 5/72.
Por tanto, la probabilidad de que "X" tome un valor en (9—7;9+7)=(2;16) no
es inferior a 1—(5/72).
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Siendo & la desviacién tipica de "X" (o sea, V(X)=62), como G se expresa en

las mismas unidades que la variable "X", no es ninguna tonteria entronizar a G
como unidad de referencia para medir lo cerca o lejos de E(X) que estan los

valores que toma la variable "X"; asi, si hacemos h=k.c, la expresion (III) se
transforma en:

V) _ 4

k2.02 k2

P(|X - E(X)|> ko) <P X -E(X)|> ko)<

Y la expresion (IV) se transforma en

V(X) 1
P(\X—E(X)\sk.cs)zp(\X—E(X)\<k.c)z1—mz1—k—z
k.o >l< k.c —VJ
> X
p=E(X) ,‘

b |

La masa que hay en el intervalo [u—k.o;u+k.c] no es inferior a

1—(1/k2), y la que hay fuera de él no es superior a 1/k?2

La siguiente tabla recoge las acotaciones que proporciona Tchebychef para dis-
tintos valores de "k":

Dentro | Fuera
kzsz(\X—E(X)\sz.c)m—ziz: '7500 | 20'7500 | <0'2500
k=3:>P(\X—E(X)\s3.c)21—3i2: '8889 | >0'8889 | <0'114d
k=4:>P(\X—E(X)\S4.G)21—4%20'9375 >0'9375 | £0'0625

Tchebychef es famoso porgue sin mas que conocer laimedia y la
varianza de una variable aleatoria "X", permite acotar Ta'masa de
probabilidad que hay dentro o fuera de un intervalogSimeétrico
respecto al centro de gravedad de la distribucién de masa
asociada a "X", y ello sin necesidad de conocer la distribueion de
probabilidad de " X".

Nadie se acuerda de Tchebychef si se conoce la distribucién de
probabilidad de "X", pues en tal caso puede calcularse con exactitud
matematica la masa de probabilidad que hay dentro o fuera de cualquier intervalo
(s6lo acota quien no tiene certezas plenas).

Por ejemplo, si "X" es continua y se conoce su funcion "f'. de densidad de
probabilidad, entonces:

P(|X — B(X)| < ko) = [FEO* ko

E(X)—k.o f(x).dx

P(|X = E(X)|2 ko) =1—P(| X = E(X)| < ko) =1— [LV £x) dx

E(X)-k.oc
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FONEMATO 2.10.1

Si de la variable aleatoria "X" que expresa el nimero mensual de bostezos de un
bipedo implume se sabe que tiene media 80 y varianza 25, determinese la proba-
bilidad de los siguientes sucesos:

01)76<X <84 02) X &(77;83)  03)65<X <95
04) X £(70;90) 05)55<X <98  06) 70 <X <95
07) X <97 08) X >90 09) X > 65

10) X < 69 11)66<X <94  12)57<X <99
13)65<X <99  14)|X—80[=20 15) X £(50;99)
16)66<X <94 17)60<X <70 18)86<X <95

SOLUCION

Como se desconoce la distribucion de probabilidad de ™X*{ni los
japoneses mas listos pueden calcular probabilidades de su¢esos
relacionados con "X"; lo Unico que puede hacerse es llamar a
Tchebychef para acotar probabilidades.

Siendo p y V(X) las respectivas media y varianza de "X", es:
P(|X - p|<h)=P(X-p|<h)>1-(V(X)/h2)
P(|X - u)\>h )< B \X u|>h) < V(X)/h?

La masa que hay en el 1ntervalo [uw—h;u+h] no es inferiora

1—(V(X)/h?), y la que hay fuera de ¢l no es superior a V(X)/h2

En nuestro caso es u =80 y V(X) = 25.

1) Elintervalo (76;84) contiene a la media L =80 y es simétrico respectoa: LL.

V(X> 25
P(76<X<84)?P(‘X—p‘<4)21 =1-
l‘ 4 >L< 4 >l_>
X
76 pn =280 84

Como 1-(25/16)<0, la acotacion obtenida es trivial: no hace falta

llamarse Tchebychef para proclamar a los 4 vientos que la masa
de probabilidad que hay un intervalo es mayor o igual que un
ndamero negativo.

Si h2 <V(X) es 1—(V(X)/h2)<0, yen tal
caso, la acotacién P(| X — p|<h)>1— (V(X)/h?2)
se llama de Perogrullo
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2) El intervalo complementario del (77;83) no contiene a la media p =80 y es
simétrico respecto a L.

P(X ¢(77;83))=1—P(77 < X < 83)

:
3 >L< 3 >
71; =280 5o
V(X)
:1—P(‘X—M<3)il—(l— = ):%
N
P(|X-p|<3)21- g()

Como 25/9>1, la acotacién obtenida es trivial: no hace falta

llamarse Tchebychef para pregonar por los 5 continentes que la
masa de probabilidad que hay un intervalo no es superiora 1.

- iNo me digas mas!... si N ‘

h2 <V(X) es V(X)/h2 >1,
y en tal caso, la acotacion

P(|X — p|>h) < V(X)/h2

\se llama de Tarugullo/

3) El intervalo (65;95) contiene a la media p =80 y es simétrico respecto a UL

OOO [Asi da
gusto)!

V(X) 25
P(65<X <95 =P(| X —n|<15)>1— 2 =122
( 3 (X -pn|<15) 52 5
14 15 »[4 15 >
X
65 =280 95

4) El intervalo complementario del (70;90) no contiene a la media =280 y es

simétrico respecto a L.

P(X ¢(70;90) =1—P(70 < X < 90)

A
14 3 >L< S
77 =280 83
VX)\_ 25
:1—P(‘X—M<10)il—(l— 02 j:mo
_ _ V&)
P(| X —u|<10)21-—5
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5) El intervalo (55;98) contiene a p =80 y no es simétrico respecto a M.

P(55<X<98)iP(62<X<98):

}4 18 >L< 18 >
® X
98

55 62 1 =80
V(X) 25
=P(X-p|<18)=1- =1-
(X -p|<18) e 182

0) El intervalo (70;95) contiene a u =80 y no es simétrico respecto a L.

P(70 <X <95)2P(70 <X <90) =

S R

70 =380 90 95
VX) 25
=P(|X—-p|<10)=21~- =1-
(X-pl<10)21-— 73 02
7) El intervalo (—00;97) contiene a pL =80 y no es simétrico respecto a L.
_ VX)) _ 25
P(X<97)2P(63<X<97)_P(\X—p\<17)21——2_1——2
A 17 17
14 17 >L< 17 —»
X
63 pn =380 97

8) El intervalo (90;+ o0) no contiene a L =80 ni es simétrico respecto a L.

P(X>90):1—P(XS90)i1—P(|X—p|<10)£

P(X <90)>P(70 < X <90) = P(| X — p|<10)

14 10 >L< 10 >
X
90

70 pn =380
-(1-109)_ 3
4 102 ) 102
VX)
P(|X-pn|<10)21——==
9) El intervalo (65;+ o) contiene a L =80 y no es simétrico respecto a L.
_ VX)) _,_ 25
P(X>65)2P(65<X<95)—P(\X—u\<15)21—?—1—ﬁ
14 15 —>le 15 —»
- X
65 n =280 95
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10) El intervalo (—00;69) no contiene a p =80 ni es simétrico respecto a .
P(X<69):1—P(X269)i1—P(|X—p|<11)§

P(X >69)>P(69< X <91)=P(| X — pu|<11)

14— 11 —>L<— 11 —»l_n(

pn =380

121
P X —p|<11)21—(V(X)/112)

11 — (1= (V(x)/112)) =

11) El intervalo [66;94] contiene a la media p =80 y es simétrico respectoa L.

V(X) 25
POO6SX<OPHZ2PO66< X <IN =P(|X-pn|<l4)21——F=1T=-—"
( )2 P( >(\ pl<14)21-—3 vE
14— 14 —>L<— 14 —»
X
66 1 =80

12) El intervalo [57;99] contiene a L =80 pero no es simétrico respecto a .

P(57SXS99)2P(57<X<99)ZP(61<X<99):

14— 19 —>L<— 19 —»J
. +—> X

57 n =80
_p(X - V) 25
=P(| X - p|<19)>1 IO

13) El intervalo [65;99] contiene a 1 =80 pero no es simétrico respecto a L.

P(65£XS99)2P(65<X<99)2P(65<X<95):

J—w—»k—ls—»l e M

=80 95 99
V) 25
—P(X—p|<15)21-—2=1- 22
(X-pl<15)21-—5 52
V(X
14) P(|X — 80| > 20) < 282)=%

15) El intervalo complementario del (50;99) no contiene a la media p =80 y no

es simétrico respecto a L.

V)25
P(X & (50; 99)):P(X¢(61 99 =P(X—p[219)<— =
19 >l< 19 —»
50 61: p =280 919_>X

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
© Rafael Cabrejas Hernansanz



16) El intervalo (66;94] contiene a i =80 y es simétrico respecto a L.

P(66<XS94)2P(66<X<94)i

P(\X—u\<14)z1—m:1_é

142

14 14

142
>L<

66

14 —»p
X
=80 94

17) El intervalo (60;70) no contiene a =80 ni es simétrico respecto-a. k.

P(60<X<70)<P(X<70):1—P(X270)i1—

P(| X -pl<10)<

P(X270)2P(70< X <90) =

14— 10 —>L<— 10 _'l—n(

P(X-pu|<10)

70

1 =380

P(86<X<95)<P(X>86)=1—P(X£86)il—

i 1- (1= (V(X)/102)) = 25/100

P(| X —u|<10) 21— (V(X)/102)

P(X <86)>P(74 < X <86)=P(| X — u|<6)

e,

74 pn =380

- (1= (V(X)/62))=25/36

P(X—p|<6)21-(V(X)/62)
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FONEMATO 2.10.2

El namero de clientes que entran al dia en un almacén tiene media 20 y desvia-
cion tipica 2. Determinese una cota inferior para la probabilidad de que:

1) El numero de clientes esté entre 16 y 24, ambos exclusive.
2) El namero de clientes esté entre 17 y 24, ambos inclusive.
3) Entren menos de 25 clientes.

SOLUCION

Sea "X" la variable aleatoria que expresa el nimero de clientes que entran al dia
en el almacén.

1) Como el intervalo (16;24) es simétrico respecto a la media de "X" (20), la
aplicacion de la desigualdad de Tchebychef es una gilipollez:
VX) _

P16<X <24)=P(|X-20|<4)>1- -

22 _ &
1—4—2—0 75

2) Como el intervalo (17;24) no es simétrico respecto de la media, 20, de "X", la
aplicacion de la desigualdad de Tchebychef sélo es para listos:

V(X 2

13(173)(324)213(173st3)=P(\X—zo\<3)21—3(—2)=1—§—2

3) Como el intervalo (—00;25) no es simétrico respecto de la media, 20;de " X", la

aplicacion de la desigualdad de Tchebychef sélo es para muy listos:
VX)) _y_22
52 [ 52

P(X <25)2P(15< X <25)=P(| X - 20| <5)>1—

Para darte el aprobado, tu
profe de Estadistica no te pedira
que hagas sombra a Tchebychef.:
le bastara que acredites no chuparte
el dedo en relacion a los asuntos
fundamentales de la asignatura

CHEBYCHEF
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FONEMATO 2.10.3

1) Sea "X" una variable aleatoria con media 0 y varianza 62. Sea Y =a.X,
siendo a > 0. Pruébese que P(‘ Y‘ > h) <aZ.62/h2.

2) Imponiendo las condiciones que se consideren oportunas, demuéstrese que
dadas las variables "X" y g(X), es P(g(X)<k)=1- E(g(X)).

3) Sean Wy 62 la media y la varianza de la variable "X" cuya funcién de densidad
es f(x)=x2/243, x €[0;9]. Determinese P(u—2.6<X<u+2.0)y compa-

rese el resultado con la cota de Tchebychef.

SOLUCION
1) Siendo E(Y)=E(@.X)=a.EX)=0y V(Y)=V(@X)=2a2.V(X)=22.62, es:
P(Y-E(Y)|2h)=P(Y-0|>h)<V(Y)/h% =a2.62/h?

2) Se tiene que:
Markov: sik >0y g(X)>0, es P(g(X) > k) <E(g(X))/k

P(g(X) <k)=1-P(g(X) 2 k) §1 - (B(g(X))/ k)i 1= E(g(X))
siendo k> 1, es E(g(X))/k < E(g(X))

3) Se tiene que:
_ [(ut2o _ 11023
P(u—2.0<X<p+2.0) _ju_z‘c f(x).dX;

vy £(x).dw=01952

- VENTANA = 5
¢ E(X)= [ xf(x).dx =[] x.f(x).dx=..=6'T5

0 02 = V(X)=E(X2) - (EX))? = [ x2.£(x).dx = 6752 = e 231375

o E L—2.0=06'75—-2.,/3'375=3'27
s
L+2.0=06"75+2.4/3'375=10'23

Segun Tchebychef:
P(L—26<X<pu+206)=P(|X-pl<2.0)2

S V(X) 1 c2
(2.6)2 (2.6)2

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.10.4

1) En una Universidad en la que sélo hay estudiantes de Derecho y de Econo-
mia, se sabe que el 60 % estudian Economia. Se sabe que el 25 % de los
estudiantes de Derecho terminan la Carrera. Sabiendo que la probabilidad de
terminar una Catrera en esa Universidad es 0'19, ¢cual es la probabilidad de

que un estudiante que ha terminado sea de Economia?

2) Si el nuimero medio de estudiantes que acuden a un examen es 300, con
varianza 100, ¢cual es el nimero de sillas necesario para poder‘asegurar que
todos los asistentes podran sentarse con una probabilidad no menor de 0'75?

SOLUCION

1) Si"E" es el suceso de que un alumno estudie Economifa, dicen que P(E)=0'6

y P(E)=1-0'6=0"4; y siendo "T" el suce- N
so de que un alumno termine la Carrera, dicen O—'6)E 4’ > =
que P(T)=0"19 y P(T / E)=0'25. b, ?
La probabilidad pedida P(T/E) se obtiene al 04 = [———T

. \ - ———E 078 7T
exigir que P(T)=0'19, aplicando el teore-

ma de la probabilidad total:
0'25=P(T)=P(E).P(T/E) + P(E).P(T/E)=
=0'25=0"'6.P(T/E)+0'4.0'25= P(T/E)=0"15

Se mira el resultado de un experimento aleatorio (un alumno ha
terminado la Carrera) Y luego se busca la probabilidad defquedicho
resultado sea debido a una causa particular entre todas las po-
sibles causas (piden la probabilidad de que sea de Economia). Segun el
teorema de Bayes (version cinemascope), es:

definicién de probabilidad condicionada
PENT) P(E).P(T/E) B 0'6.0'15
P(T) A P(E).P(T/E)+P(E).P(I/E) 0'6.0'15+0'4.0'25
* Regla de la multiplicacion: P(E N'T) =P(E).P(T/E)
* Segun el teorema de la probabilidad total, es:
P(T)=P(E).P(T/E)+ P(E).P(T/E)

P(E/T) =

2) Siendo "X" la variable aleatoria que expresa el nimero de estudiantes que van
al examen, buscamos "c" tal que P(X<c)=0'75... y como de™X" sélo

conocemos su media y su varianza, hay que lidiar con el capote de‘Tchebychef:

P(XSc)iP(GOO—cSXSc)=P(‘X—300‘S¢—300)2

l« c—300 ﬂ<— c-300 » O

600 — ¢ 300 c
V&) 100
(c—300)2 (c —300)2

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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2.11 FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS

/Laf.g.m es un N
caso particular A -
de |la Esperanza

Matematica

N

La funcion generatriz de momentos de la variable aleatofia "X" es la
D:R-> R tal que D(t) = E(et'X ) Puede ocurrir que D(t) no esté definida para

algunos valores de "t".

e Si"X" es discreta y puede tomar los valores x1, ... ,Xp,.... , siendo"f" su fun-

cién de probabilidad o cuantia (f(x;) = P(X = xj)), es:
O(r) = B8 ) = 51 £(xy) # .+ €50 £(x )+ .

e Si"X" es continua y "f" es su funciéon de densidad de probabilidad, entonces:

O =E(etX)= [T et f(x).ds

X=—00

Propiedades de laf.g.m

e [a funcién generatriz de momentos de "X" es unica, y caracteriza plenamente
a la variable; es decir, dos variables aleatorias son iguales sélo si'tienen la mis-
ma funcién generatriz de momentos.

e Lafgm de "X" puede no estar definida para algunos valores de "t".
o O(0)=E(e0X)=E(e0)=E1)=1.
e Siendo O(t) = E(et-X), es claro que @(t) no puede tomar valofes negativos,

pues @(t) es la esperanza matemiatica de una funcién de "X" (etX).que no
toma valores negativos.

e Si existe D(t), existen sus derivadas de todo orden en el punto t =0, siendo
dkd(0)
dk

En efecto, supuesto que "X" es continua y que "f" es su funciéon de densidad

de probabilidad, siendo
d(t) = B(etX) =

= F(Xk)

=400
T etx f(x).dx
X =—00
Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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CS:

—q) = =
d d,EO> = (Jj_ —Ts X.Ct'X.f(X)-dX) = j_ +:§ x.f(x).dx = B(X)
o t=0 —_
2P _ _
%:(J‘j_ +:§ Xzetxf(X)dX) = ;{_ +;O Xzf(X>dX =E(X2)
t == _ —
kd _ _
% _ Uj— - Xk.et.X,f(X).dx) =T k£ (). iy SR
t - t=0 -

S "X" es discreta y "f" es su funciéon de probabilidad o cuantia, basta sustituir

las integrales por los correspondientes sumatorios.

00 2wk

. E(X®)

e Siexiste D(t), es D(t) = Z TR . En efecto:
k=0

debido a la linealidad del operador "esperanza”

o0 0 o0 k
CD(t)ZE(et-X)zE[ > %.(t.X)k)i > E(%.(t.X)k)i > %.tk

k=0 k=0 ) k=0
o 1
etX =) E.(t.X)k
k=0

Si el cilculo de dk®(0)/dtk es infumable (como en el ejercicion2:41:2), no
podremos calcular E(XX) usando la formulita E(Xk)=dkd(0)/dtk; en tal caso

efectuaremos el desarrollo de @(t) en serie de potencias de "t", y tendremos en

cuenta que el coeficiente de tk en dicho desarrollo es E(Xk)/k!.

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.11.1 (VARIABLES GEOMETRICAS)

1) Si en una moneda la probabilidad de obtener cara es "p", determinese la dis-

tribucién de probabilidad de la variable aleatoria "X" que expresa el nimero de
veces que debe lanzarse una moneda hasta obtener una cara. Utilicese la fun-
cién generatriz de momentos para calcular la media y la varianza de "X".

2) Determinese la distribucién de probabilidad de la variable aleatotia"Z'" que
expresa el nimero cruces que se obtienen hasta obtener una cara, Calcdlense la
media y la varianza de "Z".

3) Determinese la funcién generatriz de momentos de U=a + b.X.

SOLUCION
1) Denotando Cy. al suceso de obtener "cara" en el k-ésimo lanzamiento de la

moneda (k=1,2,.....), es P(C)=pyP(Ck)=1-p=q. Si "X"wexpresa el

numero de veces que debe lanzarse la moneda hasta obtener cara, ocurre el

suceso X =x solo si ocurre el suceso C1 N Co2 M ... Cx—1 N Cy; por tanto:

P(X=x)=P(C1 NC2N..NCx1NCy)=

los lanzamientos son independientes —

=P(C1).P(C2). .......P(Cx—1).P(Cy)=q*"Lp, x=1,2, ...

o0 o0
e Hs: @X(t)zE(et-X)z Y etxP(X=x)= ) etX.q¥zllp=

x=1 x=1

o0 o0 X (e 0]

=p. Z et.x.qx—l — p.et. Z e_'.qx—l — p’et. Z et.(x—l)_qx—l A
x=1 x=1 et x=1
o0
=p.et. Y (qet)x1= p.et.(l +q.et +(qet) + ... ) =

x=1

=p.et ; t<—Lngq

1
f 1-q.et

1+qet+(qet)? +.... es una serie geométrica de razén q.et> 0;

s1 0 <razén<1 (= t<—Lnq) la serie es convergente

VENTANA y su suma es Primer Sumando
|

1 — Razéon

Familia .... venid a reiros

)— de un@ que se atraganta
- con una serie geomeétrica
g
Tu examen ‘
 E—
dd(0 et.(1—q.et)+q.e2t 1
N
(1-q.et) =0 p

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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o Es VX)=EX?) - (BX))? g ...= 9/p’

d20(0) :

E(X2)= 12

2) Si"Z" expresa el numero de cruces que se obtienen hasta obtener cara, ocurre
el suceso Z =z soélo si ocurre el suceso C1 M C2 N ... N C, N C 475 ast:

P(Z=2)=P(C1NC2N..NnC,;NC,yq)=

los lanzamientos son independientes

=P(C1).P(C2). .......P(C,).P(C,41)=q%.p, z=0,1,2, ....

e Observa: siendo obvio que Z =X —1, también puede lidiatse asi:
P(Z=2)=P(X-1=2)=P(X=1+72) ; q+2-1 p=qz.p, 2=0,1,2;....

P(X=x)=q*lp, x=1,2,....

. F(Z) = B(X —1) = F(X)—1=1_1=17P_4d
(2)=EX-1)=E(X) 5 P
. V(Z)=V(X-1)=V(X)=—>
P
3) Es:

Dy (1) = E(et.U) — E(et.(a+b.X)) — E(ea.t.eb.t.X) — ea.t.E(eb.t.X)

:

E(epepe'X) = O (Pepe) ; en nuestro caso, Pepe = b.t

1
————; b.t<-Ln
1—q.ebt 1

= et Oy (b.t) = eat.p.ebt,

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.11.2

Sea "X" la variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidad es

f(x) = {x/z 0<x<2

resto

1) Determinese el k-ésimo momento respecto al origen.
2) A partir de la funcién generatriz de momentos, determinese el k-ésimo mo-
mento respecto al origen.

SOLUCION

k)= [t <k 12 krtge— b (k222K
1) E(X ) J._OO x K. f(x).dx 2._[0 x &l dx 2.(k+2).<x )O s
2 B9 = B(etX) = [ etx f(x).dx = % | j x.etX dx =

Por partes: J: u.dv = (u.v): = _[; v.du

VENTANA u=x=>du=dx
dv=etX dx=>v= Ietxdx—l t.x

t
2
1 (X arx X
—Z.K(t.et )0 ) et dx)
Hre) e )
1-

=2 ((%-e“)‘ e - 1)) -

=i (14 (2= 1))

Es B(Xk)=dkd(0)/dtk ... pero nos entran ganas de suicidarnos al pensat' en el

petardo de calcular la k-ésima derivada de d(t) = (1 + (2.t —1).e2t )/ (2:t2).

Descartado el suicidio y la derivacion de tan espantosagfuncion
generatriz de momentos, la Unica alternativa es desarrgllar la fun-
cion generatriz de momentos en serie de potencias de™t" pues sa-

bemos que el coeficiente de tk en dicho desarrollo es E(Xk)/k!.

Vamos a la guerra:

D) = X (l+(2t—1) e2:t)

:
Pepe P © Pepek ey
como ePepe =1 + ?!)e+ 65!6 +...= Z el};e , es et = Z . k!>
k=0 k=0
1 2.0, (20° 2.9k
_ T+t 1+ + 2+t ]| =
2tz[ (2.t )[ TTIAY k!

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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1 2.6)2  (2.t)3 (2.t)k+1
_—2-t2.£1+(2.t+ TR TR s W

—( 1+ﬁ+<2't)2 2.4’ + +—<2't)k + ... )]:

T I TR
1 (((2.@2 L@0d okt +.“)_

C0¢2” 1! 21 k!

2.t)2  (2.t)3 2.t)k
—( o + 3] +....+k—!+....)]:

_ 1 (@y?r (2u? 1 (@13 (213
el 2 a2l a7

1 ( 2ok (2.t)k)+

22 |\ (k=11 7 K
22 92 23 23 2k+1 2k+1
=1+t S-S |+ t2 | S |+ L+t — + .
t(zz 3!) ‘ (31 41) ‘ ((k+l)! (k+2)!
Como el coeficiente de tk en el desarrollo en serie de potencias dé la funcién

O(t) es B(Xk)/k!, resulta:

E(Xk)  ok+1  ok+l
kI (k+D! (k+2)!

Por tanto:

2k+l 2k+1 = 2k+1
k+2

B(XK)= ((k+l)! T (k+2)!

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.11.3 (VARIABLE EXPONENCIAL)

Sea "X" la variable aleatoria cuya funcion de densidad es f(x)=e™%, x> 0.

1) Determinese el k-ésimo momento respecto al origen.

2) Determinese E(Xk) a partir de la funcién generatriz de momentos.
SOLUCION
+0 +00

Siendo natural "p", es I'(p) = J(;LOO xP~le=x dx = (p +1)!

En nuestro caso es p— 1=k, porlo que p=k+1

2) d(t) = E(etX) = j_*;f etX f(x).dx = j0+ P etx ex dx =
+o0 1 o (1) ~
i e dx“_t g e tdz==(-07 <]

La integral s6lo converge si 1 —t > 0; en tal caso, haciendo

(1-t).x=zesx= d_zt’ y los limites de integraciéon no cambian

1

Por tanto: E(X) = % =(1.1- t)—Z)t:O =1

...........................................................
...........................................................

== =(1.2.3.. k(1 - t)~(FD) o =K

t=

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.11.4
Sea "X" la variable aleatoria tal que P(X =0)=1/3 y P(X=1)=2/3.

Determinese F(Xk) a partir de la funcién generatriz de momentos.

SOLUCION
Es:
1
— t.X ) = t.X — :l 0.t 2 1.t:l 2 t
D(t) E(e ) X:Oe P(X =x) 3¢ +3.e 3+3.e
ko
Como ®'(0)=®"(0)=....= DK (0)=2/3, es E(Xk)= dd k(o) :%
t

También podemos calcular F(XK) teniendo en cuenta que el coeficiente de tk

en el desarrollo en serie de ®(t) es E(Xk)/k!, y como dicho desarrollo es

1,201 2(), 0 2 tk

CD(t)—3+3.e _3+3'(1+1!+2!+”"+k1+”")
EXF) 21 )

resulta ser o —g.k!,porloque EX >_§

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.11.5

Determinese la funciéon generatriz de momentos de la variable aleatoria "X" cuya
funcién de densidad es f(x)=2.cos 2.x, x €[0;7/4].

SOLUCION

D(t) = E(et-X) = J‘:: etX . f(x).dx = Z.J.(;TM etX cos 2.x.dx i

etXsen 2.x
J. etX cos 2.xdx=——"——

A 2

*u=etX = du=t.etX dx

%J. etXsen 2.x.dx =

sen 2.x

* dv = cos 2.X.dX:>V:JCOS 2.x.dx = 2

2 2

2 2°
T\ *u=etX = du=tetX.dx

*dv=sen2.x.dx => v= Jsen 2.x.dx =—

etX.sen 2.x t( etX.cos 2.x ¢

+ —.I et-X cos 2.X.de

cos 2.X
2
O sea, aparece de nuevo la primitiva que hemos de calcular:

etXsen 2.x = tetX.cos 2.x {2

j. etX cos 2.x.dx = > + 1 T etx cos2.x.dx

por tanto: VENTANA

etXsen 2.x t.etX.cos 2.x
2 3
etXsen 2.x t.etX.cos 2.x
2 T 4 j

(1+ %)J‘ et-X.cos 2.x.dx =

= I etX cos 2.x.dx = 1 ftz (

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.11.6

Sea "X" la variable aleatoria cuya funcién de densidad es f(x) = %.e_x , X €R.

Determinense la funcion generatriz de momentos, la media y la varianza.

SOLUCION

D(t) = E(et-X ) = I_J:: et f(x).dx ; %(J.io etx.ex.dx + J.JOO etX e~x .dx) Y

SiXSOi‘X‘I—Xif(X>:%.CX

six>0:>‘x‘=x:>f(x)=%.e_x

sit €(—1;1), pues la 12 integral sélo converge si 1+t >0

(=t>-1)yla22 sélo convergesil —t>0 (= t<1)

_1 (Y < T —ox _
_E'(I—w e(l+t). .dx-f—jo e—(1-1). .dx)—

0 00
:%.(%ﬂ.(e(ﬁ-t).x)_w - i t.(e—(l—t).x); ):

= (0= T 0-D)= 5 s te(nil)

e Como la funcién de densidad es "par" (pues f(—x)=f(x)), todoslos:smomen-
tos de orden impar respecto al origen son nulos; en particular, E(X)=0.
d2d(0)

° — AN 2 —
V(X)=E(X?) - (E(X)) 12

—0=...=2

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.11.7

Sea "X" la variable aleatoria con densidad f(x) = E e0x— k‘ x €N, 0>0.

Calcule su funcion generatriz de momentos, E(X) y el coeficiente de asimetria.

SOLUCION
o O(t)= E(et-X ) = Ij: etx f(x).dx =

Q k X 00.(x—k oo X o—0.(x—k -4
2.(-"_00 etx e0.( ).dx+jk etx e=0.(x—k) dx | =

—ll

*siXSk:>—|X—k|:X—k:>f(X>:%.eﬂ.(X-k)

#5ix > k= o|x - k|=~(x = ) = £(x) = 5.0 R

k 0
= %.(e—e-k.j_w e(t+0).x dx + Bk .I+ e(t=0).x .dx) £

_0 (ebk (t+0).x K ek e(t—0).x _

e T

sit €(—0;0), pues la 12 integral s6lo converge si t + 60 >0
(= t>-0) yla22 sélo converge sit—0<0 (=t<0)

_6 — o(t=0).ky | =
2(t+ (e e(t=0) ))

_ 0 etk etk ) fetk 1 1 \_ 02tk
_2'(t+6 t—@)_ 2 '(t+6 t—e)‘ez t2’t€(ee)

e [a densidad es simétrica respecto al punto x =k, pues f(k+x)=1f(k —x):

f(k+x)= g.e_e~(k+x)_k = %.e_e-x

(o= x)=3.e 00K = D=0l = 0 = (1 x)

Asi, podemos apostar tranquilamente un brazo a que E(X)=k y a que son

nulos todos los momentos de orden impar respecto de la media; por tanto, el

coeficiente de asimetria ¥ es nulo, pues ¥ = E((X - E(X)3)/ o3,

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.11.8

Sea "X" la variable aleatoria cuya funcién de densidad es f(x)=e¢™%, x>0.

Determinese la funcién generatriz de momentos de Z =X — E(X).

SOLUCION
+00 +00
Es: B(X)=[" xf(x).ds=][ X.e—X.dxir(Z)zl!=1

Siendo natural "p", es I'(p) = J(;LOO xP~1le=x.dx = (p£1)!

En nuestro caso es p—1=1, porlo que p=2

Es: D(t) = E(et2) = B(et(X-D) = E(etX emt) = et E(et-X) =

+00 +00
=ect I etx f(x).dx=e"t .Jo etxeXdx=
—00

—e-t J:OO e—(I-)x dx = — le:tt .(e—(1—t)-X )(J)roo =— f:tt .(O - 1) =

La integral solo es convergente si 1 —t >0

e_t
<1
t—1

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 2.11.9
1) Calculese la varianza de la variable aleatoria "X" cuya funcién generatriz de
momentos es D (t)=(0'8 +0'2.et)4.

2) Determinese la funcién generatriz de momentos de Z=a + b.X.

SOLUCION
1) Es: V@Q:HX%—@QQZTW
_do0) _ d20(0)
]ﬂXysig——m.JﬂX%——Ez——n“
2) Es: CDZ(t) — E(et-z) i E(et.(a+b.X)) — E(et.a .eb.t.X) —

| Z=2a+b.X||et2 no depende de "X" J
= et-a.E(eb-t-X)iet-a.CDX(b.t) =

E(ePepe- Xy = D (Pepe), y en nuestro caso Pepe = b.t
X eta,(0'8 + 0'2.et-b)4

en O (t)=(0'8 +0'2.et)* sustituimos "t" por "t.b"

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 2.11.10

Determinese la funcién generatriz de momentos de la variable aleatoria "X" que
tiene la siguiente distribucion de probabilidad:

P(X=0)=02;P(X=1)=0'3; f(x)=0'1, x €[2;7]
SOLUCION

La variable "X" reparte su unidad de masa de probabilidad de modeo "mixto": en
los puntos x =0 yx =1 hay sendas masas puntuales, y el resto de la masa se re-

parte de modo continuo entre los puntos del intervalo [2;7].
7
7
=0'2+0'3.et +0'1]  etxdx=
2

'

=0'2+0'3.et +¥.(et-x); =0'2+0'3.et +OT'1.(e7-t —e2t)

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.11.11

Una empresa fabrica un producto que comercializa so6lo en Espafia. La funcion
de densidad de la variable aleatoria "X" que expresa la demanda mensual (en mi-
les de unidades) es

x st 0<x<1
f(X>‘{2—x sil<x<2

1) ¢Cuadl ha de ser la cantidad producida para que se satisfaga la demanda con
probabilidad 0'9?

2) St un mes la demanda ha sido superior a 800 unidades, calcilese laprobabili-
dad de haya sido superior a 1500 unidades.

3) Determinese la funcién generatriz de momentos de "X".

4) Determinese la probabilidad de que la demanda difiera de su media es.mas de
200 unidades. Comparese el resultado con el obtenido mediante la acotacion
de Tchebychef.

5) Determinese el valor esperado de la demanda total si la empresa decide ‘expor-
tar y la funciéon generatriz de momentos de la demanda en el extranjero (tam-
bién mensual y en miles de unidades) es

D(t)= %.et + %'eZ.t + %_eh

SOLUCION

1) La grafica de la funcién de densidad es la de la
figura adjunta. Resulta obvio que la distribucion
de masa es simétrica respecto al punto x =1, por
eso apostamos la vida a que E(X)=1 y a que la

mediana de "X" también es 1.

Debemos hallar "c¢" de modo que P(X<¢)=0'9,

y es evidente que dicho punto, que es el noveno decil de la distribucion de
probabilidad de "X", esta en el intervalo [1;2].

2
P(X<c)=0'9=P(X>c)=0"1=[" (2—-x).dx=0'1=
C

2
1 — ' l ' — _ '
:(2.x—§.xz)c =0 l:>§.c2 —2c+1'9=0=>c=2-,/0'2
Observa: puedes lidiar con la cuenta de la vieja, pues hay que calcular
"c" de modo que el area del triangulo sombreado sea 0'1... y comorlabase y la
altura son "2 —¢", ha de ser:

(base).(altura) _ (2-0)? =

"
2 U
f(x)
11—
|
|
|
0 1c 2 °°F
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2) Debemos calcular la probabilidad del suceso X >1'5/X>0'8:

P(X>1'5;X>0'8) P(X>1'5)
P(X>0'8) T P(X>0'8)

2 2

L,S f(x)dx jl,S (2—x).dx

J‘OZ'S f(x).dx ) I;'8 X.dX-l—LZ (2 —-x).dx o

P(X>1'5/X>0'8)=

X +00 1 2
3) Bs: O(t)=F(etX)=|" " etxf(x).dx = jo x.etx . dx + L (2 —x)etx.dx =
1 2 2
= J x.etX dx + Z.J etx dx — J xetx dx=...
0 1 1 +

I X.et.X .dX = z.et.X — l.J‘ et.X .dX = X.et.X — i'et.x = et_X.(X — l)
t t t t2 t t
1 u=x=du=dx

rdx =etxdx=v = J. etXx dx =etx /t

VlENTA NA

4) Siendo E(X) =1, la demanda diferira de su media es mas de 200 unidades s6lo

si ocurre el suceso ‘X — 1‘ >0'2:

P(|X-1[>0'2)=1-P(|X-1]|<0'2)=1-P(0'8<X <1'2)=

1'2 1 1'2
=1- 0’8 f(X).dx=l—J‘0'8 X.dX—Jl (2—-x)dx=...

Segun Tchebychef, st E(X) =1, es:

P(|X-1|>0"2)=P( X - E(X)|>0'2) < o3 ?

V(X)=E(X2) - (E(X))2 =E(X2)-1 i

E(X2>=J_+:§ Xz-f(X)—dx=jé x3.dx+j12 x2.(2 = x).dx =am

5) Si "Z" expresa la demanda en el extranjero, la demanda total esta expresada
por T =X+ 7, siendo:

E(T)=EX+2)=EX)+E(Z) i1 +%
_de©) (1 2 % 7
B(Z)=—1 = (g,et +2 et +§'e3.t)t_0 -7
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2.12 FUNCION CARACTERISTICA

- La funcion
caracteristica es un
caso particular de la

Esperanza Matematica

Recuerda: los nimeros complejos son de la forma z=a + bii, siendo
i=+/-1 y"a"y"b" nimeros reales; del niimero real Va2 + b? sedice'que
esel mAdulo de z=a+ b.i, y se denota ||z|. Del nimero complejo
z=a—b.i se dice que es el conjugado de z=a + b.i

/

La funcion caracteristica de la variable aleatoria "X" se denota @, iy es la
funcién compleja de variable real "t" que definimos

@(t)=E(eltX), teR

e Si "X" es discreta y puede tomar los valores x1, ... ,Xp,.... , siendo "f"' su fun-

ci6én de probabilidad o cuantia (f(x;) = P(X = xj)), es:
Q) =E(eltX) = el tX1 f(xq) + ...+ ebt¥n f(x,) + L
e Si"X" es continua y "f" es su funciéon de densidad de probabilidad, entonces:
o(t) = E(ei.t.X) —

Propiedades de la funcidén caracteristica

ST elex f(x).dx

X=—00

e la funcién caracteristica de "X" es tnica e identifica plenamente ala yariable;
es decir, dos variables aleatorias son iguales solo si tienen la misma funcién ca-
racteristica.

e Existe @(t) para todo valor de "t", siendo | @(t)[ < 1.
e ¢(0)=E(el0X)=E(0)=E(1)=1.
* Es o(—0)=0(0).

e la funcién caracteristica es continua en todo punto; o sea:

lim. [|o(t+h)—o)||=0, VteR
h— 0

e Sila variable "X" tiene momento de orden "k" respecto al origen, es:

dke(0)

—:k k
= R BXE)
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En efecto, supuesto que "X" es continua y que "f" es su funciéon de densidad

de probabilidad, siendo

o(t) = E(ei-t-X ) = J‘X:Jroo el-tx f(x).dx

X=—00

CS:

d([)(O) _( X=+0 Ltx ) L [x=to 4
Ta sz_w L.x.eltx f(x).dx 0 1.L:_Oo xf(x).dx =1.E(X)

dZ(P(O) ( X =400 0t ) . X =+400 )
= x2.etx f(x).d =i2. 2f(x)dx=1i2.E(X2
G2\ e i) =i d s i B

.....................................................................................................

t=0

Si "X" es discreta y "f" es su funcién de probabilidad o cuantia, basta sustituir
las integrales por los correspondientes sumatorios.

_ 00 ( k) . .
e Bs o(t)= >, Y .(i.t)%. En efecto:
k=0 <
o(t) = E(eitX =E( 3 i(ltX)kj—
(eltX) ; go ]
X =y LX)k
k=0 )
?gb E(kl!.(l.t.X)k)?kgo —<kl ).(1.t)k

| debido a la linealidad del operador "esperanza” |
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FONEMATO 2.12.1

Siendo 0 < p<1, sea "X" la variable cuya funcién de cuantia es
X | 0 1
P(X=x)[1-p p
1) Determinese la funcién caracteristica de "X", empleandola para calcular la
media y la varianza de "X".
2) Determinese la funcién caracteristica de la variable U=a + b.X.

SOLUCION
1) Es: px (1) =E(eltX) = i eltx P(X =x)=
=elt0 P(X=0)+eltl P(X=1)= E?}()( =0)+clt.P(X=1)=1=p+ pelt
Es: V(X)=E(X?) - (E(X))? N p?=p.(1-p)

doy (0)/dt = i.E(X) ? ip=iB(X)=E(X)=p

dox (0)/dt=(ipeit)  =ip| VENTANA

A2 (0)/dt2 = i2 E(X2) = i2p=i2 E(X2)= E(X2)<£p

d2¢y (0)/de2 =(i2.peit) _ =i2.p

2) Sea @y (t) la funcién caracteristica de "U". Es:

oy (t)= E(ei.t.U ) ? E(ei.t.(a+b.X) ) - E(ei.t.a ei.tb.X ) =

| puessU=a+b.X |

=eita B(eithbX )? eita @y (tb)=

pues E (ei-PepeX ) = @y (Pepe); en este caso es Pepe =t.b

= ei.t.a . 1— p + peltb
o )

| sustituimos "t" por "t.b" en la expresion matematica de P (t) |
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FONEMATO 2.12.2

Siendo 0<p<1y q=1-p, sea"X" la variable cuya funcién de cuantia es
P(X=x)= (E)px.qn—x :x=0,1,....,n

Determinese la funcién caracteristica de "X", empleandola para calcular E(X).

SOLUCION

e Es: () = E(ei.t.X) = %Oei.t.x P(X=x)=
_ éo ei.t.x_@)_px_qn—x _ Xgo (2)_(p_ei.t))<_qn—x ; (P B

BINOMIO DE NEWTON: (a +b)? = (2).ax.bn_x
x=0

e Es: de(0)/dt = . E(X) e p.i=iE(X)= E(X)=n.p

de(0)/dt = (n.(p.ei-t + q)n‘1 .p.i.ei-t) =n.p.i.(p +q)n~1 Zn.p.i

VENTANA pt+q=1
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FONEMATO 2.12.3

-0
Sea >0 y "X" la variable con cuantia P(X =x) = < "GX ;x=0,1,2, ...
x!
Determinese la funcién caracteristica de "X", empleandola para calcular E(X).
SOLUCION
o0
e Es: @) =E(eltX)= Y eltx P(X =x)=

x=0

© o it , ,

= Z ei.t.x.ﬂ — e—e.z (B.clt)s — =0 eBcit — o0.(clt=)

0 x! 0 x! ?

X= X=

Z ’ = ee.CLt
0 x!

X=

e Es: de(0)/dt = . E(X) 2 0.i=iE(X)=E(X)=0

de(0)/dt = (0 =1) Bi.cit )t Xk
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FONEMATO 2.12.4

Siendo f(x) la densidad de "X", determinese la funcién caracteristica

_ 1 _ ak k-1 —ax
1)f(X)—m,a<X<b,Z)f(X)—Tk).X .€ ,X>O,a>0,k>0
SOLUCION
1) Es:

o(t) = B(citX) J ? eitx f(x).dx =

bi I:a el-tx dx =

_ ( ) eltb—elta

it.(b—a)
2) Es:

o(t) = E(ei-t-X )= j":f: eltx f(x).dx =

F(k) J' * eitx xk—1 o—ax Jx =

F(k) IX TP k=1 e—(a=it)x dx =

_ak e [T vk k1 a—(a—it)x .
F(k)°(a L.t) .I_ (a —i.t)k xk—le-(a-it).xdx

*F(k) (a—1it)kI'(k)=ak.(a—it)k

Ilo= I Xz_o

ck xk=1 e—cx dx ; en nuestro caso es c=a —i.t
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FONEMATO 2.12.5

Siendo f(x) la densidad de "X", determinese la funcién caracteristica:

Dfx)=x/2,0<x<L2; 2)f(x)=e"%, x>0
SOLUCION
1) Es:

(1) = B(eitX )= IXZ+OO el tx f(x).dx =

X=-00
1 x=2

. x.eltx dx =
2 Jx=0

Por partes: J.f u.dv = (u.v)s - L]: v.du
u=x=>du=dx

t
2
) (.l.ei.t.x) _.l.jz eltxdx |=
1.t o 1tJ0

_ %((_ -l (e |-

2) Es:
(p(t> = E(ei.t.X ) = IX:+w el.t.x f(X)dX =

X=—00

+00 .
= J. el.t.X.e_X.dX =
0

_ I T (i) x dx =
0 A

dz
I-it
los limites de integracion no cambian

(1-it)x=z=>dx=

_oqre o )
=i, erde=go =i
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FONEMATO 2.12.6

Determinese la funcion caracteristica de la variable aleatoria "X" que tiene la si-
guiente distribucion de probabilidad:

P(X=0)=02;P(X=1)=0'3; f(x)=0'1, x €[2;7]
SOLUCION

La variable "X" reparte su unidad de masa de modo mixto: en los
puntos x =0 y x =1 hay sendas masas puntuales, y el resto de la masa se reparte

de modo continuo entre los puntos del intervalo [2;7].
. . . 7.
o(t) = E(eltX) =ttt P(X =0) + elt 1 P(X =1) + Jz eltx f(x).dx =
. 7.

=0'2+0'3.cit + o'l.j2 eitx dx =

' 12 i 2 0 (i)

=0'2+ elt 2= (eltx) =

0'2+0'3ei + 52 (ehex )

—0'240'3.cit + g_(eut — c2ix)
it
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2.13 CAMBIOS DE VARIABLE

" EL PROBLEMA TIPO

Dada la distribucion de probabilidad de una variable vieja
"Pepa", determinese la distribucion de probabilidad. deuna
variable nueva "Juana" cuyo valor depende del valor de "Pe-

K pa"; o sea: Juana = h(Pepa).

e Si la variable "vieja" es discreta, calcularemos el valor de la
variable "nueva" en cada punto de la distribucion puntual de
masa de probabilidad asociada a la "vieja"; y después obrare-
mMOS en consecuencia.

e Si la variable vieja es continua y la funcién "h" es/mono-tona
(creciente o decreciente) hay una formulita que da la densidad de la
"nueva" a partir de la densidad de la "vieja".

En efecto, si fxx y Fx son respectivamente las funciones de densidad y de

distribucién de "X" y £, y F, son las respectivas funciones de densidad y de
distribucién de "Z", es:

~ _ a —= P(X <h-1 (Z)) = FX (h_1 (Z>>
Fz(z)=P(Z<z)= { b L—=P(X >h-1(2))=1-Fy (h~1(2))

Z=h(X) . Z=h(X) b
Zf———— Zl >
| |
| B > X | Y > X
h=1(z) h=1(z)
Si "h" es creciente, ocurre el su- Si "h" es decreciente, ocurte el
ceso Z <z sélo si X <h71(z) suceso Z <z s6lo si X 2h7l(2)

Por tanto, como {7, es la funcién derivada de F/, resulta:

—_dFx(h~'()
CdFs(2) T dz -
f2@)=—g,~ ~ b1 _di-Fx(h @) __dFx(h'(») f .
B dz T dz
_dFx(h7(z) |db@)| | d(h Tl (z)
" ae() ‘ e (Z))" d
dFyx (Pepe)

pues d(P—CpC) = fX (Pepe)
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Por ejemplo, si la densidad de "X" es fy (x)= %.XZ , 0<x <2, entonces:

e Siendo monétona Z =h(X)=7.X,es X =h"1(Z)=7/7; por tanto:
d(z/7)

£,(z)= fX(z/7)‘ 1fX(/7) ( (/T7?), 752514
13x§2:>1§z/732:>7323144T

e Siendo monétona Z =h(X)=eX, es X =h~1(Z)=1Ln Z; por tanto:

d(Ln z)

£,(z) = fx (Ln 2). %.fX(an): ( (Lnz)?), ¢&z<c?
1sx32:>13anszz>esZSe24T

e Siendo monétona Z =h(X)=1/X,es X =h~1(Z)=1/Z; por tanto:

fz(z):fX(l/z).‘d%QZ)‘:Z%.fX(l/z)z ( (1/2)2), 1/2<2<1
1sxszz>1s1/zszz>1/zszs14T

e Siendo monétona Z=h(X)=Ln X, es X =h~1(Z)=eZ; por tanto:

z

) =eZ.fx(e?)= ez.(%.(ez)z), 0<z<In2

—_

d(e
F () = i (¢2)| 2

1SXS2:>1SCZSZZ>OSZSLr12J

desgracia la funcion "h" no es monotona
(al contrario que sucede en los ejemplos preceden-

tes), deberemos lidiar a lo bestia,
\como en los ejercicios 2.13.7, 2.13.8 y 2.13.16.

/Si la variable vieja " X" es continuay por E} 7N

/
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FONEMATO 2.13.1

Determinese la funcién de probabilidad de la variable aleatoria Z=3+2.X sila
funcién de probabilidad de la variable aleatoria "X" es

Y
P(X=x)= M 01,2

', slydy eeees

SOLUCION

P(Z:z):P(3+2.X:z):
=P(X=%4= 3) =
[x=%3
_eMA(=3)/2

(Z — 3)1 ’ %/—J

2

si " X" puede tomar los valores 0,1,2, .... es claro que Z=3+2.X

puede tomar valores 3+ 2.0, 3+2.1, 3+22, ...
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FONEMATO 2.13.2

Determinese la funcién de probabilidad de la variable aleatoria 7Z=X2 di la
funcién de probabilidad de la variable aleatoria "X" es

x |2 -1 0 1 2
P(X=x)|[1/5 1/6 1/5 1/15 11/30

SOLUCION

Calculemos el valor de la variable "Z" en cada punto deslasdistri-
bucién de probabilidad de la variable " X":

451 X=-2

1s1X=-1

Z=X2=<205sX=0

1s1X=1

4 siX=2

Por tanto, la variable "Z" s6lo puede tomar los valores 0, 1, 4, siendo:
PZ=0)=P(X=0)=1/5
PZ=1)=PX=-1D)+P(X=1)=7/30
P(Z=4)=P(X=-2)+P(X=2)=17/30
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FONEMATO 2.13.3
Determinese la funciéon de probabilidad de la variable Z =sen (1.X/2) y su espe-

ranza si la funcién de probabilidad de la variable aleatoria "X" es

P(X=x)=2"G*D) x=0,1,2, ......

SOLUCION
Distribucién de probabilidad de "X":
X | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 ...

P(X=x)|1/2 1/22 1/23 1/2% 1/25 1/26 1/27 1/28 1/2% ...
Calculemos el valor de la variable "Z" en cada punto de la distr-
bucién de probabilidad de la variable " X":

X |0 1 2 3 4 5
zzsenM seno'—n senl‘—n senz‘—n sen .1 sen 4.1 sens'—7T
2 2 2 2 2 2 2
O sea:
01 2 314 5 6
z:sen%‘o 10 —1i0 10
-
Repite la secuencia de 4 en 4
Por tanto:
° PZ=0)=PX=0)+P(X=2)+P(X=4)+P(X=0)+....=
_1, 13, A5, A7 _2
2+(2) +(2) +(2) + . e
serie geométrica de razoén 1/22; como ‘razén‘ <1, la
: primer sumando 1/2 2
serie converge y su suma €s = L
1—razon 1-(1/22) 3
° PZ=1)=PX=D)+PX=5+PX=9)+PX=13)+....=
— 2 o dye 4 (Ao _4
(2) +(2) +(2) + o als
serie geométrica de razén 1/24; como ‘razén‘ <1, la
: primer sumando 1/22 4
serie converge y su suma es = S =
1 —razon 1_<1/24) 15
° PZ=-1)=PX=3)+PX=7)+PX=11)+P(X=15)+.....=
— a4 g 4 A2 _1
(2) +(2) +(2) + o Al

serie geométrica de razén 1/24; como ‘razén‘ <1, la

i primer sumando 1/24 i
setie converge y su suma es = —

1— razon _1_<1/24):15

) Z | —1 0 1 )
* Siendo 57 Z7T1/15 2/3 4/15 S

1
1. 02,14_1
E(Z)= Y zP(Z=2)=(-1)=+0.2+1-%2=1
Nl 1573 15 3
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FONEMATO 2.13.4
La densidad de probabilidad de la variable "X" es f(x) =1, x €(0;1).

Determinese la densidad de probabilidad de la variable Z = eX,
SOLUCION

Siendo F(x)=P(X <x) la funcién de distribucion de la variable "X"; detetmine-

mos la funcién de distribucién Fy (z) de la variable Z = eX:

F/(2)=P(Z<2)=PeX <2)= P(X <Ln z)=F(Ln 2)

valo (—0;z] coincide con la

VENTANA

AZ z=eX e 2
el \_ Ocurre el suceso Z<z solo si

I ocurre el suceso X<Inz; es
z | decir, la masa que en la distri-
i } bucién de "Z" hay en el inter-

|

|

|

1 que en la distribucién de "X"
0 »X _
LLn . hay en el intervalo (—o0;Ln z].

La densidad f/(z) de la variable "Z" es la derivada de F,(2):

regla de la cadena

_dF,(z) dF(lnz)YdE(Lnz) dlaz 1 1
f2(2)= dz ~ dz  d(lanz)  dz ¥z'f(LnZ)_z’ g
dF(Pepe) ~dhnz 1 4
dPepe) [PPSO —g ==

en la expresion matematica de f(x) sustituimos "x" por "Ln 2"

D<x<l=el<ex<el =m1<z<e

En examen debes
dejar escrito todo
lo relevante que
pase por tu
cerebro
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FONEMATO 2.13.5

La densidad de probabilidad de la variable "X" es f(x) =1, x €(0;1).
Determinese la densidad de probabilidad de la variable U = Ln X.

SOLUCION

Siendo F(x)=P(X <x) la funcién de distribucién de la variable "X, determine-

mos la funcién de distribucion Fyy(u) de la variable U=Ln X:

Fy(u) = P(USw) g P(X Sev) = Few)

VENTANA"

Ocurre el suceso U< u solo si
0 et 1

» X ocurre el suceso X <el;es de-
u cir, la masa que en la distribu-
cion de "U" hay en el intervalo

b\ (—o0;u] coincide con la que en
*—u=Lnx Jadistribucién de "X" hay en el

intervalo (—oo;et].

—00

La densidad f;(u) de la variable "U" es la derivada de Fj(u):

regla de la cadena

dF,(u) dF(et) v dF(ev) d(ev)

fo(w)= du ~ du  d(e) du ?Cu,f(eu):eu, uio
dF(Pepe) ' dev) ;
d(Pepe) — L(Bepe) 5 —g m=¢

en la expresion matematica de f(x) sustituimos "x" por ¢t

0<x<1I=Inx<0=u<0

iApuesto un brazo

a que en este mon-
ton de examenes
casi nadie me lo

explica todo clarito!

.

A tu profe le pasa como a ti: cuanto mas clarito

S le explicas las cosas, mas contento se pone.

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
© Rafael Cabrejas Hernansanz




FONEMATO 2.13.6
La densidad de probabilidad de la variable "X" es f(x)=2—2.x, x €(0;1).
Determinese la densidad de probabilidad de las variables Z=1-X y U=1/X.

SOLUCION
Sea F(x) =P(X £x) la funcién de distribucion de la variable "X".

e Determinemos la funcién de distribucion Fz(z) de la variable Z=1-X:

F/(2)=P(Z<2) g P(X21-2)=1-P(X <1-2)=1-F(-7)
a7 VENTANA

Ocurre el suceso Z. <7z solo si

/7221—X ocurre el suceso X>1—17z; es

1 decir, la masa que en la distri-
bucion de "Z" hay en el
z intervalo (—0;z] coincide con
1 la que en la distribucién de "X"
- > X . .
A hay en el intervalo [1 —z;+ 00).
=

La densidad f/(z) de la variable "Z" es la derivada de F/(2):
_dF,(z) d(1-F(-2) dF(l-2z)

f2(2) = dz dz T Az T

regla de la cadena

_dF(l—z2) d(1-2)

=f(l—-2)=2-2.(1- 0<z<l
(1-2) (1-2), 0<z

dl-2) " dz f
dF(Pepe) d(1-z)
d(Pepe) =f(Pepe) ;s — 3, =1

0<x<1=-1<—x<0=0<1-x<1=>0<z<1]|

e Determinemos la funcién de distribucion Fyy(u) de la vatriable U =1/Xe
Fy(u)=PU< u)i P(X2>1/u)=1-P(X<1/u)=1-F(1/u)

La densidad f{;(u) de la variable "U" es la derivada de Fj(u):
dFU (w) _d(- F(l/u)  dF(l/u) _

fy(w)= du = da U4 u=1/x
_dF(1/v) d(1/u) _ Y

d(1/u) = du £ uLE—>
*u £(1/u )_—(2 2. 1) u>1 s
dF(Pepe) ‘ Sd(1/u) ) 1
———>=1{(Pepe) ; =—1/u » X
d(P du 0
(Pepe) Ll/u

O<x<l=>1/x>1=u>1

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.13.7

Determinese la funcién de densidad de probabilidad de la variable Z = X2 ¢ila
variable "X" tiene distribucion N(0;1); es decir, si la densidad de "X" es

f(x)= \/21—71:.6_}(2/2, x €N

SOLUCION

Siendo F(x)=P(X <x) la funcién de distribucién de la variable "X"; determine-

mos la funcién de distribucién Fy (z) de la variable Z = X2:
Fy(z)=P(Z<2z)=P(X2 <z)=P(—/z <X </2) =
= P(X £+/z) — P(X < —/z) = F(\/2) - F(—/z)
La densidad f(z) de la variable "Z" es la derivada de F/ (2):
o dE () d(F(N2)~F(—z)) dF(z) dF(—z)"
Z\/(_Z>_\/éz B 7 dz\/_ T dz Az
A A6 AR AN 1 o 1
T R P N ¢2.\/_.f(\/_) o Vz)

dEPepe) _ ¢ peney ; I02_ 1 dvn) g
d(Pepe) dz 2.,  dz 2 ¥
_ 1 —(N2)2/2 4 o= (—2)2/2) = €=H/2
Jﬂz.&( ~(N2)2/2 4 e=(—z) ) _2 250
xeER=2z=x22>0 A

Si la variable "X" tiene distribucién N(0;1) y Z = X2, se dice que "Z"
tiene distribucidn ji-dos con un grado de libertad.

FONEMATO 2.13.8
Determinese la funcién de distribucién de la variable U = (3.X —1)2"si'la funcion
de densidad de probabilidad de la variable "X" es f(x) =2.x, x €[0;1].

SOLUCION
Siendo F(z) =P(X <2z) la funcién de distribucion de "X", es:
0s1z<0
Fz)=1], 2xdx=(x2)] =22 si0<2<1
1siz>1

Siendo Fyj(u)=P(U < u) la funcién de distribucién de U= (3.X —1)2, es:
Fy(w)=PU<u)=P(3.X-1)2 <u)=P(—/u<3.X 415u)=

=P(1—\/Es3.xg1+\/5)=1>(1‘*/;sxg%):

)55 55

3

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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si u<0

=0
i0su<l oy 1o
2 si 1<u<4 029
siuxd

VENTANA
La funcién u=3.(x —1)2 no es mondtona en el campo de variacion "X": es
decreciente a la izquierda del punto x =1/3 y creciente a la derecha de él. La

variable "U" toma valores entre 0 y 4, y a cada valor de "u" en'[0;1] le co-

rresponden dos valores de "x" (en concreto, (1—\/5)/3 yxX= (1+JE)/3); pe-
ro a cada valor de "u" en (1;4] le corresponde un tnico valor de "x" (en
concreto, X = (1+\/E)/ 3).
e Como "U" no toma valores negativos, si u<0 es Fy(u)=P(U<u)=0.
e Si u>4=Fy(u)=PU<u)=1, pues "U" no toma valores mayores que 4
eSi 0<u<l,es

Fu(u)=P(U<u)= F(l +3\/Ej - F(%) -

:(M)z _(1_\5)2 — 4.4u
NE 3 9

AU
1 u=(3.x—1)2 Si 0<u<1, los numeros
\ \, | 1-va 1edu §,
I y estan
> I 3 3
11 entre 0y 1.
o

Y a-Vuys (1+vu)/3

eSi1<u<4, es

Fy;(u) = P(U< u) = F(%) - F[l ‘3*/5) ?(1 +3*/E)2 0

Si1gu<4,es1_3*/5<o,

1-+/u
3
pues F(Pepe) =0 si Pepe <0

> X

por lo que F( )=0,

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.13.9

Determine la funcidén de densidad de la variable aleatoria Z = ‘ X‘ si la funcion de

densidad de la variable "X" es f(x)=1/3, x €(-1;2).
SOLUCION
Sea "F" la funcién de distribucion de "X"; o sea, F(x)=P(X < x)aSi"X" sélo

toma valores en el intervalo (—1;2), la variable Z = ‘ X‘ solo toma wvalores en el

intervalo [0;2), y siendo "G" la funcién de distribucion de la variable "Z", es:

siz<(0 ——=0
s10<z<1 —=F(z) - F(-2)
sil<z<2 —=F(z)

siz22 |——=1

G(2)=P(Z<7) =

VENTANA 4 =y
2

Los dibujos
grandes y

2> > > % detallados
ponen de

buen

humor a
todos los

profesores.

“—> —»,

N |— —— — —

Nl
—7 z
Siendo "g" la funcién de densidad de la variable "Z", es g(z) = dG(z)/dz; por

tanto, "g" es nula tanto si z<0 como si z = 2.

Stz €[051], es

P X

-1 0 2

(5= dG<z> d(F(z)~F(-2) dF(z) dF(-z) _
s\ = dz - dz dz
_ dF(z) _dF(=2) d( 7)

e d(—) ﬁf(z)—kf( z)——
dF(Pepe)
pues — (Pepe) f(Pepe)
St ze(1;2), es:
o(z) = dG(z) dF(z) — ()=

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.13.10

Determinese la funcion de densidad de probabilidad de la vatiable Z ==X si la
funcién de densidad de probabilidad de "X" es

i) = X si0<x<1
()=9342/14 si1<x<2

SOLUCION

Siendo F(x)=P(X <x) la funcién de distribucion de la variable "X", determine-

mos la funcién de distribucion Fy (z) de la variable Z = e=X:

Fz(2)=P(Z<2)=Ple=X <2)=P(-X<Lnz)=
=P(X2-Lnz)=1-P(X<-Lnz)=1-F(-Ln z)
La densidad f/(z) de la variable "Z" es la derivada de F/(z):
e dF,(z) d(1-F(-Lnz) dF(-Lnz)
2(2)= dz dz A dz B

regla de la cadena

dF(=Ln z)) d(-Lnz)) 1. B
"~ d(-Lnz) = dz } z f(-Lnz)=
dF(Juan) d(-Ln z)) 1

d(Juan) = f(Juan) ; dz  z

0<x<1=>e0<ex<el m1<ex el —ex <1 — IR
c eX

l.(—Ln Z) siel<z<1

1

14 (—an)2 si e 2 <z<el

1

c

1<XS2:>C1<CXSC2:>L2SL_C X<t e2<z<ed

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.13.11

Supuesta conocida la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria "X",
determinese la distribucion de probabilidad de "Z" en los siguientes casos:

~1siX<0 X siX23 X siX>-1
1)2‘{1 §iX>0° Z)Z‘{o §iX<3’ 3>Z‘{o §i X < -1

SOLUCION
Sea F(x)=P(X < x) la funcién de distribucion de "X".

1) La variable "Z" sélo puede tomar los valores —1 y 0, siendo:
P(Z=-1)=P(X<0)=F(0)
P(Z=1)=P(X>0)=1-P(X<0)=1-F(0)

2) La variable "Z" toma el valor 0 (sucede eso si X < 3) o toma valores mayores

o iguales que 3 (sucede eso si X > 3, pues en tal caso Z = X).

? >—7

0 3
Lamasaenel punto z=0 es P(X<3),yla

que hay en el intervalo [3;+ ) es P(X = 3)

e Siz<0,es: Fr(z2)=P(Z<2)=0

e Siz=0,es:

F7(0)=P(Z<0)=P(Z=0)=P(X<3)=

=P(X<3)-P(X=3)=F3)-P(X=3)
e Si0<z<3, es:

F7(2)=P(Z<2)=P(Z=0)=P(X<3)=

=P(X<3)-P(X=3)=F3)-P(X=3)
e Siz=3 es:

F7(3)=P(Z<3)=P(Z<3)+P(Z=3)=
P(Z<3)=F(3)-P(X =3)
:(P(XS3)—P(X=3))—P(X=3):P(X£3)=F(3)

e Siz>3 es:
F7(2)=P(Z<2)=P(Z<3)+P(3<Z<2)=
|siz>3 entoncesZ=X|
=P(Z<3)+PB<X<2)=F;3)+PB<X<2)=P(X<2)=F@Z)

e En definitiva, la funcion de distribucién de la variable "Z" es:

0 siz<0
Fz(z)=P(Z<z)=4F(3)—P(X=3) si0<2z<3
F(z) s1z23

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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3) La variable "Z" toma el valor 0 (sucede eso si X <—1) o toma valores mayo-

res o iguales que —1 (sucede eso si X = —1, pues en tal caso Z = X).

—Il 0 >
La masa en el punto z=0 es P(X <~—1), y el resto de

Z

masa no esta a la izquierda del punto z= -1

o Siz<—1,es: F(z)=P(Z<2)=0

e Siz=-1,es:
F,(-1)=P(Z<-1)=PZ<-1)+PZ=-1)=
=0+PZ=-1)=PX=-1)=F(-1)-P(X=-1)
e Si —1<2<0,es:
F7(2)=P(Z<2)=PZ<-1)+P(-1<Z<z)=
PZ<-1)=F,(-1)=F(-1)-P(X =-1)
Si —1<2z<0 entonces Z=X
=F(-1)-PX=-1D)+P(-1<X<2)=
=P(X<-1)-PX=-1)+P-1<X<z)=
=PX<-D+PX=-1)-PX=-1D+P(-1<X<2)=
=PX<-1)+P-1<X<z)=
=P(X<z2)-PX=-1)=F(2)-PX=-1)

e Siz=0,es: FZ(O)zP(ZSO)=P(Z<O)+P(Z=O)i

La variable "Z" toma el valor 0 si X <—1 0 si X =0, y comorestos
dos sucesos son incompatibles, P(Z=0)=P(X <-1)+P(X =0)

=P(Z<0)+P(X <~1)+P(X=0)7

| Ocurre el suceso Z < 0 sélo si ocurre el suceso — 1< X< 0]
=P-1<X<0)+PX<-1)+PX=0)=

P(X<0)
= P(X < 0) + P(X = 0) = P(X < 0) = F(0)

* Sio>0,es Fp(n)=P(Z<2)=PZL0)+PO<Z<7)3
P(Z < 0) = F(0)

Ocutrre el suceso 0 < Z < z solo si ocurre el suceso 0 < X £z

—F(0)+ P(0< X <2)=P(X<0)+P(0< X <z)=P(X <z)=F(2)

e En definitiva, la funcion de distribucion de la variable "Z" es:

0 stz<—1
F7(z2)=P(L<2)=1F(z)-P(X=-1) si—1<2z<0
F(z) siz=0
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FONEMATO 2.13.12

La funcién de cuantia de la variable aleatoria "X" que expresa el nimero de obre-
ros necesarios para concluir un cierto trabajo es

X |10 11 12 13 14
PX=x)[02 03 03 0'1 0'1

El beneficio que se obtiene por el trabajo es Z =1000.(12 — X)

1) Determinese la distribucién de probabilidad de "Z".
2) Determinense la media y la varianza de "X" y de "Z".

SOLUCION

1) Determinemos el valor de la variable "Z" en cada punto'de la
distribucion de probabilidad de la variable " X".

Z=2000 Z=1000 Z=0 Z=-1000 Z=-2000

m m
X 10 11 12 13 10
P(X=x)| 02 0'3 0'3 0'1 0'1

Por tanto, la funcién de probabilidad o cuantia de la variable "Z" es:

z | =2000 —1000 0 1000 2000
P(Z=z)| 01 01 03 02 072

2) Es:
E(X)=10.0'2+11.0'3+12.0'3+13.0'1+14.0'1=11'6
V(X) = E(X2) - (EX))2 i136—11'62 —1'44

E(X2)=102.0'2+112.0'34+122.0'3+132.0'1+142.0'1 =136

E(Z) = E(1000.(12 — X)) =1000.(12 — E(X)) =1000.(12 — 11'6) = 400

V(Z)=V(1000.(12 = X)) =10002. V(12 - X)) = 10002. V(~X) =
=10002.(-1)2.V(X) = 10002 .1'44 = 144000

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
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FONEMATO 2.13.13

La concentracién de un reactivo empleado en un proceso quimico es una variable
aleatoria "X" cuya funcién de densidad es

_Jox.(1-x) si0<x<1
f<X)_{ 0 resto

El beneficio asociado al proceso es Z=1+3.X

1) Determinese el valor esperado de "Z".
2) Determinese la funcion de densidad de "Z".

SOLUCION

: = - - 1.5
1) Es: E(Z)—E(1+3.X)—l+3.E(X);1+3.2 =3

E(X) =) xf(x).dx=[; 6.x2.(1-x).dx = 6.3(3;2) =

vl ol gt ge L@ (p—DL(q -
B(psq) =]y xP~1.(1—-x)d 1.dx$ o) T SR

sip>0yq>0

si los nimeros "p" y "q" son naturales

_ TE.r@ 21 g
VENTANA “UTEr2) 4l 2

2) Siendo F(x)=P(X <x) la funcién de distribucion de la variable "X"; determi-

nemos la funcién de distribuciéon F/(z) de la variable Z =1+ 3.X.:
Fy(2)=P(Z<2z)=P(1+3.X <2)=DP(X < (z—1)/3) = F((z ~1)/3)
La densidad f/(z) de la variable "Z" es la derivada de F,(2):

C ARy dR(=1)/3) _ dF(=1)/3) diz-1)/3)0
2=, T T &% de=D3) A [

=L f(z-1)/3) =

A3
dE(Pepe) _ dE=1D/3) _1
d(P—epe) = f(Pepe) ; 1 =3

lsi0<x<1=0<3.x<3=>1<1+3.x<4=>1<z<4|

1z—-1,_2z-1 . ‘
:{6.3. 3 (1 3 ) sil<z<4

0 resto
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FONEMATO 2.13.14

La proporcion de alcohol en un cierto compuesto es una variable aleatoria "X"
cuya funcién de densidad es

f(X):{ZO.x3.(1—X) si0<x<1

0 resto

El precio "Z" de venta (por litro) y la demanda "Q" (expresada en litros) son
respectivamente Z =500 +1000.X y Q =5000/X.

1) Determinese la funcién de densidad de la demanda.
2) Determinese el valor esperado de la venta total del compuesto.

SOLUCION

1) Siendo F(x)=P(X <x) la funcién de distribuciéon de la variable "X";determi-
nemos la funcién de distribucién Fg(q) de la variable Q =5000/X:

Fo (q) = P(Q < q)=P(5000/X < q) = P(X 2 5000/q) =
=1 —P(X <5000/q) =1—F(5000/q)

La densidad f)(q) de la variable "Q" es la derivada de Fq (q):

) _dFy(q@)  d(1-F(5000/q))  dF(5000/q)

Q@)= dq = dz - dz -
dF(5000/q) d(5000/q) 5000 _
B0 dz } .2 £(5000/q) =

dE(Pio) _ £(Pio) ; d(5000/9) _ 5000
d(Pio) dq q2

20,2000 500043 (1 _ 5000y ; ¢ > 5000
- 9 9 q
0 resto

2) El aleatorio valor de la venta esta expresado por U=Z.Q), siendo:

E(U) = E(Z.Q) = E((500 +1000.X). 5000) E(5106+25}1<0)
= 5106 + 25105, E(<-) = 5100 +25105. [ L f(x).dx'=
X L ox
11
s 106 5 (0 L o031 — _
5.100 +25.10 .jo -20.x3.(1- x).dx

=5.106 +25.105.20.j01 x2.(1—x).dx =5.106 + 25.105.20.$(3;2)
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FONEMATO 2.13.15

Determinese la funcién de densidad de probabilidad de la variable Z = X2 si la
funcién de densidad de probabilidad de "X" es f(x) =e=X, x20.

SOLUCION

Siendo F(x)=P(X <x) la funcién de distribucion de la variable "X";'determine-

mos la funcién de distribucion Fy(z) de la variable Z = X2:

Fy(2)=P(Z<7z)=P(X2 <z)=P(—/z <X <Az)=
;P(XS\/;) = F(\z)

pues " X" no toma valores negativos

La densidad f(z) de la variable "Z" es la derivada de F/ (2):

_dE,(z) dF(Vz) dF(z) d(Wz) 1 L
f,(2)= 52 o T adh & fz.\/E'fN;)‘

dF(Pio) d(\/_ z)
dPic) 0y, T
.C \/7 Z
2 \/_ , >O
VENTANA RY

iOjo!, aunque x>20=>x22>0=220, la densidad f/(2) no estaaco=
tada en el punto z=0 (en ese punto se anula el denominadot \/;) ,

pues fz(z) = +0 si z—> 0F; no obstante, la masa "encerrada" por la
densidad f (z) es la unidad:

e_\/; dz = [1® L.e—u.Z.u.duz

1
R
Vz=u=z=u2=dz=2udu
los limites de integracién no cambian

_[+OO fZ<Z) dz = +oo

+00
~ jo ev.du=T(1)=0!=1
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FONEMATO 2.13.16

Sea "X" una variable aleatoria cuya funcién de densidad es f(x)=0'5, x €[-1;1].
Determinese la funcién de densidad de Z =3.X2 -2.

SOLUCION

Sea F(x)=P(X < x) la funcién de distribucion de la variable "X".

Determinemos la funcién de distribuciéon Fy (z) de la variable Z =3.X2 — 2
E,(2)=P(Z<2)=P(3.X2 -2<2)=P(X2<(2+2)/3)=
=P(—/(z+2)/3<X<(z+2)/3)=
=P(X <J(z+2)/3) - P(X < —[(z+2)/3) =
=F(J(z+2)/3) = F(—/(z+2)/3)

La densidad f/(z) de la variable "Z" es la derivada de F,(2):

dF,(z) d(F((z+2)/3) = F(=/(z + 2)/3)) )
- - =

fZ (Z> = dz

d(FW(z+2)/3)) dfz+2)/3) APz +2)/3)) d(—/(z#2)/3) _
d(/(z+2)/3) dz d(=/(z+2)/3) dz

dF(Pio) _
m—f(PlO)
W3 1 dfe B
dz o3zt 2 dz 23Nz R2

vy o1 - =
L (e v 2) <
f(J(z+2)/3)= (- /(2 +2)/3)=0'5

— , —2<z<1
2.\/5. z+2 j—’

VENTANA
iOjo!, aunque —1<x <1=2=3.x2 — 2 €[-2;1], la densidad. fy (2)
no esta acotada en el punto z= -2 (en ese punto se anula el denomi-
nador \/m) pues f7(z) =+ si z—> —21; no obstante, la masa

"encerrada" por la densidad f,(z) es la unidad:

+00 1 . 1 dz N

2 eoe=l, o5 zﬁ'h% EO
) 1

:%,him.+ («/z+2) \/_ h (\/_ V2 ¥h)+2)=

(\/_ Vh)=—=.(v3-0)=1

\/_ h—)OJr \/_
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FONEMATO 2.13.17

Sea "X" una variable aleatoria cuya funcién de densidad es f(x)=0'5, x €[-1;1].

Determinese la funcion de densidad de U =1+ X3.
SOLUCION

Sea F(x)=P(X < x) la funcién de distribucion de la variable "X".

Determinemos la funcién de distribucién Fy(u) de la variable U = 14:X3:

Fi(u)=P(U<u)=P1+ X3 <u)=P(X <u—-1)=FRu=1)
La densidad fyj(u) de la variable "U" es la derivada de Fj(u):

dFU<u> dEQu—1) _ dFRu-1) dRu-1) 4

fu(w= du d(d 1) du
dF(Pio) _ £(Pio) ; d(\/u— ) 1 /T

d(Pio) du 33y —1)2 |
— L fdu-D=—rL 0<us<2, uxl
313/(11 1)2 6R/(u—-12 P =

iOjo!, aunque —1<x<1=u=1+x3 €[0;2], la densidad fy(u) no

esta acotada en el punto u=1 (en ese punto se anula el denominador

6.3/(u —1)2) pues fi;(u)—> +o0 si u—>1; no obstante, la Masa
"encerrada" por la densidad fyj(u) es la unidad:

VENTANA | f;(u).du= [ fiy(u).du=

1 1-h

6'h—>o'+(0 W j1+h F ]
1-h 2

:g_h% (=), "+ (@) )

Ja-w—-1-0-1)+(R2-1-Ya+n-1)|=

Y=b - ¥=1)+ (1 -3h))= 2.0~ (D +1 D)

%h—> (
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FONEMATO 2.13.18

Sea "X" una variable aleatoria con densidad f(x)=x2/81, x €[-3;6].

Determinese la funcién de densidad de U = X2,

SOLUCION AU

Lidiemos utilizando el sentido de la vista: es claro 36 Ll
que como la variable aleatoria "X" sélo toma valores

en el intervalo [-3;6], siendo U= X2, la variable | y=x2

"U" s6lo toma valores en el intervalo [0;306].

19
Naturalmente, siendo u €[0;36], a la hora de calcu- |
lar F(y(u) =P(U < u) hay que distinguir dos casos. -3 s &=
La variable "U" toma un valor no supetior
1 Ay a u €[0;9] sdélo si la variable "X" toma un

valor entre —/u y Ju ; es decir, siendo
u €[0;9], la masa que en la distribucién de

_______ 9 "U" hay en el intervalo (—o0;u] coincide
i u con la masa que en la distribucion de "X"
3 | J hay en el intervalo [—\/E ;«/E]:
0 \/E—”( Fy(w)=PU<u)=

=P(—u <X <u)=F(/u) = F(=+u)
Por tanto, siendo u €[0;9], es

dFy(u) _ d(F(u)— F(—/w)) _

fu(w= du u

_ dF(u) d(x/u) dF(—\/ﬁ{) d(—/u) _
de) 2 de)

\/_.(f(\/a)an(—\/E)):

(P + (V) =

u 1 _Vu
Ju 81 81

2\/—

Recuerda: los dibujos grandes y detallados
ponen de buen humor a todos los profesores.

J

Tema 2: Variables aleatorias unidimensionales
© Rafael Cabrejas Hernansanz




. A U La variable "U" toma un valotr no

2 superior a u €(9;36] soélo si la varia-
> ble "X" toma un valor no supetior a
Ju ; es decir, siendo u €(9;36], la
masa que en la distribucién.de,"U"
hay en el intervalo (—o0;u] coincide

con la masa que en la distribucién de
"X" hay en el intervalo (—OO;\/E ]:
. > X Fy(w)=PU<u)=
u
Por tanto, siendo u €(9;36], es: B P(X = \/;) B F(\/G>

dFy(w) _ dF(Yu) _ dF(vu) d(vu) _

fu(w)= du  du d(\/a) " du
| 1 (w? g
2.\/5'%/_)_ Ju o 81 162

/Acostﬁmbrate a usar ventanas,
pues facilitan mucho la lectura de
lo escrito, por lo que el profesor que ’
corrija tu examen te lo agradecera
. con su carifio y simpatia

Pedrusco "K" = Pedrusco ''T"
VENTANA 4

Razonamientos o calculos que permiten
pasar de un lado a otro del "=" o de "="

v
Pedrusco "K" — Pedrusco '"T"
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FONEMATO 2.13.19
La densidad de probabilidad de la variable "X" es f(x)=2—2.x, x €(0;1).
Determinese la densidad Z=2.X+3 ylade U= +V/X.

SOLUCION
/ Receta: siendo fy (x) la funcién de densidad de probabilidad de la \
variable aleatoria continua "X", si Z=h(X) y "h" es mondtona,la funcion

de densidad de probabilidad de la variable aleatoria "Z" es

d(h-1
f(z) = fx (h~1(2)). (T(Z»

o /
e Siendo monétona Z=h(X)=2.X+ 3, es X =h"1(Z)=(Z - 3)/2; por tanto:
d((z - 3)/ 2) ‘

f7(2)=fx((z— 3)/2)‘ L (z-3)/2)=

:l(z_z,z 3), 3<,<5

2 2
A

|0<x<1=>3<2x+3<5=>3<2<5|

e Siendo mondtona Z = h(X)= +4X, es X=h"1 (Z)=Z2; por tanto:
d(z2)
—o | = 2efx ()= 2.2(2-2.22), 0<z<I

-

f7(2) = fx (2%).

0<x<1=>0<x2<1=>0<z<1

@ examen te plantean expresamentm
cambio de variables continuas, aunque la situacion

sea tan tonta que pueda lidiarse con la receta, debes
lidiar como torero de tronio, calculando la fun-
cién de distribucion de la variable nueva y derivan-
dola después, para obtener asi la nueva densidad.
Para mayor gloria, muerto ya el toro, puedes rema-
tar dejando escrito que podrias haber lidiado como
automata, con la famosa receta, que también deja-
ras escrita.... pero como la eficiencia manda,
usa la receta sin pudor si el cambio de varia-
bles te lo encuentras en mitad de la guerra
de las Termopilas y vas tan jodido de

tiempo que no puedes perderlo
\ entreteniéndote con florituras
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2.14 VARIABLE TRUNCADA

Ahora someteremos la distribucion de "masa" de probabilidad de la
variable aleatoria "X" a una operacioén de cirugfa mayor consistente
en amputar una parte de la distribucién, de modo_gue
nos quedaremos solo con la "masa" que hay en un
intervalo y tiraremos el resto a la basura. Para la vatiable
"X" el trance es amargo y doloroso, como le pasa a cualquiera al que
amputan una parte sustancial de su ser: cuando "X" se entera de que
va a ser truncada sufre y se apena lo que no esta escrito,y ti,
solidario, te apenaras y sufriras con ella, la mimaras y le daras
cariflitos y besitos; le diras que no se preocupe, que hay vida depués
del "truncamiento", que ya inventaremos algo para que la "masa"
que sobreviva se "sienta" como antes de la amputacion.

Pero como la obligacién es antes que la devocion, llegadorel
momento del truncamiento, asiras firmemente este hacha de cortat
masa de probabilidad, y sin dudar un apice seccionaras la
distribucién de "masa" de "X" en el punto "a" y en el punto"b";
quedandote s6lo con la "masa" que haya en el intervalo de extremos
"a" y "b" y tirando el resto a la basura ... {Ojol, el truncamientores
muy peligroso: te convertiras en ectoplasma si te salpica ufia sola
gota de las churretosas viscosidades que la "masa" de probabilidad
alberga en su interior.

Se dice que la variable "Z" es la truncada de "X" en un
intervalo si "Z" expresa como se reparte o distribuye
la masa que "X" tiene en ese intervalo cuando se
toma como universo referencial

_ la masa que hay en él.
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FONEMATO 2.14.1

La renta de los ciudadanos esta expresada por la variable aleatoria "X" cuya fun-

cién de densidad de probabilidad f(x)=x/8, x €[0;4]. Una empresa considera

que solo son clientes potenciales los de renta comprendida entre 1 y 3.
1) Determinese la media y la varianza de la renta de los clientes potenciales.
2) Calctlese la probabilidad de que un cliente potencial tenga renta supetiora 2.

SOLUCION
Sea "F" la funcion de distribucion de la variable "X": F(x) = P(X < x). Como los

clientes potenciales tienen rentas entre 1 y 3, amputamos la distribucion
continua de masa de probabilidad asociada a "X", pues sélo intefesa la masa
F(3) - F(1) que "X" tiene repartida en el intervalo (1;3). De la vatiable aleatoria

"U" que expresa la renta de los clientes potenciales se dice que es la truncada
de "X" en el intervalo (1;3); y con eso quiere decirse que "U" expresa cédmo se

distribuye o reparte la masa que "X" tiene en el intervalo (1;3) si se toma como
universo referencial esa masa. Que quede claro: "U" es una variable

aleatoria corriente y moliente... y para ella cabe plantear "cual-
guiera de las historias estudiadas en este tema.
Siendo "G" la funcién de distribucion de "U", como "U" sélo toma valores en el
intervalo (1;3),es G(u)=P(U<u)=0 si u<l,y Gu)=P(U<u)=1%u>3
St ue(1;3), es:

P((X<u)n (1< X <3))

G(u):P(USu)=P(X£u/1<X<3)$ SI<X<3) =

definicién de probabilidad condicionada
_ P(1<X<u) masaque"X" tieneen (1;u] _F(u)—F()
" P(1<X<3) masaque"X" tieneen (1;3)  F(3)- F(l)T_

si0<x<3=>F(x)=[__ f(x).dx= [ x.dx/8=x2/16]

_ (uZ/16)-(1/16) 42 1
©(32/16)—(12/16) 8

La funcién g(u) de densidad de probabilidad de "U" es nula fuerardel intervalo
(1;3). En un punto u €(1;3) es g(u) =dG(u)/du=u/4.

fx)48(w) £(x) = x/8, x €[0;4] —

3/4 | g(w)=u/4, u e(1;3)—& \

1/2
0 1 2 3 4

1/4
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D) Es: BU)=["" u.g(u).du= j u . du= 112.(113)3 _ 26

V(L) =B(U2) - EU)? £ <12>2

E(UZ)ZE_ g(u) du= J u?. u du=— 16 (u4)

3:&
1 16

2) Probabilidad del suceso de que un cliente potencial tenga renta superior a2
PU>2)=1-PU<2)=1-G(2)= 1_§( 1)—
Probabilidad del suceso X >2 de que un ciudadano tenga renta superior a2
22 _3

P(X>2):1—P(XS2):1—F(Z):l—ﬁz4

FONEMATO 2.14.2

Siendo "X" una variable aleatoria continua, determinense las funciones de distri-
bucién y de densidad de la vatiable truncada de "X" en el intervalo (a;Db).

SOLUCION
Siendo "F" la funcién de distribucion de la variable "X" (F(x)=P(X < x)), sea
"f" la funcién de densidad de probabilidad (f(x)=dF(x)/dx). La variable "U"

truncada de "X" en el intervalo (a;b) expresa coOmao_se _reparte o
distribuye la masa que "X" tiene en el intervalo (a;b)"si se toma
como universo referencial dicha masa.

Siendo "G" la funcién de distribucion de "U", como "U" sélo toma valotres en
(a;b),siu<a es G(u)=P(U<u)=0,ysiuzb es G(u)=P(U<u)=1.

Si u e(a;b), es:

B B P(X<uyn(@a<Xgh)
G(u)—P(USu)—P(XSu/a<X<b)$ Pa<X<h) -

definicion de probabilidad condicionada

_ P(a<X<u) masaque"X" tiene en (a;u] _ F(u)— B(a)
" P(a<X<b) masaque"X" tieneen (a;b)  F(b)— F(a)

La funcién g(u) de densidad de probabilidad de "U" es nula fuera del intervalo
(a;b); ysi u e(a;b), es:
d(F<u> - F<a>)
=0 _\FO-Fw)_ 1 d(F(w - F@) _
SU= du T F(b)-F@a)  du -
| AR f(u)
F(b) F(a)" du f F(b) - F(a)
dF(u)
du

= f(u)
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En examen no importa lo que sabes,
importa lo que parece que sabes.

En examen debes acreditar que distingues una v.a (variable alea-
toria) discreta de otra continua, y que entiendes que “distribuir”
es sinonimo de "repartir”.... y puedes matar esos dos pajaros de un tiro en
el arranque de la solucién de cualquier ejercicio sobre variables aleatorias unidi-
mensionales, escribiendo:

e [a v.a discreta "X" distribuye o reparte su masa 1 de prob. entre un
nimero finito o infinito numerable de puntos "Pepe", "Juan" y otros
parientes de R.

e Ia v.a continua "Y" distribuye o reparte su masa 1 de prob. entre la in-
finidad no numerable de puntos del intervalo "Tal" de R.

Para variables contmmuas

e Acredita que entiendes el concepto de densidad (en un universo
£(x) unidimensional, relacién entre ~masa .y long.itud),
¥ escribiendo: si "f" es la funcion de densidad
de probab. de la v.a "Pepa’, la masa en
(>c;x+dx) es el producto de la.densidad f(x)
M »x | en "x" por la amplit.ud "dx" c?gl interzja'lo; 0]
sea, el area que limitan la grafica de "f" y el

eje de abcisas en (oc;x+dx).... con su dibujito.
e Acredita que entiendes coémo se calcula la probabilidad de un
suceso a< X< b, que es lamasa en el intervalo [a;b]; 0 sea, el

area que en [a;b] limitan la gréafica de "f" y el eje de abcisas...
escribiras:

Integramos para la infinidad no numerable de
intervalos como (x;x+dx) que forman [a;b]

A N f(x)

Pa<X<b)=[""" F(x).dx = .= 069
X= (S — ——

A
Masa en el intervalo (x;x+dx) T 4 A\ <

Megalatiguillo: la frecuencia relativa del suceso a < X <b converge en
probabilidad a 0'69: repitiendo el experimento un nimero lo bastante gran-

de de veces, dicha frecuencia se aproxima a 0'69 tanto como se quiera .

e Tras hablar una vez de la funcién de densidad de probabilidad de una
v.a continua, NO pierdas tiempo escribiendo tanto, habla simple-mente de
ladensidad de la v.a "Pepa" o la densidad de la v.a "Juana".
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e Siladensidad es lineal (f(x)=m.x+n, con"m"y "n" constantes), aun-

que uses integrales para hallar la prob. de un suceso a<X <b, no olvides
explicar que no hacen falta, pues para calcular P(a <X <b) basta calcu-

lar areas de triangulos y rectangulos.
Para variables discretas

e Acredita que el concepto funcion de probabilidad o'cuantia no
tiene secretos para ti.... escribiras: si "f" es la funcién de cuantia
de la v.a "Pepa’, la masa puntual (m.p) de probab. que -hay en
el punto "x" es f(x).

e Acredita que entiendes cémo calcular la prob. de un'suceso a <
X < b: suma de las masas puntuales que hay en el.intervalo

[a;D]... escribiras:

rn{)en X

Pa<X<b)= > f(x;) =....=021

Sumamos para los puntos de [a;b] en que hay una m.p

Para la funcion de distribucion

Definela siempre: esla F:R > R que a cada z € R le asocia la masa.que hay
en el intervalo (—00;z]; o sea, al punto "z" la funcién "F" le asocia-la-proba-

bilidad del suceso X < z ... y al calcularla, escribiras:
e Variable aleatoria continua:

Integramos para la infinidad no numerable de in-
tervalos como el (x;x+dx) que forman (—o0;z]

v

X=2z f(x)
F(z)=P(X <z)= jX:_OO f(x).dx =...... by
A
Masa en el intervalo (x;x+dx) -2 —&

e Variable aleatoria discreta:
F(z)=P(X<z)= ) f(x{) = ..
%K_J

X<z
—

F b

Sumamos la m.p V x; no situado a la derecha de "2"

anen_Xi
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e Dos latiguillos para rematar el calculo de "F":
1) Breve comentario de sus propiedades: F(—©)=0, F(+w0)=1, es
mondt. no decrec. V z y cont. por la dcha V z. Por la izq. es "F" cont. en
"z" sélo si él no hay una m.p (P(X=2)=0); sila hay (P(X=2)#0), en-
tonces "F" da salto de amplitud f(z) en "z"... por eso la grafica de "F" es
escalonada (continua, no "rota") si la v.a es discreta (continua).

2) Conocer "F" es un chollo si la v.a es continua: conociendo "F"
puede hallarse la prob. de un suceso a< X <b sin mas integrales, pues
P(a <X <b)=F(b)—F(a)... no hay chollo si la v.a es discreta; en tal caso,

para calcular P(a <X <b) olvida a "F" y suma las m.p que haya'en [a3b].

Para la esperanza matematica

Acredita que entiendes el concepto de esperanza matematica (el
operador "E") y su relacion con el verbo ponderar (relativizar, dar
importancia).... escribiras:

-~

Ponderamos la masa f(x).dx del intervalo

(x;x+dx) con el valor g(x) que toma "g" en "x"

v

x=40
B(g(X) = """ g(x). f(x).dx = ....
+

I

Integramos para la infinidad no numerable de in-
tervalos como el (x;x+dx) que forman R

Masa en (x;x+dx)

Variable Continua
Al

~

/

Ponderamos la m.p f(x;) que hayen x;

con el valor g(x;) que toma "g" en x;

v

——
E(g(X))zZ g(xi).wz .......

——

f tMasa en x;

Variable Discreta
AN

Sumamos V x; en que hay m.p

o

e Primer latiguillo sobre el centro de gravedad
Tanto si "X" es discreta como si es continua, tras obtener que, potrejemplo, es
"7" el piojoso numero real que denotamos E(g(X)), remataras diciendo

que el centro de gravedad (CG) de la distribucién de masa de prob. aso-
ciada a la v.a unidimensional g(X) esta en el punto "7" de la recta real.
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e Sien algin momento empleas las propiedades de "E" (cosa harto probable),
habla de la linealidad de "E":

E(7.g1(X) - 13.g2(X)) 2 7.B(g1 (X)) — 13.E(g2(X))

Debido a la linealidad de "E"

Para los momentos respecto
aunpunto"c

Acredita que entiendes el concepto de momento respecto.a un

punto "c".... escribiras: el momento de orden "k" de la v.a "X" respecto al pun-

" H

to es la esperanza matematica de g(X) = (X —c)k; es decir:

e V.a continua: ponderamos la masa f(x).dx que hay en (x;x+dx) con la

potencia k-ésima del nimero "x —c" que expresa su posicion respecto a "c"

integrando para la infinidad no numerable de intervalos que forman R.
IX:jz (x—o)k. f(x).dx =.......

i
Masa en (x;x+dx)

e V.a discreta: ponderamos la m.p f(x;) que hay en x; con la‘potencia k-

n.n

ésima del numero "x; —c" que expresa su posicién respecto a '¢'ysumando

para todos los puntos que forman la distribucién discreta.

z (x4 —c) f(Xl) = e

mp en X

e Segundo latiguillo sobre el centro de gravedad: tanto si
"X" es discreta como si es continua, tras obtener que E(X) =45 (por ejem-

plo), remataras diciendo que ¢l centro de gravedad de la distribucién de
prob. asociada a "X" esta en el punto "45" de la recta real; o sea, concentrando
la masa 1 asociada a "X" en el punto "45", se obtiene una v.a degenerada
"W" tal que E(W)=E(X).... por eso, el nuimero 45 puede emplearse como

medida de la posicion respecto de la que esta centradala dis-
tribucion de prob. de "X", sin olvidar que E(X) se expresa enrlasimismas

unidades que "X".

e Latiguillo sobre la varianza: tanto si "X" es discreta como si es con-
tinua, tras calcular V(X)=E((X - E(X)2)=E(X2) - (E(X))2, remataras
diciendo que la varianza es una medida de |la dispersion que respecto
a su CG tiene la distribucion de masa asociada a "X", pues siendo
V(X)= E((X — E(X)Z), ponderamos la masa con el cuadrado del numero que
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expresa la posicion de la masa respecto al CG ...... por tanto, la varianza, que
jamas es negativa, sera pequefia o grande segun que la masa esté muy concen-
trada o poco concentrada entorno al CG.

Para la acotacion de Tchebychef

Latiguillo: como no se conoce la distribucion de probabilidad de "X", es im-
posible calcular la prob. de todo suceso relacionado con "X".... peto Tchebychef
permite acotar dicha prob; siendo p la media de "X" y V(X)) la varianza;es:

P(|X - p|<h)=P(|X - p|<h)21-(V(X)/h2)
P(| X - p)[>h)<P( X - p|>h)< V(X)/h2

Paralaf.g.m
Latiguillo: caso particular de E(g(X)) cuando g(X)=et-X:

Ponderamos la masa f(x).dx que hay en (x;x+dx) con el nimero et

v

O(t) = B(etX) = [*7 etx f(x).dx = ...
—_— — v

f tMasa en (x;x+dx)

Integramos para la infinidad no numerable de intervalos que forman R

Ponderamos la m.p f(x;) que hay en x; con el nimero etXi

O(t)=E(etX) =D etxiL f(x;) = v
i —

? t Masa puntual'en x;

Sumamos para los puntos en que hay m.p

Si calculas la f.g.m de una v.a "X", remata comentando brevemente sus
propiedades: ®(0)=1; ®(t) no puede tomar valores negativos; existen las

derivadas de todo orden de ®(t) en el punto "0", y dkd(0)/dxk =E(Xk); el
coefic. de tk en el desarrollo de @(t) en serie de potencias de "t" es F(X¥)/k!.

Para los cambios de variable

e Variables discretas

Arrancas escribiendo: calculemos el valor de la variable "nueva” en
cada punto de la distribucion discreta de masa de prob. asocia-
da a la variable "vieja".... y tras hacer las correspondientes "cuentas", ac-
tuas en consecuencia.
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e Variables continuas
Siendo "X" la variable "vieja" y Z=h(X) la "nueva", si la funcion "h" es
monotona en el campo de variacion de "X", puedes lidiar como
un automata, diciendo que la densidad f (z) de "Z" es

d(h-1
£1(2) = Fx (h=1(2)). ‘M

donde fy(x) es la densidad de la vieja "X" ... pero es mas elegante
lidiar a lo bestia (que es lo que deberds hacer por fuerza si "h" no es
mondétona en el campo de variacion de "X"): calculas la funcion de distri-
bucién F/(z) =P(Z<z) de "Z" y tras derivatla (sin olvidar mengionar la regla

de la cadena) obtienes la densidad £/ (z) de "Z" ... y todo ello acompafiado por
hermosos y detallados dibujitos que llenen de gozo a tu profe.

Acostumbrate a usar "ventanas'": como facilitan
mucho la lectura de lo escrito, tu profe te lo
agradecera con su carino y simpatia.

Por ejemplo: siendo f(x)=0.x.(1-x), x €[0;1], es

1

+1o —()? =005

V(X)=E(X?) - (B(X))? =

« BX)=[T"" () dx 3 7 x(6x.(1-x).dx /@

pues f(x) =0 si x ¢[0;1]y f(x) =6.x.(1-x) st x €[0;1]

x=1

= 6'[;(:3 (x2 —x3).dx = 6.(%.){3 —%.X“)X:O :%

o« E(X2)= [T x2.f(x).dx : [0, x2.6x0-x).ds =

pues f(x) =0 si x ¢[0;1]y f(x)=6.x.(1—-x) st x €[0;1]

= 6_":;:3 (x3 —x4).dx = 6.(%.}(4 —lx5)zz) -3

5 10

/Recuerda: todo error conceptual anula el efecto
de los latiguillos y te deja con el culo
al aire: tu profe se sentira engafado si tras
embelesarle con los mas dulces latiguilles,
metes la pata en algo "estructural”... y ya
sabes la mala uva que le entra a la gente
K al sentirse engafiada.
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