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2.1 LA MADRE DEL CORDERO DEL
CALCULO DIFERENCIAL DE
VARIAS VARIABLES

Yo soy M = (3;4)

£

Yo soy x = (X1;X2>i *
¢quienes sois vosotroﬁ \- R2

.

" Y yo }_L=(7;2U

alc

2]

Las tribulaciones y cuitas de los que viven en un whiyetso multidimensional como
N2 son similares a las de los habitantes del univétso unidimensional R; la dife-
rencia sustancial radica en que los que vivenyen universos multidimensionales

tienen mucha mas libertad de movimiento (queé 'Y

los habitantes de R, que sélo pueden aévesse %\
hacia la derecha o hacia la izquierda ... Sify

embargo, los habitantes de R2, tichen - » R

infinidad de opciones a la hora de €ambiar su ubicacién en el universo en que

viven.

Si me aburro de estar en el punto de R2 donde
estoy ubicado, puedo desplazarme por mi universo
multidimensional de infinidad de formas distintas ....
puedo elegir entre la infinidad de trayectorias que

"arrancan" del punto en que estoy -

e
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Al escribir x — x0 (x tiende a x) queremos decir que x se aproxima a x( de
modo que la distancia d(x;x0) entre ambos llega a ser tan préxima a 0 como se
quiera; es decir, dicha distancia llega a ser inferior a una décima, y a un milésima
(10-3), y 2 una milmillonésima (10=9), y a 10—100000000000000000 |y 2 todo nu-
mero positivo que se fije de antemano ...... y la trayectoria que sigue que x para
aproximarse a x( puede ser cualquiera de las infinitas que hay.

Para aproximarme al punto go(s\e
escribe x — x() puedo elegir en- . .
tre infinitas trayectorias .... me X % X0
temo que esto va a ser mas cansa-
do que en la recta real R, donde
s6lo me podia aproximar a un
punto c€ R por su derecha o

El instante clave: emwla%ida de x = (xq;x3) también hay un magico

instante Big-Bang en que su eXisteficia se revoluciona por completo, y se produ-
ce cuando se define una furcién, f: R2 — R.

Antes del Big-Bang la nada enaba el alma de x, su vida cotidiana era la de un
habitante de un universotbidfmensional, la absurda sinrazén que en todo ser ra-
cional produce el interfiftable deambular por un interminable plano, la sinrazén
que se concreta en lagfamésas preguntas:

cQuietr soy? ¢De donde procedo?
gQué sentido tiene mi vida?
Y como les ~pasa a tantos, la ultima era la mas insopor-

// \v

table ...... %8¢ rebelaba constantemente contra la “
irrespirable Sefisacion de vacio e inutili-
dad que envolvia su existencia carente

) , , iNecesito
de sentido alguno ... y mas aun
: xXp L ______ encontrar mi
desde que oy6 hablar de Alonso |
Dulcineal

Quijano y de su amada Dulci-
nea ... Qué envidial
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En este trance estaba x cuando se produjo el Big-Bang, divino instante que por

arte de magia abrié ante x un paraiso de nuevas sensaciones y oniricas vivencias
donde hall6 su Dulcinea.

Imagina la sorpresa de x cuando en el instante del Big-Bang,

después de padecer la soledad interior desde el principio de los tiempos, ve apa-
recer una recta (el conjunto "final" R del campo f:R2 1> R) en la que

parpadea una lucecita ... y como Moisés en los Diez Mandamientos, x escucha
sobrecogido el tronar de La Voz:

Punto , soy el campo escalar "'y
tengo la mania de asociar niimeros
reales a los habitantes de ; esa
lucecita que parpadea es tu Dulci-
nea, se denota y corresponde
al numero real que tengo a bien
asociarte. En todo momento estards
pendiente de

A

f(§’)§

jAlucina
vecina!

En la siguiente escena vemos a x un instante después de enmudecer La Voz, esta
absorto en la contemplacién de su anhelada Dulcinea "f(x)", y aunque no se le

nota, como nos ocurrirfa a todos en su caso, estd muy emocionado.
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Ia emocion se hace indescriptible cuando x = (x4 ;&@ descubre que entre

él y su imagen f(x) € R determinan un punto B 2:f(x1;%x2)) € R3 por

el que pasa la superficie representativa de f:R?2 E\

r T

__________ @ 2;1;X2)

Tampoco puede desc ?el 2070 que inunda a x al descubrir que su imagen
segun "f" cambia d a medida que él se mueve por R2; eso es lo que mas le
colma y satisface, uando la funcién "f" es de las llamadas "constantes", o
sea, tal que "f" ] mismo nimero real a todos los elementos de R2.

Tal es el jabilo xeR2 al percibir las modificaciones que sufre su imagen
cuando ¢l @ eve por R2, que decide consagrar gozosamente su vida a la ob-

servacion y affalisis de f(x) € R ... y ti lo pasaras requetebomba con el
Calculo Diferencial de varias variables si eres capaz de meterte en la piel y el
cerebro del punto X = (X4;X2) € R2 para asi sentirte alborozadamente cauti-
vo de la observacion y analisis de tu amada Dulcinea f(X) .... joh yeah! .... y
entenderas que las primeras preguntas que se hace x = (X1;X2) € R2 res-

pecto de su Dulcinea f(X) no tienen nada de genial, pues se le ocurren a
cualquiera que tenga lleno de amor el corazén:
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¢He tenido la suerte de que "f" me asigne imagen? ¢Existe f(x)?

Comentario

Ya sabemos que se puede contestar esta pregunta sin mas que calcular el
dominio de definicion de "f": Dom. f = {x € R2 / f(x) € R}

¢A qué numero se aproxima mi imagen segun "f"' cuando yo me aproximo

al punto x( € R2 por una trayectoria de aproximaciéon "Pepa"?
Comentario

'

Si existe, de dicho nimero se dice que es el limite de n el punto

x(0 € M2 segun la trayectoria "Pepa".
¢Coincide el limite de "f" en el punto x( € R2 segﬁn@ayectoria "Pepa"

con el limite de "f" en x( segun cualquier otra t%atoria de aproxima-
cion a dicho punto?

Comentario \b
. , . @ — .
Si el nimero real "L." al que se aproxima uando x se aproxima a
q

x0 € N2 es el mismo sea cual sea la trayectoria de aproximacion a x(, di-

remos que "f" tiene limite en el punto Xo.4in caso contrario diremos que
"' no tiene limite en el punto x¢. m

Si"f" tiene limite en el punto x4 ide con f(x0)?
Comentario %
Si"f" tiene limite de "f" en el % x( y coincide con f(x(), diremos que

"f" es continua en el punta x g diremos que "f" no es continua en x( si

"f" no tiene limite en x niéndolo, no coincide con f(x0).

Disfrutaras mucho mas del Calculo Diferencial si educas tu cerebro

de modo que la expresion sea f: RN - R se instale en él en calidad
de contrasefa que al ser leida u oida actia SIEMPRE de magico
abracadabra que en un nanosegundo transmuta tu personalidad y te

convierte en el punto x € R", el habitante del conjunto inicial R"

que hall6 en el nimero real f(x) la Dulcinea que da sentido a su

vida .... y para x no hay mayor disfrute que observar y analizar
cémo cambia el valor de f(x) a medida que él se mueve por el uni-

VErso en que vive.
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Recuerda: siendo xo = (x?, X2y e R0y "¢ un namero real posi-

tivo, el entorno o bola abierta de centro en x( y radio "r" es el subcon-
junto B(x0;r) de Mo formado por los puntos x = (xq;...;X,) cuya dis-

tancia al punto x( es inferior a "t":

B(x0;1) = {x = (x1,....x5) € R0 /d(x;x0) <1}

siendo d(x3x0) = +/(x1 —x0)2 + ... + (x —x0)2 =3~ 0| -

Si de dicho entorno de x¢ eliminamos el propio ;0, obtenemos el entor-

n.n

no reducido de centro en x( y radio """, que denotamos B*(x0 ;r):
B*(x031) = {x = (x1,...,xn) € R0 /0 < d(x;x0) <1}

Si x0 € N2, el entorno B(x0 ;1) lo forman los puntos interiores a la circun-
ferencia de centro en xq y radio "t" ..... y el entorno reducido B*(x0;r) lo

forman los puntos interiores a dicha circunferencia, salvo el centro x(.

2.2 PROPIEDADES "CERECGA" DE UN PUNTO

Sea f: R0 > R y "D" su dominio de definicidn. Se dice que "f" satisface

una cierta propiedad cerca del punto xo € Rn si dicha propiedad se
satisface en todo punto x € D de un entorno reducido de xq.
jOjo!: el punto x0 puede no pertenecer a "D".

Asi, al afirmar que cerca de“xQ"=A9;5) es 3< ‘ f(g)‘ <8, se afirma que es
3< ‘ f(g)‘ <8 en todo punté x=N&1;x2) € D de un entorno reducido de x0.

Obvio: si cerca de x0 sgsatisface cada una de las propiedades P y Q, puedes
apostar la vida a que cerda¥de x( se satisface la propiedad "P y Q": si cerca de
x( es f(x)>2 y cerca deyx®y es f(x) <5, cercade x( es f(x)>2 y f(x)<5.

Obvio: sila funcidfiy ™ Verifica una cierta propiedad en todo punto x € D de
un entorno reducidd @ey x, esa propiedad también se verifica en todo punto x
de cualquier entéfhig, reducido de x0 que esté contenido en el primero. Por
ejemplo, si totle_punto x € R2 del entorno reducido de centro en xp € R2 y
radio rq s@iceéde que ‘f(g) — 7‘ <10=50, eso mismo pasa en todo punto x € R2

de todo entefho reducido de centro en xo € R2 y radio rp <r1.

R>
20
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2.3 LIMITE DE UN CAMPO
ESCALAR EN UN PUNTO

% el limite de £:D < R2 > R en el punto X0 € Ac.(D@

es L € R si sea cual sea la trayectoria de aproximacién a x que

elijas, tuimagen f(x) se aproxima mas y mas a "L" a medida que td te
aproximas mas y mas a X0 ..... y tanto se aproxima f(x) a "L" que,

sin mas que ubicarte bastante cerca de x0, el valor absoluto de la di-
ferencia entre tu imagen f(x) y "L" llega a ser tan préximo a cero

como quieras; es decir, sin mas que ubicarte bastante cerca de xo,

puedes hacer que ‘f(g) = L‘ sea inferior a todo nimero positivo que
se fije de antemano, por pequeno (préximo a 0) que éste sea

D

ya

X0

.~ )/ [ 2 N
S\ W4 H Za

Lle— %

Recuerda: al trabajar congla_fingion £:R > R que al numero real "x" le aso-

<

n_mn

cia el numero real "f(x)", coma’"x" sélo puede aproximarse al punto c € R

nn

por la izquierda o por la desecha de éste, al afirmar que el limite de "f" en "c" es

n_n n.n

"L" se afirma que si "x" seyaproxima a "c", el numero real f(x)" se aproxima al
nimero real "L" independientemente de la forma (izquierda/derecha) en que

"x" se aproxime a "c™

Pues bien, para un‘campo escalar f:D c R2 > R que al punto x € D le aso-

cia el nimero realy f'¢x)" la idea es la misma: al afirmar que el limite de "f" en

el punto xg € Aey(D) es el nimero real "L", se esta diciendo que si x e D se
aproximafasxg$el nimero real f(x) se aproxima al nimero real "L", y eso con
independencia/de la forma (trayectoria o camino) que x elija para aproximar-
se a XQ.

El campo "f* carece de limite en el punto X0 si el nimero real al que se apro-
xima f(x) cuando X se aproxima xo depende de la trayectoria o camino de
aproximacion a xp que se elija.
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De otro modo: se dice que el limite del campo escalar £:D € Ro > R

en el punto x0 € Ac.(D) es L. € R si sea cual el nimero positivo € que se

elija, es posible encontrar otro numero r > 0 tal que en todo punto xeD
del entorno reducido de centro en x0 y radio "t" (el sombreado en la figura,

para el caso n = 2) sucede que ‘f(g)—L‘ <E€:
Ve>0,3r>0/|f(x)-L|<esiO<|x—x0|<r, xeD
%,—/

*

distancia entre los puntos f(x) y L de R

distancia entre los puntos x y x( de R0

Es decir, el limite de "f" en el
punto xg es "L" si "cerca" de xp
sucede que |f(x)-L|<¢g, Ve>0 *

Asi, si el limite de f:D € REERR en el punto x0 € Ac.(D) € R0 es 147, eso
significa que:

® Si se elige € = 10-1004,c8Fca de x0 es | f(x)—147|<10~100,

® Si se elide € =1Q7100000 cerca de x¢ sucede que |f(x) —147| < 10~100000,

..... y lo mismo con ted@walor positivo que se elija para €, por pequefio que sea.

iQue quede requeteclaro!

Al hablar del limite de "f" en el punto x( importa un pito si x( tiene imagen

segin "f' 0 no ..... y ello es asi porque en la definicién de limite de "f" en x(
sOlo intervienen los valotes que toma """ en puntos x € R0 préximos a xq,
y el valor que toma "f"' en x0 no pinta nada en la historia.

Como veremos mas adelante, para expresar de modo rapido que "f"
tiene limite en el punto xo y que da la casualidad de que dicho limite
coincide con f(xg), se dice que "f* es CONTINUA en Xo
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Recuerda las Reglas Sagradas (RS)

¢ Prohibido dividir por cero.

¢ El logaritmo de un numero no positivo no es un nu-
mero real.

e Toda raiz de indice par de un numero negativo no es
un numero real.

2.5 CALCULO DE~LIMITES.

EL "PASQFAY LIMITE"

TLIRRREIIR R

TR ATHRR SRR R s

\

AN N A PR YR

Cabe distinguir dos®ipos de limites:

e INOFENSIVOS: si el campo ‘escalar "f" es inofensivo en el punto "Pe-
pe" (en "Pepe"” no se viola ninguna Regla Sagrada), el campo "f" siempre
tendra limite en "Pepe" y coincidira con f(Pepe).

e PELIGROSOS: si "f'"|es peligroso en el punto "Pepe" (en "Pepe" se
viola alguna Regla Sagrada), el estudio del limite de "f* en "Pepe" puede
ser muy complicado, y pordesgracia no hay receta magica que resuelva la
papeleta en todos los,cases.

Ejemplos'de“limites inofensivos

v Si f(x;y) =2y +3, es:  lim. f(x;y)=£(5;1)=13
xy)— (1)

Sif(x;¥)= 2.x.y + 3, en el punto (5;1) no se viola ninguna RS

VooSi f(xME6E+2)/(2+]) es: lim. f(x;2)=£(0;1)=6
b x2)— (1) o g O

Si f(x;2) = 6(x+2)/(z+1]) en el punto (0;1) no se viola ninguna RS

(y)— (1;2)
Sif(x;y)=4/3—x.y, enel punto (1;2) no se viola ninguna RS

v Sif(x;y)=~3-x.y, es: lim. f(x;y)zf(l;Z);x/T
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v Sif(x;y)=Ln (1-x.y) es: lim. f(x;y)=1(=3;1)=Ln 4
xy)— (=31)

Sif(x;y)=Ln (1-x.y), en el punto (=3;1) no no se viola ninguna RS

Para ser eficiente cuando en el punto
"Pepe" hay conflicto con alguna RS, debes
‘_ dominar lo que llamaremos paso al limite y
denotaremos "PL". El "PL" puedes em-

plearlo en todos los casos, incluso si en
"Pepe"” no hay conflicto con ninguna RS (en

tan gozosa situacion puedes apostar la vida a que el

limite de "f"" en "Pepe" coincide con f(Pepe), como
ocutre en los siguientes ejemplos) pero te interesa

K quedar bien. /

Recuerda: trabajando en R (n > 2), cuando escribimos x — x

(x tiende a x() queremos decir que x se aproxima a x( de modo que la

distancia d(x;x0) entre ambos llega a ser tan préxima a 0 como se quiera,

y la trayectoria que sigue que X para aproximarse a X0 es cualquiera de las
infinitas que hay.

Ejemplos de "PL" (¢on limites inofensivos)

01) Si f(x1;x2) =7.x1.x2 +5,%s lim. f(x1;x0) =47
&; x2)— (23)

{Qué potral, el cagipe "t es inofensivo en el punto (2;3)
"PL": st (x1;x2) = (2R)= f(x1;x2) =7.x1.X2 +5 = 7.2.3+5=47

02) Si f(x13%2) = x1.X3,1%, cs lim. f(xq;x2) =58
(x1; x2)— (23)

{Qué marayillagel campo "f' es inofensivo en el punto (2;3)
"PL": st (x3xe) > (2;3) = f(x1;x2) = X1.X% +4—>233+4=58

03) Si f(Xl;XZ)ZXi"—X%, es lim. f(x1;x9)=7
(x5 x2)=> (%3)

{Quélestupendol, el campo "f" es inofensivo en el punto (2;3)
"PL™si (xq5 x0) = (233) = f(x3x0) =x] —x3 > 24 =32 =7

04) Si f(x1;x2) =(x1 +1)/(x2 +06), es lim. f(x1;x2)=3/9
(x1; x2)=> (2:3) T
{Qué chambal, el campo "f" es inofensivo en el punto (2;3)

. W . . X1+1%3 . _X1+1 3
PL": si (X1,X2)%(2,3)=>{X2 +6%9}:>f(x1,xz)— 46 =5
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05) St f(u;v) = 6(ut2)/(v+1) | es lim. f(u;v)=06
(u3v) = (051) 4

{Qué bien!, el campo "f" es inofensivo en el punto (0;1)

PLY: s (wv) > O = {211 T 0=

= f(u;v) = 6(u+2)/(v+1) — 62/2 =6

O6)Sif(u;v)=u2—Ln%_u,es lim. fuv) —Lnl

TV (uv) - (051) 6
{Qué suertel, el campo "f' esinofensivo en el punt

u2 -0

"PL: si (u;v) — (01) =4 1—u—>1
T—v =6 ()

1—u

- -L
_V%O%
07) St f(u; V)—— 9-u es lim. f(u;s%

2=v7 7 (wv) > (0)

= f(u;v) =u2 —Ln

iQué guay!, el campo "f" es inofensivg efl el punto (0;1)
ulv 2 0/1=0
"PL": si (u;v) = (0;1) = -u—>9 =
-v—1

:>f<u;v)=%+ +0+\E=3

2
08) Si f(z; _5/zt2z2 12
) St f(z;t) i_. ¢ ,e.s

jLos dioses estan COIl‘l

z+22%2
"PL": si (12): 4—t—2 =
et=2 50 =1
2
+Z et2e\f1_1

09) Si f(z;t) = +t2,es lim. f(zt)= ‘{/2+4
(z t)—) (1;2) l/

L f(z0) =1
(1;2)

I, "f" esinofensivo en el punto (1;2)

,De rechupetel, el campo "f" es inofensivo en el punto (1;2)

723 +1-2
"PL": si(zt) = (L2) =24t+5>7 =
t2 — 4

3
:>f<z;t)=4ZtT+51+t2 eé{gw
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2
10)Si f(z;) = VI+z+La L5225 es  lim.  f(z;0=+2+Ln2
STt @y -2

iWonderfull, el campo "f" esinofensivo en el punto (1;2)
itz 542
"PL": si (zt) > (1;2) > 1+22 52 =
3-t—1

= f(z;t)=+1+2z+Ln 13+—Zt2 —~2+Ln2
11) Si f(A;0) = ex.g—:j.cos (1+63),es lim. f(A;0) ﬁE

(A;8) — (0;0)
iRequetewonderful!, el campo "f" es inofensivo en nto (0;0)
eh >l =1
n " : }\/ + 2 % 2 }\/ +
PL": si (1:0) = (0,0) = {5 T ] %1
1+63—>1:>c )%cosl
— £(1;0) = e g+2cos(1 12cosl
12)Si fA;0)=Ta 2 *L o6 fim. = Lot
2- (A;0) = (0;0 "2
{Qué chorradal, el campo " F' fenswo en el punto (0;0)
"PL": si (A 9)%(00):>{7\‘3+1 = f(1;0) =Ln 75 +61+L %
13) Si £(A;0) = 2<9+3> 8+ es lim.  f(A;0)=32
1- (A;0) = (0;0) T
iVaya gilipollez!, el "f" es inofensivo en el punto (0; O)
2 7»2 -2 2 -\ 2
0+1—1 }:> 011 1 -
"PL": si (A; e) ):><?fi*f}:>2<6+3>/<1 M 523=8l=
8+ A\ — 8 48+ A %/g _
AU ﬁ\/T* 172
@) g‘ —2.8.2=32

1—
14) S1 f(x@ + y2)x+2 es lim. t(x;y)

(3y) = (0,0) T

iQué chuppyl, el campo "f" es inofensivo en el punto (0;0)

WOT M. ) l+y2%l
PL.SI(X’y>%(O’O>:>{X+2%2}:

:>f(x;y)=(l+y2)x+2 —12=1
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x3 -1
1+2y/(

15) Si f(x;y) =

es lim. f(x;y)=1
) = 00 4

iQué bolal, el campo "f" es inofensivo en el punto (0;0)

" w, oo, . X3—1—)—1 N
PL": st (x;y) — (0;,0) = {l+2.y%1}:f(x’y>_

1—x3

1+2y

. 1—x2 X + 64 .
16) Si f(x;y) = =——— = lim. f(x;y)=2
A e y+2 <x;y>+<o;o>( ’
jPara nifios de tetal, el campo "f" es inofensivo en el p 0;0)
[1-x2 51 _1-x2 1| ]
1+ y2 %l} 1+y2

n " : %O
PL:s1(X;y)%(O;O)2<1§_ %1 gx/@*”\%—l b=

X+64—>54
y+2%2

1—1+2 2

1-—
= f(x;y)= 1+

4+sen (x—2)
eX—2 +cos (y— 3)

17) Si f(x;y) =

iQué facill, el campo "f" es 1 sivo en el punto (2;3)
x—2)—>4+sen0=4
=

y—3)—>cos0=1

-2
:f(x;yz% nx-d 4
+cos(y—=3) 1+1

lim. f(x;y)=1
arc cos (y — 2~ x3y) = (1;2) G7)

iSuicidate si IK el campo "f" es inofensivo en el punto (1;2)

arcsen (x.y —1) = arcsen1=m/2
1;2)= =

"PL": si (Xw ; arcsen (x —1) = arcsen 0 =0
arc cos (y —2) = arc cos 0 = /2
=N = arcsen (x.y — 1) /2 —1
‘:f N\

arcsen (x — 1) +arc cos (y—2) 0+ (1/2)

18) Si f(x;y) =

g La estupidez segun Murphy

Nunca hay tiempo para hacerlo bien, pero
N siempre lo hay para hacerlo dos veces
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Nadie confunde aproximarse a Burgos con estar en Burgos ...... y nadie debe
confundir aproximarse al punto x( con estar en el punto x(0. Pues bien, con-
fundira estos dos conceptos todo el que, al hacer el "PL" para asi calcular el
limite de £:D € R > R en el punto x0 € Ac:(D), sustituya x por x0 en la
expresién matematica de f(x), pues al hacer esto calculara la imagen de x(

segun "f", y no el valor al que se aproxima la imagen de x segun "f" cuando x

se apromma a x0. Recuerda: a la hora de hablar del "limite" de "f" en el

punto Xo importa un pito si xg tiene imagen o no la tiene, eso es totalmen-
te irrelevante.

No obstante como sabemos, si "f" es inofensiva en el punto X0, el limite
de "f" en Xg siempre coincide con f(Xg); y este estupendo chollo permite
que, al andar por casa, podamos calcular limites tontorrones a la velocidad
de la luz, sin el cofiazo de tener que hacer el "PL" (como en los ejemplos
precedentes). Asi:

+ x2 D
y) = (23) V 3—X A V 3-2
+x2
pues f(x;y) = SW/ y3 * .eX—2 esinofensiva en el punto (2;3)
—X

En definitiva, grabalo en tu cerebro, para calcular el limite de £:D < Ro - R

en el punto x0 € Ac:(D), lo primero SIEMPRE es invertir unos milisegundos
en analizar si "f" es inofensiva o peligrosa en dicho punto.
1) Si "f" es inofensiva en x(, siempre existira el limite de "f" en x y coinci-

dird con f(x0), lo que nos permite conocer @ priori el resultado del

"PL"; en este trance sélo escribiremos con detalle dicho "PL" si hay tiempo
y nos interesa quedar bien con la persona que ha de leer lo que escribimos.

2) Si "f" es peligrosa en f(go) , reza todo lo que sepas, porque el calculo su

limite en el punto x( puede desbordarnos las neuronas.

INOFENSIVA
PELIGROSA

iCazado
al vuelo!

¥
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/ Déjate de rezos y '_
dime qué haremos

para analizar el limite
si el campo escalar

f:DcCcRo > N es
peligroso en el punto

\ x0 € Ac:(D) /

Lidia de limites en situaciones peligrgsas

Aunque un campo "f" sea peligroso en un punto, el estudio su

limite en dicho punto puede ser una chorrada

e Por ejemplo,, cl campo "' tal que f(x;y) =& L ¥*3) es peligroso en el
punto ug = (2;3), pues el denominador del exp@mchite se anula en dicho pun-

to. Es evidente que "f" carece de limite en Gfw= (253), pues si y — 3T sucede
que x2/(y—3)—> 4o y f(x;y)= ex?/(y8) & cteo = oo pero si y — 3~
sucede que x2/(y —3) = —eo y f(x;y) = XM (=3) > e == = 0.

e Por ejemplo, f(x;y) = (1+x.y)/(x3,793) es peligroso en up = (0;0), pues
el denominador se anula en dicho pufita! Es obvio que "' carece de limite en
up =(0;0): si "x" e "y" tienden‘a/Ofcon valores negativos ambos, entonces
f(x;7) =1+ xy)/(x3 + y3)>U/05 = —oo; pero si "x" e "y" tienden a 0 con

valotes positivos ambos, ent@hce® f(x;y) = (1+x.y)/(x3+y3) = 1/0F = +eo.

Podremos asegurar que un campo "f" carece de limite en un

punto si encontramos trayectorias de aproximacion
a dicho punto que den limites distintos

Si el campo £:D afR2.—> R es peligroso en el punto ug = (a;b) € Ac.(D), ha-
remos que el pufffeygenérico u = (x;y) € D se aproxime al punto ug = (a;b)
siguiendo traye€torias o caminos famosos (rectas, parabolas) ..... y ello con la

inconfesable~gsp€ranza de encontrar trayectorias que den limites distintos,
pues en tal{casp "f" carecera de limite en (a;b): recuerda que el limite de "f" en

un punto ug=es LeR solo si sea cual sea la trayectoria de aproximacion a uo
que elija u = (x;y) € D, el valor de f(u) se aproxima a "L" tanto como se quiera;
es decir, sin més que més que elegir u = (x;y) bastante préximo a ug, el valor

absoluto de f(u)— L llega a ser tan préximo a 0 como se quiera.
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Trayectorias rectilineas

Nos aproximamos a u( = (a;b) siguiendo una trayectoria rectilinea genérica; es

decir, una trayectoria tal que la
relacion entre la abcisa "x" y la
ordenada "y" de todo punto de

ella es y=b+m.(x—a), siendo

y=b+m.(x—a)

m =tg o

"m" la pendiente de la recta elegi-
da. Mientras hacemos el calculo- | |4 m (x —a) ¢——-2
te rezaremos para que el limite
segun esa trayectoria dependa
del valor de "m", pues en tal
caso "f" carece de limite en
(a;b), ya que para distintos valores de "m" se obtendran distingos limites.

Se lidia asi:

lim f(x;y) = lim f(x;b+m.(x )%, lim O(x)=.....
(x;y) = (a;b) T X—>a X—a

|
|
. » X
X

y=b+m.(x—a)

en la expresion matematica de f(x;y) sustisuios "y" por b+ m.(x —a);

o lo que esigual, sustituimos "y — b"{pof m.(x —a), con lo que
obtendremos un "pedrusco" O(x) cdyowalor sélo depende de "x"

Nos alegraremos mucho si el resultadeideépende de "m", porque en tal caso
"f" carece de limite en el punto (a;b) # za%tra cosa mariposa.

Por el contrario, si no depende de "mb, (por ejemplo, el dltimo limite es 14 para
todo valor de "m") nos cabrearemos(mucho, porque eso significa que sea cual

sea la trayectoria rectilinea que u'g (X ;y) elija para aproximarse a u(, el nime-

ro real f(u), la Dulcinea de u,sgapfoxima a 14 cuando u se aproxima a ug.

Trayectorias parabolicas (eje vertical)

Nos aproximamos a uos& (a3b) siguiendo una parabola genérica de eje verti-

cal que tenga su maximo (minimo) en dicho punto; es decir, tal que la relacion

n_n

entre la abcisa "x" y layotdenada "y" de todo punto de ella es y = b+ m.(x —a)2

... y mientras hacem@Splos calculos rezamos para que el limite que resulte de-
penda del valorge “"m" o no coincida con el obtenido con las trayectorias
rectilineas, porgue en esos casos "f" carece de limite en el punto (a;b).

y=b+m.(x —a)2

> X
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Se lidia asi:

lim f(x;y)= lim f(x;b+m.(x—2)2)= lim Y(x)=.....
(x37) = (a;b) A a2 Axa
y=b+m.(x—a)2

en la expresién matemitica de f(x;y) sustituimos "y" por b+ m.(x —a)2;

o lo que es igual, sustituimos "y —b" por m.(x —a)2, con lo que
obtendremos un "pedrusco" Y(x) cuyo valor sélo depende de "x"

Nos alegraremos mucho si el resultado depende de "m" o no geincide con el
que de modo pertinaz obtuvimos con todas las trayectorias rectilineas, por-

que "f" carecera de limite en ug = (a;b), y a otra cosa mariposa. Por el contrario,

si no depende de "m" y coincide con el que obtuvimos conf(todas las trayectorias
rectilineas (14), nos cabrearemos mucho, porque eso significa que sea cual sea

la trayectoria parabélica del tipo indicado que u = (x;y) €lija para aproximarse a
u0, el nimero real f(u), el amor de u, se aproxim@a ¥4cuando u se aproxima

a ug.

Trayectorias parabolicds.[eje horizontal)

Nos aproximamos a ug = (a;b)

siguiendo una parabola genérica

de eje horizontal que girada 90

grados tenga su maximo/minimo

en dicho punto; es decir, tal que la
n_mn

abcisa "x" y la ordenada "y" de
todo punto de ella son tales que

x =a+m.(y —b)2.

Mientras hacemos el calcdlote
rezamos para que resultado ‘no
coincida con el que de:modo
pertinaz hemos obtenidoicon to-
das las trayectorias rectilineas y todas las parabdlicas de eje vertical, o para
que dependa del valor de*”"m", pues en ambos casos "f" carecera de limite en
el punto (a;b).

Se lidia asj¢
lim f(x;y)= lim fla+m.(y—b)2;y)= lim Nny)=....

(x;y)/= Ta;b) y—b y—>b
x=at-m,fy 7 b)2

en la expresion matematica de f(x;y) sustituimos "x" por a + m.(y — b)2;
o lo que es igual, sustituimos "x —a" por m.(y —b)2, con lo que
obtendremos un "pedrusco" 1N(y) cuyo valor sélo depende de "y"

Nos alegraremos mucho si el resultado depende de "m" o no coincide con el
obtenido con todas las trayectorias rectilineas y parabédlicas anteriores, por-
que en esos casos "f" carece de limite en (a;b) y a otra cosa mariposa. Por el
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contrario, si no depende de "m" y coincide con el que obtuvimos con las prece-
dentes trayectorias rectilineas y parabolicas (14) nos cabrearemos mucho, pues
eso significa que sea cual sea la trayectoria parabdlica del tipo indicado que

u=(x;y) elija para aproximarse a u, el nimero real f(u), la media naranja de

u, se aproxima a 14 si u se aproxima a u(.

@permosqueado, este método de trabajo es una cutm
me gusta un pelo .... porque si "f" tiene limite 14 en ug, sera impo-

sible encontrar trayectorias que den limite distinto de 14 ..... y asi
puedo pasarme 1000 afios como un gilipollas "probando" con mas y
mas trayectorias sin sacar nada en limpio, porque después de 1000
afios trabajando:

1) No podré decir que "f" carece de limite en (a;b), pues todas las
trayectorias probadas durante los 1000 afnos habran dado como
limite 14.

2) No podré decir que el limite de "f" en (a;b) es 14, pues entre las
infinitas trayectorias que tras 1000 afios aun no he "probado" po-
dria haber trayectorias que den limite distinto de 14.

jVaya mierda! / \<
Si te cansas de pro-

bar trayectorias sin
sacar nada en limpio,

recurre a la defini-
cion de limite ... pero

Qo olvides seguir rezandy

Otras trayectorias

Si con las trayectorias feetilineas y parabdlicas de aproximacion a ug = (a;b) no

sacas nada en limpio_ydeetdes seguir probando, puedes continuar lidiando asi:

lim f;y)= lim f(x;b+m.(x—2)3)= lim oy(x)=.....
(x;v) = (asb) X —a X —a
y=b+m.(x&a)’

Hit f(x;y)= lim f(x;b+m.(x—2)*)= lim Oy (xX)=.....
x7)% (ab) X —a X —a
y=b+thu(x2)4

lim f(x;y)= lim f(x;b+m.(x—2)®)= lim o3(x)=.....
(x;y7) = (a;b) X —a X —a
y=b+m.(x—a)>

lim f(x;y)= lim f(x;b+m.(x—2)0)= lim oy x)=.....
(x;y7) = (a;b) X —a X —>a
y=b+m.(x—2)0
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L f(x;y)= lim fa+m.(y—b)3;y)= lim as(y)=....
(xi¥) = (a3D) o) Yo b (a+m.(y=b)";y) i 5(¥)
X=a+m.(y—b)3

li f(x;y)= lim fa+m(y—b)*;y)= lIm 0(y)=.....
(xi¥) = (aib) (x37) v b (a+m.(y =b)*;y) Sy 6(¥)
X=a+m.(y—b)4

li f(x;v)= ki f(a4+m.(v—> 5; = 1i o __—
(X;y)—f?a;b) G37) yi>nb (a+m.(y=b);3y) yi}nb 7(¥)
X=a+m.(y—b)5

lim f(x;y)= lim f(a+m.(y—b)0;y)= lim og(¥s.....
oy G = lim k(= 5)y) Y*bg
x=a+m.(y—b)0

lim f(x;y)= lm f(x;b+m.sen (x—a))="Wm Og(x)=.....
(x;y) = (a;b) X —a X —a
y=b+m.sen (x—a)

lim f(x;y)= lim f(a+msen( b); m Oyp(X)=.....
(5) > (a3b) YTy ’ \%&eb 10

e ) e N

Y sin con pertinaz cabezoneria siempre obt% el mismo resultado (por

ejemplo, 14), empezaremos a sospechar que limite de "f" en up = (a;b),

y nos morderemos los pufios de rabia po mpo perdido con los calculos,
pues a pesar de la sospecha, como no encontrado trayectorias que den
limite distinto de 14, no podremos decit "f" carece de limite en ug = (a;b)

..... y tampoco podremos afirmar que % el limite de "f" en up = (a;b), pues

aun quedan infinitas trayectorias por?' mifar".

En tan amargo trance, tras rezag (Qas ahinco que nunca para que los dioses se
pongan de nuestra parte de fletera vez, recurriremos a la definicién de

erca del punto ug = (a;b) sucede que

—14|<e, Ve>0

FONEMATO 2.5.
Analicese si tiene lim el punto up = (2;3) el campo £:R2 > R tal que

— 2x+5y-1
% £() = x+5y—19

x—y+1
SOLUCION

iQué fae piden el limite del campo "' en un punto up = (2;3) en que

limite, es decir, comprobare

"f" es peligroso, pues ug = (2;3) anula al denominador.

Al hacer el PL no nos comemos una rosca, pues numerador y denominador
tienden a 0 si u=(x;y) = uo =(2;3). Haremos que el punto u=(x;y) se
aproxime al punto ug = (2;3) siguiendo trayectorias famosas, y ello con la incon-
tesable esperanza de encontrar trayectorias que den limites distintos, pues en
tal caso "f" carecera de limite en ugp = (2;3).
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Recuerda: el limite de £:D € R2 > R en un punto up € Ac.(D) es LeR
s6lo si sea cual sea la trayectoria de aproximacion a ug que u = (x;y) elija, suce-
de que ‘f (u) — L‘ llega a ser tan proximo a 0 como se quiera sin mas que elegir
u = (x;y) € D bastante préximo a ug; es decir, cerca del punto ug = (2;3) se

verifica que ‘f(a)—L‘ <g,vVe>0.
Trayectorias rectilineas

Nos aproximamos a ug = (2;3) siguiendo una trayectoria rectilinea,géhérica, una

trayectoria tal que entre la abcisa
"x" y la ordenada "y" de todo m=tg o
punto de ella hay una relac1on de
la forma y=3+m.(x—2), sien-

y=3+m.(x—2)

. (253)
|
|
|
|
|
|
|
|
|

do "m" la pendiente de la recta
clegida. 3+ m.(x —2) ¢——-2
Mientras hacemos el calculote re-
zamos para que el resultado de-
penda del valor de "m", pues en
tal caso "f"' carecera de limite en

> X

uo = (2;3), ya que para distintos valores de 'sm*s€ obtendran distintos limites.

lim f(x;y) = lipmf(&;3+ m.(x —2)) =

(x;y) = (2;3) X -2
y=3+m.(x—2)
en la expresion matematica de ffRgy¥sustituimos "y" por 3+ m.(x —2)
=l 2XHCAm -1 2x+5mx—10.m—4 _
= lim = |im =
«—2 x—0B+m(x—2)# x—2 X—-mx+2m-2
2.(x — 2. mi(x — 2
=l 2T 2pemix—2) . 245m _ 2+5m

vo2 2o k-2 Ac5p T-m T I-m

dividimos numeradot, denominador pot (x —2), lo que es licito,

pues x —2 # 0, yasquew'x" se "aproxima" a 2, pero no llega a ser 2

iQué potral, el resultado, obtenido depende de "m"; o sea, depende de cual sea
la recta elegida pardla aproximacién a ug = (2;3). Por tanto, el campo escalar "f"

carece de limite gh cMpunto up = (2;3).

Por ejemple, si th=7 (= (x;y) se aproxima al punto ug = (2;3) por la recta
y =3+ 7(2=-L)), el valor de f(x;y) se aproxima a (2+5.7)/(1-7)=-37/6.Y
si m=4 (=(x;y) se aproxima a ug = (2;3) por la recta y=3+4.(x —2)), el
valor de f(x;y) se aproximaa (2+5.5)/(1—4)=-27/3.

Los dibujos grandes y detallados ponen de buen
humor a todos los profesores
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FONEMATO 2.5.2

Analicese si tiene limite en el punto ug = (0;0) el campo f:R2 > R tal que

- Xy
f(u)= 2 4y2

SOLUCION

iQué putada!, nos piden el limite de la funciéon "f" en el punto ug = (0;0),
que es el tnico punto de M2 en que "f" es peligroso, pues up = s el tnico
punto de R2 en que se anula el denominador del cociente de Polinémios f(u).
Al hacer el PL no nos comemos una rosca, pues el numera el denomina-
dor tienden a 0 si u = (x;y) = ug = (0;0). Q

Haremos que el punto u = (x;y) se aproxime al punto @;0)%iguiendo trayecto-

rias famosas, y ello con la inconfesable esperanza ontrar trayectorias
que den limites distintos, pues en tal caso "f" car\’ imite en (0;0).

Recuerda: el limite de f:D € R2 > R en un.\ ug € Ac.(D) es LeR si
sea cual sea la trayectoria de aproximacion a u%ija u=(x;y) € R2, sucede
que ‘f () —L‘ llega a ser tan proximo a 0 b se quiera sin mas que elegir
ir, cerca de up sucede que:

e>0

u = (x;y) € D lo bastante préximo a ug.

[f(u)-L

Trayectorias rectili

Nos aproximamos a u( = (050), sigui do una trayectoria rectilinea genérica, una

trayectoria tal que entre la a% y la ordenada "y" de todo punto de ella

existe la relacién y = 0+ m.§ siendo "m" la pendiente de la recta elegida.

Mientras hacemos el calc zamos para que el limite que resulte dependa
del valor de "m", pues e aso "f" carecera de limite en ug = (0;0), ya que
para distintos valores se obtendran distintos limites.
m f(x;y)= lim f(x;m.x)=
— (0;0) x— 0
+m.(x—0)

n_n

matematica de f(x;y) sustituimos "y" por "m.x"

— 1 : _ _ mx? m __ m
x +(m.x)2 x — 0 x2+m2.x2TX_>0 1+m2 1+ m?2

dividimos numerador y denominador por x2, lo que es licito,

pues x2 # 0, ya que "x" se "aproxima" a 0, pero no llega a ser 0

|QUé potra!: el resultado depende de "m"; o sea, depende de cudl sea la

recta elegida para la aproximaciéon a ug = (0;0). Por tanto, el campo escalar "f"

carece de limite en ug = (0;0).
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FONEMATO 2.5.3
Analicese si tiene limite en el punto up = (2;3) el campo f:R2 > R tal que

— (x=2.(y—3)
e ——

SOLUCION

iQué mal rollo!, nos piden el limite de "' en el punto ug = (2;3), que es el

tnico punto de R2 en que dicha funcién es peligrosa, pues ug =[2%8) es el tni-
co punto de R2 en que se anula el denominador de f(u). Al hategel PL no nos
comemos un rosco, ya que numerador y denominado nden a 0 si

u=(x;y) = up =(2;3). Lidiaremos haciendo que u=(£;y)) se aproxime al

punto (2;3) siguiendo trayectorias o caminos famosos, ygllo,con la inconfesable
esperanza de encontrar trayectorias que den limites disti pues en tal caso "f"
carecera de limite en (2;3).

Trayectorias rectilineas ’§\

Nos aproximamos a ug = (2;3) siguiendo una trayectoria rectilinea genérica, una

trayectoria tal que entre la abcisa [ ol
"x" y la ordenada "y" de todo -
punto de ella existe la relacion AY

y=3+m.(x—2), siendo "m" la 3

pendiente de la recta. Mientras
hacemos el calculote rezamos
para que el resultado dependa del
valor de "m", ya que en tal cds

"f' carecera de limite en (2 P

34 m.(x—2) ¢

» X

|
|
|
|
@
X

S
lim x;y)= lim f(x;3+m.(x—2)) =

pues para distintos Valore% 2
"m" se obtendrian distint(& )

(x;y) m x— 2
y=3% )

matematica de f(x;y) sustituimos "y" por

o que es igual, sustituimos y — 3 por m.(x — 2)

2 — N3
. m2.(x —2) _

N\ X =2 (X—2)2+m4.(x—2)4T
dividiMJmerador y denominador por (x —2)2, lo que es licito,

pues (x —2)2 # 0, ya que "x" se "aproxima" a 2, pero no llega a ser 2

2 _
_ e omA(=2) 0
x>2 T+mt(x=2)2 140

| PL sencillito |

en la ex
3+ m.(x -

=0,VmeNR
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El que el limite sea 0 para todo valor de "m" significa que sea cual sea la trayec-

toria rectilinea que u elija para aproximarse a uQ, el numero real f(u), la

Dulcinea de u, se aproxima a 0 cuando u se aproxima a u(.

Trayectorias parabolicas de eje vertical

Nos aproximamos a ug = (2;3)
siguiendo una parabola genérica
de eje vertical que tenga su maxi-
mo (minimo) en dicho punto, es
decir, una trayectoria tal que entre
la abcisa "x" y la ordenada "y" de
todo punto de ella existe la rela-
cion y=34+m.(x—2)2. Y reza-
mos para que el limite que re-
sulte sea # 0 (pues 0 es el limite

y =34+ m.(x —2)2

|
|
|
|
b
X

» X

que hemos obtenido con las trayectorias rectilineaSyo dependa del valor de "m",

pues en ambos casos "f" carecera de limite en u(Q =%2;3).

lim f(x;y)= lim f(3%m.(x —2)2)=

(x5y) = (2;3)
y=3+m.(x—2)2

X — 2

T

n_n

en la expresion matematicaed@™(X;y) sustituimos "y" por
3+ m.(x —2)2; o lo que es igual LsuStituimos y — 3 por m.(x — 2)2

m 2a(x — 2)5

= Ilim

x = 2 (X 2)2+ m4.(x —2)8 T

dividimos numeta4do¥s denominador por (x —2)2

e (X 2)3

= lim

=0 =0,VmeNR

x o2 1gmdl(x —2)6 $1+0

| PL sencillito |

El que el limite sea 0 pafaftodo valor de "m" significa que sea cual sea la trayec-

toria parabolica que’ tnelija para aproximarse a uq, el nimero real f(u), la

amadisima Dulcinea de u, se aproxima a 0 cuando u se aproxima a u(.

ﬁal asunto ... porque si "f" tien}

limite en up = (2;3) me pasaré
la vida como un gilipollas pro-
bando mas y mas trayectorias sin
comerme un rosco, pues sera
imposible encontrar trayectorias
que den limite distinto de 0, que
es el que de modo pertinaz he
obtenido en todos los casos

7
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Trayectorias parabolicas de eje horizontal

Nos aproximamos a u(g = (2;3) siguiendo una parabola genérica de eje horizon-

tal que girada 90 grados tenga su x =2+ m.(y—3)2

méximo/minimo en dicho punto, | Y 4

es decir, tal que la abcisa "x" y la

ordenada "y" de todo punto de 3= (253)
ella estan relacionadas mediante

x =2+ m.(y—3)2. y ¢————=

|
Y rezamos para que el limite que |
resulte sea distinto de O (pues 0O es |
el limite que de modo pertinaz ¢
hemos (.)btenid(.), con todas las 24 m.(y—3)2—T
trayectorias rectilineas y las para-
bélicas de eje vertical) o dependa del valor de "m", pue§ ghyambos casos "f" care-

» X

cera de limite en ug = (2;3).

Iim f(x;y)= Iim f(2+rn.(y—3)2;y)=
(557) = (23) y—3 T
x=2+m.(y—3)2

en la expresion matematica de f(&gy) sustituimos "x" por

24+ m.(y—3)2; o lo que es igual, sustitudmos x — 2 por m.(y — 3)2

= lim m.(y = 3)* =" lim m __—_ o
y— 3 m(y=3)%+(yz3% Ty_>3 m2+1 m2+1

dividimos numerador y denominador por (y — 3)4, lo que es licito,
pues (y —3)* #0, ya que %y " sel!aproxima" a 3, pero no llega a ser 3

\y

iQué potral, el resultado depende de "m", o sea, depende
de cual sea la parabola elegida para la aproximacion a

up = (0;0); por tanto "f" carece de limite en up = (0;0).

Isaac Newton, el de la manzana, descubridor de la ley de la gra-
vitacion universal y uno de los padres del Calculo Infinitesimal

Si he conseguido ver mas lejos es porque me he aupado en
hombros de gigantes; no sé lo que pareceré a los ojos del
mundo, pero a los mios es como si hubiese sido un mucha-
cho que juega en la orilla del mar y se divierte de tanto en
tanto encontrando un guijarro mas pulido o una concha mas
hermosa, mientras el inmenso océano de la verdad se extien-
de inexplorado frente a mi.

Isaac Newton (1642-1727)
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FONEMATO 2.5.4
Estidiese el limite en el punto (0;0) del campo f:R2 > R tal que:

2
X“. sen (x + 1—cos 2.
ey =y s D = 9 e = T

2y 1 Ln (1+3.
4) f(X;Y)=1e_? ; 5) f(XWFﬁ

SOLUCION
1) jQué putadal, hay que estudiar el limite de "f" en el pun = (0;0), que

es el tnico punto de R2 en que "f" es peligrosa, pues (O 1 dnico punto

de R2 en que se anula el denominador de f(x;y).

Q
Al hacer el PL no nos comemos una rosca, ya qu merador y el deno-
minador tienden a 0 si u = (x;y) — ugp = (0;0). \

Trayectorias recti lineas ’§

(xy) = (0;0)
y=0+m.(x-0)
en la expresion matematica de f(x; tituimos "y" por "m.x"
x2.(m.x) m.x3
= lim —————— - s =
x - 0 x4+ (mx) 0 x4+m2.x2

Sim=0(=y=0x= rayectona de aproximacion a (0;0) es el eje de

abcisas), resulta: $
2
lim f£(x;0. 20N O g =0

x— 0 90X4+(0X)2 x—0 x* x50

Trauecto% arabolicas de eje vertical

$ lim f(x;y) = lim f(x;m.x2)=
;) — (0;0) x— 0
=0+m.(x—0)2 T

" "

es1or1 matematica de f(x;y) sustituimos por m.x2

x2.(m.x2)
= lim —_= =
X%O x4 + (m. X2)2 « >0 x4+m2.x4

= lim m m
x—0 1+m2 l+m2

= "f" carece de limite en el punto (0;0)
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2) jQué faenal, la funcion "f" tal que f(x;y) = (sen (x +y))/y es peligrosa en
el punto (0;0), pues en dicho punto se anula el denominador. Al hacer el PL
NO NOS comemos una rosca, pues el numerador y el denominador tienden a

0 st (x;y) = (0;0).
Trayectorias rectilineas

lim f(x;y)= lim f(x;m.x)=
(%) = (0;0) x—0
y=0+m.(x-0)
en la expresion matematica de f(x;y) sustituimos "y" X
+m. +m). +
~ lim sen (x mx):(0/0>: lim (1+ m).cos (x l+m _,
x—0 m.X TX —0 m m
Aplicamos la regla de L'Hospital: lim P _ L lim p'(x)
X —a q(X> x—>a &)
p(x)=sen (x + m.x) = p'(x) = (1+ + m.x)
q(x) = m.x = q'(x) *

= "f" carece de limite en

3) iMal fario!, siendo f(x;y)=(1—cos 2

o (0;0)

cos 3.x), la funciéon "f"' es

peligrosa en el punto (0;0), pues en d1c to se anula el denominador. Al

hacer el PL no nos comemos una
nador tienden a 0 si (x;y) = (O;O)

ya que el numerador y el denomi-

Trayectorias rectili S

G-

de f(x;y) sustituimos

lim f(x;m.x)=
x— 0

"y" por m X

2.m.sen 2.m.
— (0/0)= lim m.sen 2.m.x _
TX%O 3.sen 3.x

. p(®) p'(x)
1 0/0)= lim —F—+=
R R e
1-cos2.m.x = p'(x) = 2.m.sen 2.m.x

e L'Hospital:

q(x)=1-cos3.x = q'(x) =3.sen 3.x
_ iy S 2.m.x — (0/0) = 2.m lim 2.m.cos 2.m.x _
0 sen3.x ? 3 X_>0 3.cos 3.x
Aplicamos la regla de L'Hospital otra vez
_ 4.m?2 cos2.m.Xx _ 4.m2 1 _ 4.m2 -
9 'y, cos3x 9 1 9

= "f" carece de limite en el punto (0;0)
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4) jMal asunto!, siendo f(x;y)=(e2y —1)/(1—e3x), la funcién "f" es peli-
grosa en el punto (0;0), pues en dicho punto se anula el denominador.

Al hacer el PL no nos comemos una rosca, ya que ¢l numerador y el deno-
minador tienden a 0 si (x;y) — (0;0).

Trayectorias rectilineas

lim f(x;y)= lim f(x;m.x)=

(x;y) — (0;0) x— 0
y=0+m.(x—0)
en la expresion matematica de f(x;y) sustituimos "y" 'm.x"
. 2.m.x — . 2.m.
= lim S22 =lo0/0)= lim 2meS™Y 578
x>0 1—edx Ax—>0 —3.e3x 3

p()

¢ P'(x)
Aplicamos la regla de L'Hospital: lim = = lim -
x—a q( x—a 9(X)
q(x)=1-e>* = q'(x) =

= "f" carece de limite en

5) jLlevamos la negra!, si f(x;y)=(
"f" es peligrosa en el punto (0;0), p
minador.

3.y))/La (1-2.x), la funcién
dicho punto se anula el deno-

Al hacer el PL no nos comemos L@)sca, ya que el numerador y el deno-

minador tienden a 0 si (x;y) = (C%
Trayectorias rectilineas

li ;)= lim f(x;m.x) =
(x;y) = (0; x— 0
y=0+
en la expresion atica de f(x;y) sustituimos "y" por "m.x"
3.m
+3.m.x)

= lim =(0/0)= lim 1F3mx _

g (1-2.%) TX_>O -2

7 1-2.x
, \ , . p(x) . pP(®
Aplicamosla%®egla de I'Hospital: lim “——%=(0/0)= lim —F——=
P 8 preal: i g T = I T

@ p(x)=Ln (1+3.m.x) = p'(x) = H—%ﬁ

ol v =2
4x) =L (1-2.%) = q'(x) = 72—
__3m . 1-2x __3m1-0__3m
= I T T2 k0 2

= "f" carece de limite en el punto (0;0)
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FONEMATO 3.5.5

Estidiese el limite en el punto (0;0) del campo f:R2 > R tal que:

44+x+y x.y3 1—ex’/y
Dix;y)=———; 2)f(x;y) = 3) f(x;y) =
) £(xsy) x2.y ) E3x5) x3.y+2.x—y ) £(x5y) arc tg (x7/y)
1+ Ln (x/y19) X.y 3.x4.y4
4) f(x5y) = 197 DY) === O fxsy) =
1+tg (y19/x) x4 +y4 x4yt +x—y
SOLUCION
1) El campo f(x;y) = (4 + x +y)/(x2.y) es peligroso en el pun@)), pues el
denominador se anula en dicho punto, y "f" carece de limit ;0), ya que:
[ x>0 L _Atx+y 4
* s {Y_>0+}:>f(x’y>_—x2.y — N
[x—=0 4+x+y
2) El campo f(x;y) = (x.y3)/(x3.y +2.x —y) es’\so en (0;0), pues en di-
cho punto se anula el denominador.
Al hacer el PL no nos comemos una ros es numerador y denominador

tienden a 0 si (x;y) — (0;0). %
Trayectorias rectilin

lim f(x;%lim f(x;m.x) =
(x;y) = (0;0) x— 0

y=0+m.(x—0) m

en la expresion matemati f(x;y) sustituimos "y" por "m.x"
_ \ x.(m.x)3 _
X 3.(m.x)+2.x—m.x
=—J—=0 }
=

0+2—-m

: = : . 3
x— 0 mXx m [sim=2]= lim 8~L3=4

x — 0 2.X

%" carece de limite en el punto (0;0)
3) A la vista de &uetata" de f(x;y) no hay que ser un lince entrenado por

los chiricauas Para ver que si (x;y) se aproxima a (0;0) siguiendo la trayecto-

ria y = el valor al que se aproxima f(x;y) depende de "m":
lim f(x;y)= lim f(x;m.x7)=
(x;y) — (0;0) x— 0
y=m.x/
1—ex//(mxT) 1—el/m  1—¢l/m

30 arctg 7/(mxT) s arctg(l/m)  arc g (I/m)

= "f" carece de limite en el punto (0;0)
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4) A la vista de la "estructura" de f(x;y) no hace falta trabajar en Scotland
Yard para darse cuenta de que si (x;y) se aproxima a (0;0) siguiendo la tra-

yectoria x = m.y19, el valor al que se aproxima f(x;y) depende de "m

lim f(x;y)= lim f(m.yl%;y)=

(x;y) — (0;0) y— 0
x=m.y19
1+L y19 /y19
~ lim omyP/y%) . 14Inm _ 1+4Lnm _
y— 0 1+tg19/(mx19) 50 1+tg(l/m) 1+tg
= "f" carece de limite en el punto (0;0)

5) El campo f(x;y) = x.y/4/x* + y* es peligroso en (O;O),@Qen dicho punto

se anula el denominador.

L 4
Al hacer el PL no nos comemos una rosca, pues dor y denominador
tienden a 0 si (x;y) — (0;0). \
Trayectorias rectilineas ’§
lim 11@17
(xy) = (0; 0)
y=0+m.(x—0)
en la expresion matematica de f(x; tituimos "y" por "m.x"
- lm X. (m X) rn x2 _
x—0 X4+(mx)4 X4+m4x4
= lim =" -
X — O. 1’Il4 N1+ 1’Il4
= "f" car limite en el punto (0;0)

0) El campo f(x;y) = X4.y4%y4 + x —y) es peligroso en (0;0), pues en di-
cho punto se anula el degnofnador.

Al hacer el PL no n emos una rosca, pues numerador y denominador
tienden a 0 si (x; 0)

Trayecto rectilineas

lim f(x;y)= lim f(x;m.x)=
x;y) = (050) x— 0
y=0+m.(x-0)

4 4

X_>0 x4, (mx)4 +x —m.X

- 0
f 3mtxT smE =0 —m Y
_ _
x50 mhxTH+l-m sim=1|= lim 3x7=3

X—)O x7

= "f" carece de limite en el punto (0;0)
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iYuppy! ... ya |

soy un artista
con eso de
encontrar
trayectorias
distintas que
den limites
distintos

& o tan deprisa, queda lo mas

divertido: lidiar limites me-
diante la definicion de limite,
que es lo que haremos si no
encontramos trayectorias
distintas que den limites
distintos ..... pero antes hay
que decir alguna cosilla sobre

\los entornos de un punty

Entornos cuadrados N

En su momento dijimos que si (a;b) es un punto dg R,

el entorno reducido de centro en (a;b) y radiogr S0 "o b

forman los puntos (x;y) € R2 que son interiesesta la

circunferencia de centro en (a;b) y radio "t',%salvo el >

propio punto (a;b): a
B*((a;b);1) = {(x;y) € W2 L0ga[l — )2 + (y—b)2 <r}

A veces, por comodidad, es preferible (tzdbajar

: Ay

con entornos cuadrados en vez de £ifeulares,

diciendo que el entorno reducido de centro en | b+r ——-

(a;b) y radio r>0 lo fornian“les puntos

(x;y) € R2 interiores al cuadrado,'de centro b

en (a;b) y semilado "t", salve glfpropio punto L

(a;b); es decir, los puntosi(X%4y) # (a;b) tales ! ___: :

: | |

que a=—r a  a+tr >x

‘X—a‘<r; y—b‘<r

Obvio: si en toddBuato de un entorno reducido circular (cuadrado) del punto
(a;b) la funcion@adR? > R cumple una propiedad

(por ejemplo, s€cumple que ‘f (x3y)— L‘ <€), siem-

pre es posiblesencontrar un entorno reducido cua-

drado (cireular) de (a;b) en el que también se cumple

esa propiedad.

Asi, para lidiar limites mediante la definicién de limite, diremos que el limite de
f:DCR2 > R en el punto (a;b) € Ac.(D) es el nimero real "L" si para todo

€>0 es posible encontrar un r>0 tal que ‘f(x;y) - L‘ <€ en todo punto
(x;y) # (a;b) del dominio de definicion de "f" tal que ‘x - a‘ <ry ‘y— b‘ <r.
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ﬁ/[e temo lo peor, porquh

como dentro de un
cuadrado o un circulo

siempre se puede "metet"
un triangulo, un rectan- k .’,

gulo, un pentagono ...

no tardardn en aparecer d ‘
entornos triangulares,

pentagonales, rectangula-

\ res, eptagonales ... /

FONEMATO 2.5.6 4
Demuéstrese que el campo f:[02 1  tiene limite unto (0;0).

D f(x;y) =3 +x.y; 2) f(x;y) =7.x +06.y (x;y) =3 +x2 +y
4) f(x;y) =3 +x2.y ; 5) f( 5.x.y4

iVa de retro!
.... Dios no lo
quiera

SOLUCION

El limite del campo £:D [1] 2 HH3  en el punto (a;b) HAc.(D) es el
namero real "L" si para todo € >0 es posible encontrar + >0 tal que
‘f(x;y) - L‘ < € en todo punto (x;y) # (a;b) que pertenezca a "D"

y sea tal que ‘x —a‘ <ry ‘y - b‘ <r. Por tanto, siendo D =02 en los cinco
casos propuestos, el limite de "f"' en (0;0) es 3si L1 & 0 es posible encontrar
r >0 tal que ‘f(x;y) - 3‘ <€ en todo punto (x;y) # (0;0) y tal que
x| =|x| <r y |y =0] =]y <=

5y) =3 =3 +xy) =3] =|xy| x|y
=|x||y] <& si|x[<vey[y[< Ve osea r=ve.

DSt f(x;y) =3 +x.y,

Es claro que ‘f(x;

En todo punto (x;y) # (0;0) interior
al cuadrado de la figura sucede que
|f(x;y) — 3| <€. Observa: si eliges

£=100, es r =~/& =10; si eliges

£ =10-1000 es r = /g =10~500; si X
eliges € = 1077000000 | eg
r = /g =1073500000; si eliges ...
144
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2)Si f(x;y) =7.x+6.y +3, es:
‘f(x;y)—3‘ :‘(7.X +06.y +3) —3‘ =‘7.X +6.y‘+S‘7.X‘ +‘6.y‘ :7.‘X‘ +6‘y‘

pues ‘Pepe + ]uan‘ < ‘Pepe‘ +Uuan‘

Obvio: es | f(x;y) = 3| < 7.|x| +6.]y| <€ si 7.|X|<% y 6.|y|<§;osea, si
Ix|<e/14 ; |y|<eg/12

Por tanto, es ‘f(x;y) - 3‘ <€ en todo pun-
to (x;y) # (0;0) interior al rectangulo de
la figura adjunta. Observa:

€/14 =120
€/12 =140
€/14 =0'012
€/12=0'014

Usi €= 168001 {

Usi €= 0'16800 {

£/14 = 106000 /14

Osi €= 10=6000 ]
B {8/12 =1076000/12 § —£/12

Si < min.{e/14;€/12}, es | £(x;y) - 3| ﬁ
en todo punto (x;y)# (0;0) taAliqu
[x=0[=[x|<ry|y-0|=[y| <r (Opsea,

si en todo punto (x;y) # (0;0) ifitegior al
rectangulo indicado es ‘f(x@ ‘<£,
o

L 2
también es | f(x;y) = 3| < % punto
(x;y) # (0;0) interior a drado de

centro en (0;0) que esté enido en di-

cho rectangulo. —€/12

La tecnica de la ventana

Aprende a usar "ventanas", pues como facilitan mucho la
lectura de lo escrito, el profesor que corrija tu examen te lo
agradecera con su cariio y simpatia.

Pedrusco " A" :+Pedrusco "B"

En esta ventana escribimos la secuencia logica
(o0 los calculos) que permite "pasat” de un lado a otro
del signo de igualdad o de la flecha de implicacion

v
Pedrusco "M" = Pedrusco "N" [ Pedrusco "HE Pedrusco "T"
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Toma buena nota

Podemos lidiar la acotacién |f(x;y) —3| <7.|x|+6|y| <€ de infinidad de for-
mas distintas.
* También es ‘f(x;y) —3‘ < 7‘X‘ +6.‘y‘ <€ si 7.|X|<§ y 6.|y] <§; o sea:

£
Y‘<%

x<£
fs/lz

Asi, es ‘f(x;y) —3‘ <€ en todo pun-
to (x;y) # (0;0) interior al rectangu- . .
€/30

_——l.——I

lo de trazo discontinuo grueso .... y si
dentro de ese rectingulo queremos
"meter" un cuadrado de centro en
(0;0), basta elegir su semilado "t" de

. €/54

modo que S

r < min.{€/35;€/30} = €/35

|
C
l_'ii 1= 1=
e También es -2 63 35 |14

‘f(x;y)—?)‘ S7.‘X‘+6.‘y‘ <g

si 7,|X|<%y6.|y|<%;osea,si L |

€
< . < &
630 171<54 : .
Asi, es ‘f(x;y)—3‘ <€ en todo punto

x| <

(x;v) # (0;0) interior al rectangtie’de trazo discontinuo fino ..... y si dentro de
ese rectangulo queremos Smeters un cuadrado de centro en (0;0), basta que

elegir su semilado "r" de modoidque r < min. {8/63 8/54} =¢€/54.
* También es ‘f(x;y) —3| < 7‘X‘ +6.‘y‘ <€ si

< 6‘5" < &
1000000 1000000

O sea, si |x|<&/7000000 y |y|<€/6000000. Por tanto, es | f(x;y) = 3| <€ en
todo punto (xgy) %(0;0) interior al rectangulo de trazo continuo fino ..... y si

7|X‘

dentro de dichg rectangulo queremos "meter” un cuadrado de centro en
(0;0), bsta'que elegir su semilado "t" de modo que

r < min.{€/7000000;€&/6000000} =&/6000000
3) Si f(x;y) =3 +x2 +y, es:
2
[£csy) =31 2|3 #x2 #y) =3] =|x2 +y] glx2] Ay {[x])" Ay

pues ‘Pepe + ]uan‘ < ‘Pepe‘ +‘]uan‘
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Obvio: es |f(x;y) = 3|<(|x[)*Hy| <€ si

2
(%) <3 ]y] <&
o sea, si | x| <\/§ abd <% . En consecuencia,

es |f(x;y) = 3| <€ en todo punto (x;y) # (0;0) .
interior al rectangulo de la figura adjunta. Por _\/;
ejemplo, s1 € =200, es

\JE/2=10 ; €/2 =100
Obvio: si r < min.{1/€/2;€/2}, sucedera que | f(x;y)
(x3y) # (0;0) tal que [x=0|=|x|<r y [y=0[=[y

en todo punto

<rQ) sea, si en todo

4
punto (x;y) # (0;0) interior al rectangulo indicad (x;y) = 3| <€, tam-
bién es ‘f(x y) — 3‘ <€ en todo punto (x;y) #L05 erior a todo cuadrado
de centro en (0;0) que esté contenido en d1ch3 gulo.

Toma buena nota

Podemos lidiar la acotacion ‘f(x y) ~ 3‘ +‘y‘ <€ de infinidad de for-
mas distintas.
.z 2
* También es |f(x;y) = 3| =(|x]) + (|x])? <50 |y|<— o sea:
x| ; Y| <5
o 50
Asi, es |f(x;y) = 3| <€ en unto (x;y) # (0;0) interior al rectangulo de

trazo discontinuo grueso@si dentro de ese rec- I P
z " " 8

tangulo queremos
drado con centro en

elegir su semilado " modo que | . .

r < min.{QIS/SO; !
¢ También es m y

[£(x3) )’ +\Y\ <¢ —E—/—}OO
si (x)) vyl <16 0 sen i
< <t : S
st x]<yfqg5 v 131 <765 .

Los dibujos grandes y detalla- L

dos ponen de buen humor a
todos los profesores
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Por tanto, es ‘f (x3y) — 3‘ <€ en todo punto (x;y) # (0;0) interior al rectan-

gulo de trazo discontinuo fino ..... y si dentro de ese rectangulo queremos
"meter" un cuadrado con centro en (0;0), basta elegir su semilado "t" de mo-

do que r < min.{,/€/100;€/100}.

e También es ‘f(x;y)—3‘5(‘x‘)2 ""Y‘ <€ si (|X|)2 <ﬁ y |Y|<10800; ©

e < &
xI<+7000 > 1717000 &

or tanto, es |[f(x;y)— en todo punto (x; ; rior al rectan-
Por tanto, es |f(x;y) —3| <€ en todo punt y¢0Q 1 rect
gulo de trazo continuo fino .... y si dentro de ese rectangu eremos "meter”
un cuadrado con centro en (O 0), basta elegir su semilad®e "t" de modo que

¢ < min. {4/3/1000 s/1ooo}

%,
4) Si f(x;y) =3 +x2.y, es: ’§\

‘f(x,y) 3‘—‘(3+x2y) 3‘—XZQQX2H§7‘— ‘
Obvio: es ‘f(x;y)—3‘ ‘y‘ <Eg sw <Jey |y|<\/g o sea, si
|X|<\/_ 8

Por tanto, es ‘f (x3y) — 3‘ <€ en unto (x;y) # (0;0) interior al rectan-

sea, si

gulo de la figura adjunta, sie
r<m1’n.{‘\‘/§;\/g}, es ‘f( ¢
punto (x;y)# (0;0) tal
‘y—O‘:‘y‘<r. Es d
(x;y) #(0;0) interior ctangulo sucede que

aro que si

y

<& en todo
S0l =]x|<¢ ¥

1 en todo punto

‘f(x;y)—3‘ <g, lo %10 pasa en todo punto
(x;v) # (0;0) int todo cuadrado de centro

en (0;0) que este enido en el rectangulo.
5) Si f(x;y) = 3&4 es:
‘f@?)‘ :‘(3 +5.x.y4) —3‘ Z‘S.X.y“‘ =5.‘XHY4 ‘ =5.‘X‘.(‘y‘)4

Obvio: es ‘f(x;y)—3‘ =5‘X‘(‘y‘) <€ si |X|<\/7 |y|) \/7 o sea, si

<% il {2
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Por tanto, es ‘f(x;y)—?)‘ <€ en todo punto
(x;v) # (0;0) interior al rectangulo de la figura,

siendo obvio que si r<m1’n.{1/8/5;8 8/5}, es
‘f(x;y)—3‘ <€ en todo punto (x;y)# (0;0) tal
x =0 =|x[<ry[y=0[=]y

que <r. O sea, si
en todo punto (x;y) # (0;0) interiores al rectan-

gulo indicado es ‘f (x3y) — 3‘ <€, lo mismo pasa

en todo punto (x;y) # (0;0) interior a todo cua-
drado de centro en (0;0) que esté contenido en

dicho rectangulo.

Observa atentamente: todos los campos escalares del ejercicio son
inofensivos en el punto (0;0); por tanto, es un inutil el que tarde mas de

un nanosegundo en apostar tranquilamente la vida a que el limite
de cada campo en (0;0) coincide con el valor del campo en (0;0).

Recuerda 1: al hablar del limite de "f" en el punto x( importa un pito si
x( tiene imagen segin "f' 0 no ..... y ello es asi porque en la definicién de
limite de "f" en x( no intervienen mas que los valores que toma "f" en pun-

tos x [ 0 préximos a x0, y el valor que toma "f" en x( no pinta nada en
la historia.

Recuerda 2: en su momento diremos que "f' es "continua" en X0 pata
expresar de modo rapido que "f" tiene limite en el punto x0 y que da la ca-
sualidad de que dicho limite coincide con f(x().

/kSi te piden que demuestres que la funcién "f" tal que\

f(x;y) =3 +5.x.y4 es continua en el punto (0;0), la cosa es bien
facil, basta decir que "f" es continua en (0;0) si su limite en (0;0)

coincide con £(0;0) = 3; después, como acabamos de hacer, de-
muestras que el limite de "f" en (0;0) es 3 .... y lo mismo siempre.

jClarinete!
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FONEMATO 2.5.7
Calculese el limite del campo f:[02 4] en el punto (0;0), siendo:

f(x;y) = 2.x.y4 /(x4 +y4)
SOLUCION

iQué mala pata!: nos piden el limite de "f" en el punto ug =(0;0), que es el

Gnico punto de J2 en que dicha funcién no esta definida, pues ug = (0;0) es el

unico punto de 2 en que se anula el denominador del cocient olinomios
dado. Al hacer el PL no nos comemos una rosca, ya que el numefador y el deno-
minador tienden a 0 si (x;y) — (0;0).

Haremos que el punto (x;y) se aproxime sucesivament@O;O) siguiendo
trayectorias famosas, y ello con la inconfesable espe nzg de encontrar tra-
yectorias que den limites distintos, pues en tal caso ' arecera de limite en
el punto (0;0).

Recuerda: el limite de f:D [1] 24  enun QM HAc.(D) es LT i
sea cual sea la trayectoria de aproximacion a u \ja u=(x;y) M 2, sucede
que ‘f (u) —L‘ llega a ser tan proximo a 0 c% quiera sin mas que elegir
u = (x;y) D bastante préximo a ug. Es degi ca de up sucede que

[f(w)-L|< 0

Trayectorias recti line%

Nos aproximamos a ug = (0;0) sig una trayectoria rectilinea genérica, una
trayectoria tal que entre la abcisa%y la ordenada "y" de todo punto de ella
existe la relacién y =0 + m.(x —\ ndo "m" la pendiente de la recta elegida.
Mientras hacemos el calcul mos para que el limite que resulte dependa
del valor de "m", ya que edﬁz "f' carecerd de limite en up =(0;0), pues
para distintos valores de " btendran distintos limites.

i f(x;y) = lim f(x;m.x) =
(0;0) x - 0
(x~0) T

n_mn

atematica de f(x;y) sustituimos "y" por "m.x"

4
.X) = lim 2mx —_ 0 =0, 0 ;Yuyu!
(mx)* x -0 1+m* 1+m* 4

div!@ numerador y denominador por x4, lo que es licito,

pues X2°# 0, ya que "x" se "aproxima" a 0, pero no llega a ser 0

El que el limite sea 0 para todo valor de "m" significa que sea cual sea la trayecto-
ria rectilinea que u elija para aproximarse a u(, el numero real f(u), la Dulcinea

de u, se aproxima a 0 cuando u se aproxima a u(.
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Trayectorias parabolicas de eje vertical

Nos aproximamos a ug = (0;0) siguiendo una pardbola genérica de eje vertical

que tenga su maximo (minimo) en dicho punto; es decir, una trayectoria tal que

entre la abcisa "x" y la ordenada "y" de todo punto de ella existe la relacién

y =0 +m.(x —0)2. Rezamos para que el limite que resulte sea Z 0 (pues 0 es el
limite que hemos obtenido con las trayectorias rectilineas) o dependa del valor de
"m", pues en ambos casos "f" carecera de limite en ug = (0;0).

lim f(x;y) = lim f(x;m.x2) =
(x;y) - (0;0) x - 0
y=0+m.(x —0)2
_ 2.x.(m.x2)*

2.m*.x5 _0_
= === == =0,%lal] {Yuyu!
x -0 x*+(mx2)* x-0 1+m* x4 1 R

El que el limite sea 0 para todo valor de "m" significa glie s€a cual sea la trayecto-
ria parabdlica que u elija para aproximarse a u(,,cl%aum€ro real f(u), la amada

Dulcinea de u, se aproxima a 0 cuando u se aproxima‘a u(.

Trayectorias parabolicas de.eje horizontal

Nos aproximamos a ug = (0;0) siguiendo una‘pafabola genérica de eje horizontal

que girada 90 grados tenga su maximo/minimo €n dicho punto; es decit, tal que la

abcisa "x" y la ordenada "y" de todo puntojde ella estan relacionadas mediante

x =0 +m.(y —0)2. Rezamos para queféLlimite que resulte sea distinto de 0 (pues

0 es el limite que de modo pertinazshemos obtenido con todas las trayectorias
rectilineas y las parabodlicas de eje yertical) o dependa del valor de "m", pues en

ambos casos "f" carecera de limite'ea o = (0;0).

2.(m.y2).y4
(x3y) — (0:0) e 0 y - 0 (my)t +y
x=0+m.(y —0)2
2.m.y?2
= lmy =920, 0n] [Yuyu!

El que el limite sea Mypara todo valor de "m" significa que sea cual sea la trayecto-
ria parabolica quen U (x;y) elija para aproximarse a ug = (0;0), sucede que

f(u), el ojito defehe de u, se aproxima a 0 cuando u se aproxima a ug.

Gsto huele mal! ... porque si '% 7.$
\

tiene limite en (0;0), me pasaré la

o C
vida probando trayectorias sin 0 t_'

J
comerme un rosco .... llevo tra- P‘?
bajando un montoén de tiempo y
\\ S\

Prueba con
la defini-
cion de
limite

lo Unico que sé es que si "f"

\ tiene limite en (0;0), es 0 /

Tema 2: Limite y continuidad de campos 151




Recurrimos a la definicion de limite

El limite de f:D [1] 23  en el punto (a;b) DAc.(D) es el nimero real
"L" si para todo € >0 es posible encontrar r >0 tal que ‘f(x;y) - L‘ <€en
todo punto (x;y) # (a;b) que pertenezca a "D" y sea tal que ‘X - a‘ <ry
‘y - b‘ <r. Por tanto, siendo D =02 {(0;0)}, el limite de "f" en (0;0) es 0
si & 0 es posible encontrar r >0 tal que | f(x;y) —0| <€ en todo punto
(x;y) # (0;0) y tal que ‘X‘O‘ :‘X‘ <ry ‘y—O‘ =‘y‘ <r.

Si f(x;y) = 2.x.y4/(x% +y4) y "0" es el posible limite en (O&ene que:

2.x.y4
ool 2551

pues st (x;y) # (0;0) es

x 4ot
Es |f(x;y)=0|<2|x|<esi [x|<g/2. Asi, %y)—o\ <€ en todo punto
(x;y) # (0;0) interior al rectangulo de la ﬁgur@o de sus lados es infinito). Y si
r<E€/2,es ‘f(x;y)—O‘ <€ en todo punto W (0;0) tal que ‘x—O‘ :‘x‘ <r
y[y=0
‘f(x;y) —O‘ <€, lo mismo pasa si (x;

= ‘ y‘ <r. O sea, st en todo p ;) # (0;0) interior al rectangulo es

;0) es interior a todo cuadrado de

-€/2 -€/2

Si f(x;y) = 2.x.y4/(x# +y4), el anilisis de la continuidad de "f" en el punto
(0;0) es facil: como "f" no esta definida en (0;0), no es continua en (0;0),
2.x.y4
St f(x;y)=9x4 +y4
0 si(x;y) =(0;0)
continuidad de "f" en (0;0) es facil: basta decir que "f" es continua en (0;0)
si su limite en (0;0) coincide con £(0;0)=0; después demuestras que el limite

st (x;y) #(050) , es Dom.f =02, y el analisis de la

de "f" en (0;0) es 0, como acabamos de hacet.

Tema 2: Limite y continuidad de campos 152



FONEMATO 2.5.8

Calculese el limite del campo f:[02 4] en el punto (0;0), siendo:

f(x;y) = 5.x3.y4/(x2 +y4)
SOLUCION

iQué faena!: nos piden el limite de "f" en el punto up = (0;0), que es el Gnico
punto de (02 en que "' no esta definida, pues ug = (0;0) es el tnico punto de

[J2 en que se anula el denominador. Al hacer el PL no nos comeémasyuna rosca,
ya que el numerador y el denominador tienden a 0 si (x;y) — (0£0),.

Haremos que el punto (Xx;y) se aproxime sucesivamente a,(0;0) siguiendo
trayectorias famosas, y ello con la inconfesable esperanza«e encontrar tra-
yectorias que den limites distintos, pues en tal caso "f" carecera de limite en
el punto (0;0).

Recuerda: el limite de f:D [1] 23  en un puntduiid) JAc.(D) es LD si
sea cual sea la trayectoria de aproximacion a ug gueselifr u = (x;y) 00 2, sucede
que ‘f (u) —L‘ llega a ser tan proximo a 0 comme, S& quiera sin mas que elegir
u =(x;y) D lo bastante préximo a ug. Eswd@eir, cerca de ug sucede que
[f(w)-L|<g, E> 0.

Trayectorias rectilineas

lim tf(x;0) Iim f(x;m.x) =
(xy) - (0;0) x- 0
y=0+m.(x —0)

5.x3.(m.x)* 2m4 x5 _ 0
= lim ———5lim —————=-=0,Um] ;Yuyu
x -0 x2+(mx)} T0 1+mt.x2 1 R

Trayectorias parabélicas de eje vertical

lim f(x;y) = lim f(x;m.x2) =

(x;y )= (050) x - 0
=0 Bk —0)2
_ 5.X3.(m.X2)4 L 2 m4 x9 _0

= lim = = =0, Um ;Yuyu!

Trayectorias parabolicas de eje horizontal

2\3 4
(x3y) = (0:0) y - 0 y -0 (my2)4+y
x=0+m.(y —0)2
5.m3.y0
= lim &zgz(), Oml Yuyu!
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Recurrimos a la definicion de limite

El limite de f:D [1J 23  en el punto (a;b) DAc.(D) es el nimero real
"L" si para todo € >0 es posible encontrar r >0 tal que ‘f(x;y) - L‘ <€en

todo punto (x;y) # (a;b) que pertenezca a "D" y sea tal que ‘X - a‘ <ry
‘y —b‘ <r. Por tanto, siendo D =2 {(0;0)}, el limite de "f" en (0;0) es 0
si 0 & 0 es posible encontrar r >0 tal que | f(x;y) —0| <€ en todo punto
(x;y) # (0;0) y tal que ‘X_O‘ =‘X‘ <ry ‘y—O‘ =‘y‘ <r.

Si f(x;y) =5.x3.y4/(x2 +y4) y"0" es el posible limite en (@se tiene que:

5.x3.y4 5. 3.% v
[f(x;y) =0 = X2x+§774_ ‘: ZX v
4
=53] Y 3 %3
S‘X ‘ X2+y4 ?S‘X }F\
pues si (x;y) # (0;0) es %
y
Obvio: es |f(x;y) = 0] <5(x|)’ <€ s £/5. Asi, es |£(x;y) = 0| <€ en

todo punto (x;y) # (0;0) interior al re
tangulo de la figura (uno de sus ladm

infinito), siendo requeteobvio

r<%/87/5, es ‘f(x;y)—0‘<8 Cbo
N

punto (x;y) # (0;0) tal que Y

|X—O|=|X|<r; y =0 = | <t x
Es decir, si en todo punt ) #(0;0)
interior al rectangulo es 3Y) ~ O‘ <Eg,
. . o0
igual pasa si el pun ;) % (0;0) es
interior a todo cua ; circunferencia, rombo etc. de centro en (0;0) que esté

contenido en dif&téngulo.

Si f(x;y) =5.x3.y%/(x2 +y4), el analisis de la continuidad de "f" en el punto
(0;0) es facil: como "f" no esta definida en (0;0), no es continua en (0;0),
5.x3.y4
Si £(x37)={ 2 + g4 O CNFOO)
0 si(x;y) =(0;0)
continuidad de "f" en (0;0) es facil: basta decir que "f" es continua en (0;0)

, es Dom.f =02 y el analisis de la

si su limite en (0;0) coincide con £(0;0) =0; después demuestras que el limite
de "f" en (0;0) es 0, como acabamos de hacer.
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FONEMATO 2.5.9

Calculese el limite de "f" en (0;0), siendo f(x;y) = 4.x2.y2/{/x4 +y+ .
SOLUCION

jPutadal: piden el limite de la funcién "f" en el punto (0;0), que es el dnico

punto de J2 en que dicha funcion no esta definida, pues (0;0) es el anico punto

de 002 en que se anula el denominador "f". Al hacer el PL nada bacalada, ya que
numerador y denominador tienden a 0 si (x;y) — (0;0).

Haremos que el punto (Xx;y) se aproxime sucesivamente 3 siguiendo
trayectorias famosas, y ello con la inconfesable esperanza de)encontrar tra-
yectorias que den limites distintos, pues en tal caso "f" ﬂ era de limite en
el punto (0;0).

Trayectorias rectilineas \
lim f(x;y) = lim f@:
(xy) = (050) x- 0
y=0+m.(x —0) ’\
4.x2,(m.x)> 5 45
= lim x7(mx)7 im  Am2.x =0, U] {Yuyul

Trayectorias parabolicas de‘b vertical

lim t(x; f(x;m.xz):
xy) - (6;0) % 0
y=0+m.(x —0)2

4.x2.(m.x2)> 5 <10
= lim x.(m.x7) =.li19 Sukl SE =0, Unll {Yuyu!
x = 0 \[x4+(m.x2)4 1+m#4 x4 /140

Trayectorias para‘%c“ as de eje horizontal

22 v5
lim f(x&lim f(m.y2;y) = lim 4.(m.y2)%.y2>  _
(3y) = (050) y -0 y -0 (my2)t +y4
X=O+m.(y—0)x®
4.m2.y7 0
Y =020, Ond jYuyu!
0 ,—m4.y4+l 1 ) jYuyu
Recurrimos a la definicion de limite
Si f(x;y) .y /4/x% +y4 y"0" es el posible limite en (0,0), se tiene que:
| f(x;y) 0| :‘4.X2.y5/wlx4 +y4 ‘ =
=4y’ sz/\/x4 +y# \f“-\yS [=4.(y)’

Xz/\/X4 +y4 ‘:‘\/X4/(X4 +y4)‘ <1

st (x;y) #(0;0) es
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Es ‘f(x;y) —O‘ S4.(‘y‘)5 <€ si ‘y‘ <§/8/74. O sea, es ‘f(x;y) —O‘ <€ en todo
punto (x;y) # (0;0) interior al rectangulo de la figura. Asi, si r <3[e/4, es
[f(x;y)-0|<€ en todo punto (x;y)#(0;0) tal que |x=0|=|x|<r y
ly=0|=|y|<t. O sea, si [f(x;y) =0
al rectangulo, igual pasa si (x;y) # (0;0) es interior a todo cuadrado de centro en

<€ en todo punto (x;y)# (0;0) interior

(0;0) que esté contenido en dicho rectangulo.

Si f(x;y) = 4.x2.y5/4/x#% +y4 | el analisis de la continuidad de "f" en (0;0)
es facil: como "f" no esta definida en (0;0), no es continua en (0;0),
4.x2 y>
Si £(539) =1 Yt +y*
0 si(x;y) =(0;0)
continuidad de "f" en (0;0) es facil: basta decir que "f" es continua en (0;0)
si su limite en (0;0) coincide con £(0;0) =0; después demuestras que el limite

1 (x;y)#(0;0 (o
si (x;y) #(0;0) , es Dom.f =02, y el analisis de la

de "f" en (0;0) es 0, como acabamos de hacer.

FONEMATO 2.5.10§
Calculese el limite de "Fw punto (0;0), siendo f(x;y) = 7.x3.y/4/x4 +y*.
SOLUCION \

jRuina!: piden elyli

¢ de la funcién "f" en el punto (0;0), que es el unico

punto de [J2 e ' no esta definida, pues (0;0) es el dnico punto de U2 en
que se ann minador de "f". Al hacer el PL observamos que el numerador

y el deno @ tienden a 0 si (x;y) — (0;0).
Trayectorias rectilineas
lim f(x;y) = lim f(x;m.x) =

(x;y) — (0;0) x> 0
y=0+m.(x —0)

7.x3.(m. 2
= lim X (m X) 7.m.x — 0 :O, DI’ID ‘YU.YU.'

= lim =
x =0 xt+(mx)t x -0 Jl+m* V1+m?
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Trayectorias parabolicas de eje vertical

7.x3.(m.x?
lim f(x;y)= lim f(x;m.x2)= lim x2.(m.x%)
(x3y) = (0:0) x -0 x - 0 \/x4 +(m.x2)%
y=0+m.(x=0)2
3
= lim 7.m.x _ 0 0.0 -

s =0 l+méxt J1+0
Trayectorias parabolicas de eje horizontal

7. (m. y2)3,
lim  f(y) = lim f(my2sy) = lim — 0
(x:) = (00) y -0 v~ 0 (g2t y4
x=0+m.(y —0)2

Recurrimos a la definicion de’limite

El limite de £:D [1] 23  en el punto (a;b) HAc.(D) es el nimero real
"L" si para todo € >0 es posible encontrar r >0 tal que ‘f(x;y) - L‘ <€en
todo punto (x;y) # (a;b) que pertenezcaa "D" y sea tal que ‘X - a‘ <ry
‘y - b‘ <r. Por tanto, siendo D = [0% {(0;0)}, el limite de "f" en (0;0) es 0
si & 0 es posible encontrar r >0 tal que |f(x;y) —0| <€ en todo punto
(x37) # (0;0) y tal que [x =0| =[x[ <r y [y =0[ =]y <r.

Si f(x;y) = 7.x3.y/+/x4 +y4 y "(™esel posible limite en (0,0), se tiene que:
[ QTR | 7.3y +y4 | =

Syt <7y =T ]

si (5% (030) es |x2/yx +y4 <

Es evidente que |f(x;y) —O| S|X||y| <€ si |X| <&y |y| <./&/7 (0 sea, es
t = \/€/7). Por tanto " tiene limite 0 en (0;0).

=7.|X.y|.

Si f(x;y) =7.x3.y/4/x4 +y4, el andlisis de la continuidad de "f" en (0;0) es
facil: como "f" no esta definida en (0;0), no es continua en (0;0),
7.x3.y
Si f(x;7) =1 /x4 +y4
0 st (x;y)=(0;0)
continuidad de "f" en (0;0) es facil: basta decir que "f" es continua en (0;0)

1 (x;y)#(0;0 RS
si (x;y) # (0;0) , es Dom.f = D2, y el analisis de la

si su limite en (0;0) coincide con £(0;0)=0; después demuestras que el limite
de "f" en (0;0) es 0, como acabamos de hacer.
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FONEMATO 2.5.11

1) Demuéstrese que f(x;y) = 4.x +3.y tiene limite 10 en el punto (1;2).

2) Demuéstrese que f(x;y) = x +y2.cos —— tiene limite 0 en (0;0).

<2 + Y2

X

3) Demuéstrese que f(x;y) =y +x3.sen © tiene limite 0 en (0;0).

<2 + y2
SOLUCION
El limite de £:D [1J 23  enel punto (a;b) JAc.(D) esel n&real "L" si
para todo € >0 existe r >0 tal que ‘f(x;y) —L‘ < € en tod o (x;y)UD
((X;y);/—'(a;b))ytalque‘x—a‘<ry‘y—b‘<r. Q

1) Siendo D =02, el limite de "f" en (1;2) es 10 si O Q@xiste r>0 tal que
| £(x;y) 10| <€ en todo punto (x;y) # (1;2) tal u% 1 <ryl|y-2|<r.

| f(x;y) — 10| =|4.x +3.y —10| =‘4.(¢§3.(y -2)| <
pues |Pepe + Juan|<|P
<|4.(x =] +|3(y -2)| =4

]uan‘ —

1] +3ly —2\

Asi, es \f(x;y)-ﬂ)\ <4.|x —1] +3] si 4x —1]< y 3y -2| <—

o sea, si |X —1| 8 y |y —2| <%. P%uto, sir <m1n.{£/8;€/6} =¢/8, sera

‘f(x;y)—10‘<8 en todo punto (X; (1;2) talque‘x—1‘<ry‘y—2‘<r.
2) Siendo D =02 {(0;0)}, e"f"en (0;0) es Osi & 0 existe r >0
tal que |[f(x;y) = 0] <€ ed nto (x;y) # (0;0) y tal que |x = 0] =|x| <r

y\y-0\=\Y\<f-Es=$
[f(x;y) = 0] = m .COS XZ)-I(-YZ -0|=|x +y2.cosﬁ
‘Pepe + ]uan‘ < ‘Pepe‘ +‘]uan‘-4

X X
<|x[4 S <2 +y2 <2 +y2

@ si (x;y) % (0;0) es‘cos (X/(x2+y2)‘<1

Asf, es | f(x;y) = 0| <] x|+ |y|) <gsi|x|<g/2y |y|) <€/2 ;o0 sea, si:
€/2

En consecuencia, si r < min.{8/2;1/8/2}, es ‘f(x;y) - O‘ <€ en todo punto
(x;y) # (0;0) tal que |x = 0| =|x| <r y |y —0| =]y <r.

IN

=[ x| +[y2].

cos <|x|+‘y2‘

|X|<8/2 ;
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1) Si f(x;y) =x +y2.cos X analizar la continuidad dh

<2 + y2 >
(0;0) es facil: "f" no definida en (0;0) Ll no es continua en (0;0),
X .
2) Si f(xy)= x +y2.cos m si (x;y)# (0;0)
0 st (x;y) =(0;0)
y analizar la continuidad de "f" en (0;0) es facil: basta decir que "f"
es continua en (0;0) si su limite en (0;0) coincide con £(0;0)=0;

, es Dom.f = 2,

después demostramos que el limite de "f" en (0;0) es 0, como aca-

Qws de hacetr. /

o/ 0

3) Siendo D =0% {(0;0)}, el limite d&"F" en (0;0) es 0 si J & 0 existe r >0
tal que |f(x;y)—0| <€ en todo puntd’(x;y) # (0;0) y tal que |X —O| :|X| <r
yly=0]=[y[<r.

Es:
. X . X
[f(x;y) = 0] =|y +&@8sen XZY-T-YZ -0|= y*ﬁﬁ.sen% <
piies ‘Pepe + ]uan| < |Pepe| + | ]uan| ]
3 .e* _ 3 y.e* 3
S|y|+ X .senX2+y2 |y|+|x | senxz_'_yz §|y|+|x |

st (x;y) # (0;0) es |sen (y.eX/(x2 + y2)| <1

Asi, es |Gy — 0| <]y +|x3|<£ si (|X|)3 <g/2y|y|<€/2 ;o0 sea, si:

x| <3e/2 ;

En consecuencia, si r < min.{31/8/2 ;8/2}, es |f(x;y) - O| <€ en todo punto

y|<e/2

(53y) % (0;0) tal que [x = 0| =|x[ <r y [y = 0[ =[y[ <r.
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FONEMATO 2.5.12

Demuéstrese que las siguientes funciones tienen limite 0 en el punto (0;0).

1 .
3.x.sen — Z0
D) f(y) =2xcos L5 2) fxgy) =4ty O
y 0 siy=0
SOLUCION
El limite de £:D [1J 23  en el punto (a;b) JAc.(D) es el numero real "L" si
para todo € >0 existe r >0 tal que ‘f(x;y) —L‘ < € en todo x;y) UD
((X;y);/—'(a;b))ytalque‘x—a‘<ry‘y—b‘<r. 0
1) Siendo D ={(x;y) [0 2 /#% 0}, el limite de "f" en (0;0) @ Qi 0 & 0 existe
r>0 tal que [f(x;y) = 0| <€ en todo punto (x;y) % (0;0)en el que "f' est
definida y tal que |[x = 0] <r y|y = 0| <r.

| f(x;y) 0| =‘2.x.cos%‘ =2.|xu\ <2.|x]
1

sty #0 es

Asf, es | f(x;y) —0]<2|x|<e si|x|<& ‘b
Por tanto, si r <€/2, es |f(x;y) O| ;todo punto (x;y) # (0;0) en el que
O|<r

"f' esta definida y tal que |x —0| <

COS —,

2) Siendo D =2, el limite de "fgen 0;0) es 0 si J & 0 existe r >0 tal que
| f(x;y) —0| <€ en todo pu %&7&(0;0) tal que |x =0|<r y|y—0|<r,

* La condicién |f(x;y) - se cumple trivialmente si (x;y) # (0;0) es tal
=0, resulta ser:

que y =0, pues como

| fx;0)—0|=|0 -0| =0 <g, Oe> 0

* En los puntos (@O ;0) tales que y #0, es f(x;y) =3.x.sen l; asi:
y

- —o|=‘3.x.senl‘=3.|x|. sen 1] <3)x]
y y
@ sty #0 es sen% <1

Por tanto, es | f(x;y) — 0| <3.|x| <€ si|x|<%.

En definitiva, si r <€/3, es | f(x;y) = 0| <€ en todo punto (x;y) % (0;0) y tal
que |[x = 0] <r y|y—0|<r.
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FONEMATO 2.5.13

Demuéstrese que las siguientes funciones tienen limite 0 en el punto (0;0).

3.x.sen six2 —y#0

1) £(x3y) = 2.y.cos —1— ; 2) f(x3y) = x2 —y
=Y 0 six2 =y =0

SOLUCION

Ellimite de £:D 1] 2 +H3  enel punto (a;b) DAc.(D) es el numero real "L" si
para todo € >0 existe r >0 tal que ‘f(x;y) —L‘ <€en todo&(x;y) 0D

((x;y) # (a;b)) y tal que ‘x—a‘ <ry ‘y—b‘ <r.

1) Siendo D :{(X;y) M 2/x2 # O}, el limite de "f" en@) esOsi e 0
existe r >0 tal que |f(x;y) —0| <€ en todo punto (x4v) %,(0;0) en el que "f"

estd definida y tal que |x = 0| <r y |y —0|<r. %

f(x;y)—0|=|2.y.cos =2 <2

[£(x37) |‘Y _y‘ ly 520l
six2 —y #0 es |cos <1

Asf, es | f(x;y)—0|<2]y|[ <€ si|y]

Por tanto, si r <€/2, es |f(x;y) =0 n todo punto (x;y) # (0;0) en el que

"f" estd definida y tal que [x = 0| y—0|<r.

2) Siendo D =2, el limite de."@(O;O) es 0si & 0 existe >0 tal que

f(x;y) —0| <€ en todo pu \y)#(O;O) tal que [x —0|<r y|y—0|<r.
| | A [x =0 < yly-0|

* La condicién |f(x;y) se cumple trivialmente si (x;y) # (0;0) es tal
que x2 —y=0 (0 & , pues como f(x;x2) =0, es:

)=0|=]0-0]=0 <, Oe> 0

* En puntos (x %;O) tales que x2 —y #0, es f(x;y) = 3.x.sen 21 ; asi:
=7y

|f($)| =‘3.X.SCI1 le_ ‘=3.|X|.
y
@ six2 =y #0 es

Por tanto, es | f(x;y) —0|<3.|x| <€ si|x|<%.

sen S3.|X|

1
X2 -y T
<1 r—

sen

X2_y

En definitiva, si r <€/3, es | f(x;y) = 0| <€ en todo punto (x;y) % (0;0) y tal
que |X—O|<r y|y—0| <r.
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FONEMATO 2.5.14
1) Demuéstrese que f(x;y) =2.x +3.y.sen (4 +(1/y)) tiene limite 2 en (1;0).
x+y-=5

\/y—3—\/2—x

2) Demuéstrese que f(x;y) = tiene limite 0 en (2;3).

SOLUCION

Ellimite de £:D 1] 23  en el punto (a;b) Ac.(D) es el numero real "L" si
para todo € >0 existe r >0 tal que |f(x;y) —L| < € en todo puffte, (x;y) LD

((x;y) # (a;b)) y tal que |X—a| <ry |y—b| <r.

1) Siendo D ={(x;y) M 2 /% 0}, el limite de "f" en (1;0) es2s# ] & 0 existe
>0 tal que |f(x;y) —2| <€ en todo punto (x;y)# (1;0men el que "f" esta
definida y tal que |x—1| <ry |y—0| :|y| <r.Es:

|f(x;y)—2| =|2.x +3.y.sen (4 +%> —2‘ :‘2.<X %) %#3.y.sen (4 _%) <
<|2.(x =1)[ +|3.y.sen (4 +%)‘ =2.|x S| ¥8|y|.[sen (4 +%) <
[sen (4 + (1/y))| <1Siy % 0 T
X —1]<e/4

S2.|x—l|+3.|y|<€si{|y|<8/6

Asi, si r <min.{€/4;€/6}, es |f(x;3)%.2] <€ en todo punto (x;y) # (1;0) en
el que "f" esta definida (o sea, y £0)Ggtal que |x —1| <ry |y| <r.

2) Fl limite de "f" en (2;3) es, 0%, 0 existe r >0 tal que |f(x;y) —3| <€
en todo punto (x;y) # (243), dePdominio "D" de definicién de "f" y tal que
|X - 2| <ry |y - 3| <r.&l deminio "D" lo forman los puntos (x;y) tales que

y—320%2-x20; .y -3 -2 -x #0
O sea, forman "D" les puntos (x;y) tales que y=23,x<2,x +y #5, que son

los de la region sombueada en la figura.
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Si(x;y)UD, es:

. — = X+y_5 =
i) =0 ‘\/y—3—\/2—x
:‘ x+y =5 Gy =3+V2-x) |_|x+y-5 Gy -3+V2-x)|_
Wy =3 —V2 -x).(y =3 +V2 —x) (y=3)-(2-x)
- <X+y—5>x(iYy-_35W2 —x) =Ny—3 +2 —xd =
=\/y—3 +4/2 —x

Asi, es |[f(x;y) = 0| =4y =3 +4/2 —x <t si 1/y—3<€Q 2-x<¢g/2;0
L 4

sea, si (x;y) LD es tal que

y—3<€2/4;2-x <82/®
o lo que es igual: .%

2

que son los puntos interiores al cuadradito @reado en la figura.
Observa que el punto (2;3) no es el cent@ cuadrado.

%

VERY 1 RTANT NOTE

Como condici partida, antes de definir el concepto de limite de un campo
escalar f:@ en un punto "Juan", hemos exigido que "f" esté definido en

un conjun que tiene a "Juan" como punto de acumulacién (o sea, en todo
entorno reducido de "Juan" hay infinitos puntos de "D"), admitiendo por tanto

que en todo entorno reducido de "Juan" pueda haber infinidad de puntos en
que "f" no esta definida.

Acaso tu profe establezca una condicion de partida mas severa, exigiendo que
"f" esté definida en todo punto de un entono reducido de "Juan" ... y eso es un
chollo, como vemos a continuacion.
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Por ejemplo, considera que f(x;y)=2.x +3.y.sen (4 +(1/y)) y que en un exa-
men te piden que calcules el limite de "f" en el punto (1;0).

Asi las cosas, si se ha establecido la condicion de
partida severa, te pondran un 10 si explicas que | Y
carece de sentido hablar del limite de "f"" en (1;0),
pues "f' no esta definida en todo punto de un
entorno reducido de (1;0), ya que no esta definida

en los puntos del eje de abcisas ... y a otra cosa
mariposa, problema resuelto.

Pero si la condicién de partida no es tan severa y sélo exige qicl;0) sea punto

de acumulacion del dominio de definicién de "f" (como sucede ¢fi este caso, pues
en todo entorno reducido de (1;0) hay infinidad de puntos ctinguic "f" esta defini-

da), para que te pongan un 10 deberas hacer como en el ejércicio anterior.
x+ty—5
\/ y—3-— V2%

piden que calcules el limite de "f" en el punto (2;3n

Por ejemplo, considera que f(x;y)= ¥ que en un examen te

Asi las cosas, si se ha establecido la condiciongdle partida severa, te pondran un
10 si explicas que carece de sentido hablar del Hmite de "f" en (2;3), pues "f" no
esta definida en todo punto de un entoffio
reducido de (2;3), ya que no estd definida’si %> 2,

si y<3 osi x+y=5 ...y a otra cosd"mariposa,

problema resuelto.

Pero si la condicion de partida nof€s tan severa y
s6lo exige que (2;3) sea punto ‘de,aewmulacion del
dominio de definicién de ") (como, Sucede en este
caso, pues en todo entorno fieddeido de (2;3) hay
infinidad de puntos en quef™f, esta definida), para
que te pongan un 10 debegashacer como en el ejercicio anterior.

P x

b @———

KF ratala con mim(x o /ﬁ

..... es la calavera . Convendria
del libro Guiness ponerla en

de los récords ... k el bar, para
su duefio tard6 que sirva de
once anos en ejemplo

descubrir que se ;/

habia equivocado

\ de Carrera J
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2.6 FUNCIONES ACOTADAS

Se dice que la funcién f:[1n ] estid acotada en el conjunto "D"

(D [ n) si hay una constante positiva "k" tal que |f (§)| <k, 0O« D

Por ejemplo, la funcion "f" tal que f(u;v) = eV no estd acotada en el conjunto

02, pues f(u;v) =ewV se hace infinitamente grande sin mis @ue hacer que

u — +00 6 v - +00. Sin embargo "f" esta acotada en el conjuntq

D={wv)M 2/|« 1|« 2}

pues en todo punto (u;v) D sucede que
| f(u;v)| < 9148751938457193085710395713574394571357

Por ejemplo, la funcion "f" tal que f(z;t) =1/(z.aowesta acotada en el con-

junto U2, pues f(z;t) =1/(zt) se hace infinitamentédgrande sin mas que hacer
que z - 0 6 t - 0. Sin embargo "f" estd acotada emycl conjunto

D={(zv M 2/~8x 7}
pues en todo punto (z;t) D sucede que

‘ f(z;t) ‘ < 2349148751938457193085710395713571394571357

Por ejemplo, la funcion "f" tal qué™i(&;N) =7 —sen §.N esta acotada en 02,
pues en todo punto (§;N) 0 2 ghcede que |£(&;n)|< 9. Naturalmente, como

"f" esta acotada en [12, estd agofada en cualquier subconjunto de 2.

Se dice que la funcién f:[0n 4] esta acotada en el punto xo [0 2 si esta

acotada cerca de x(; es decir, si esta acotada en un entorno reducido de xq,
ya sea circular, cuadrado, pentagonal o lemniscato

Por ejemplo, la fun¢iofi "f" tal que f(u;v) =sen (1/(u2 +v2)) esta acotada en el
punto (0;0), pues,etvtodo punto (u;v) de un entorno reducido de (0;0) sucede
que | f(u;v)| < 914875193845719394571357.

Maldicion de Murphy
Solo se hace bien lo que se ha
practicado suficientemente
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Very Important: sila funcion f:000 ] tiene limite 0 en el punto

x0 0 n yla funcién g:00n HJ  esta acotada en dicho punto, el producto

de ambas funciones tiene limite 0 en x(. Para demostratlo deberemos demos-
trar que cerca de x( sucede que ‘f(g).g(g) - O‘ <g, Ue 0.

En efecto: si "g" esta acotada en x(, existe k>0 tal que cerca de X0 es
‘ g(g)‘ <k;y si"f' tiene limite 0 en x(, cerca de dicho punto sucede que

|£(x) — 0| =|f(x)| <&/k, O&> 0. Asi, es:

|£(x).g(x) = 0| =|£(x).2®)| =|£®)] |- gX®)] ﬁk =¢

pues "cerca" de x( es ‘f(g)‘ <g/ky ‘g(g)‘ <k

Esta propiedad nos permitira calcular
algunos limites a la velocidad de la luz

Por ejemplo, siendo g(u;v) = cos (1/(u2 + v&)), Iyfuncion "g" carece de limite
en (0;0), pues el cociente 1/(u2 +v2) tiende #+si (u;v) — (0;0), y su cose-
no no tiende a ningun nimero concreto. Nogebstante, "g" esta acotada en (0;0),

pues en todo punto (u;v) de un entornggteducido del punto (0;0) sucede que
| g(u;v)| = |cos (1/(u2 +v2))| <1. Asi, sichido

f:02 31/ f sy uv?
f5:02 3] /s (W5%) senfu v)
f3:02 S o/ Py(u;®) ueVv

f4:02 k:3FNLES (0;¥) L (1+ud.v2)
fo:02 H8 1 W fs(u;®) -1 eut2y

fo: 025y /fo(u;®) tg(wd  v2)

como estas seis funciongsstichen limite 0 en (0;0), es:

lim trlayn).g(u;v) =0 ; lim fo(u;v).g(u;v) =0
(u;v) - (0;0) (wv) - (050)
lim f3@;v).g(u;v) =0 ; lim tq(u;v).g(u;v) =0
(u;v) - (050 (u;v) - (0;0)
lim f5(u;v).g(u;v) =0 ; lim to(u;v).g(u;v) =0
(w3 =+0;0) (u;v) - (0;0)
, o
Mas ejemplos:
. lim x2.y4.sen = =0
(x3y) - (0;0) y 4

Si (x;¥) = (0;0), el factor x2.y* tiende a 0, y el factor sen (x/y)
esta acotado (aunque carece de limite en (0;0))
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. lim  x.(y —2)0.cos
(x5y) - (1;2)

Si (x;7) = (1;2), el factor x.(y —2)° tiende a 0, y el factor
cos (y/(x —1)) estd acotado (aunque carece de limite en (1;2))

2
. lim 166+ t.(z —2)5.(4 —cos -~
(zt) - (235) £

Si (z;t) - (2;5), el factor t.(z = 2) tiende 2 0, y el fa

5) =166 +0 =166

2
(4 — cos tZ— 5) esta acotado (aunque carece de limite ;9))
. lim  A9.87 +A.@ —5)8.el/(cos (A=2
(A;6) - (2;5)

Si (A;0) - (2;5), el factor A.(B —5)8 tiend

. lim  y3.La (3+s¢
(s3y) ~ (030) ~\¢
St (x; y) (0;0), el factor y t a 0, y el factor
Ln (3+sen —) esta acotado (au rece de limite en (0;0))
. lim x5y +(x - )y sen 2)=2S.ﬁ+0:25.ﬁ
(x5y) = (254)
St (x5y) - (2 4), el fac —2).y tiende a O y el factor
y +eX.sen est (aunque carece de limite en (2;4))
‘

. lim 1)3 (y +y¥.cos7—< ) =35e+0=35¢

() - (153 y=3" 4
St(x;y) - el factor (x —1)3 tiende a 0, y el factor

+yX.co 7 esta acotado (aunque carece de limite en (1;3))
3 4 ex—sen x
l % : yo te _0

. lim y3.sen
x3y) ~ (050) X 4
Si(x;y) - (0;0), el factor y3 tiende a 0, y el factor
@ + eX—sen x
S'— : esta acotado (aunque carece de limite en (0;0))
X
. lim 2.x7.cos —L—— =0
(x3y) - (0;0) ’ 1—e(x+y) ?
Si (x;y) - (0;0), el factor y2.x7 tiende a 0, y el factor
cos Hﬁ esta acotado (aunque carece de limite en (0;0))
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. lim  (x+y2).3sen1/(xy) =0
(x3y) = (050)
Si (x;¥) - (0;0), el factor x +y2 tiende a 0, y el factor
3sen 1/(x.y) esta acotado (aunque carece de limite en (0;0))

. lim  3+v2sen - +ud.cos +=3+0+0 =3
(w;v) - (0;0) u A ?
Si (u;v) — (0;0), los factores v2 y u3 tienden a 0, y los fagtores
sen (1/u) y cos (1/u) estian acotados (aunque carecen de li (0;0))

2.7 PROPIEDADES DE LOS C OS CON
N PUNTO

LIMITE FINITO E

1) Si el campo escalar "f" tiene limite en el pu&x’o, tiene un solo

limite en xo.
Por reduccién al absurdo: si "f" tiene dog%distintos LyL* en

X0

y tomaramos 0 <€ <‘L —-L* ‘/2, como L e ite de "f" en x(, cerca de

x0 serfa f(x)O(I= &;I# €); y siendo L* ite de "f" en x(, cerca de

acotado cerca de xg.

Si f(x) » LO0 cuando gi\g:erca de x0 es ‘f(g)—L‘<8, e 0; o

sea, cerca de x0 es L —§
x0 es L—1<f(x) <L +1;

inferiormente por "L — petriormente por "L +1".

3) Si el campo esc fi
el campo 1/f es\ tado cerca de xp.

erca de x0; y como ||f(x)|=|L|| < |f(x)-L

x( también s equer(g)‘—|LH <€, olo que es igual:

e<[f()|-|L[<e O[Lt & [f(x)f [L+ €@
] 1 > 1_ > 1 ] 5\ 1_\_ 5
ILI-e |f(x)| [L|[+e A 4L |f(x)| 6[L]

si, por ejemplo, consideramos que € =|L|/5

lo que significa que el campo escalar 1/f(x) esta acotado cerca de x.
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serfa f(x) O(L* ;L% €). Asi, cerca serfa f(x)O(I= €1+ €) vy
f(x) O@L*= &;L% €), lo que es absur s los intervalos (L —&;L+€) y
(L* —g;L* +€) carecen de puntos com 10<eg <‘L —L* ‘/2

2) Si el campo escalar "f* tiem ite finito en el punto xp, esta

L. +&. En consecuencia, si € =1, cerca de

tanto, cerca de x( la funcion "f" esta acotada

' tiene limite finito no nulo en el punto xp,

, cerca de

En efecto, si fim M {0} cuando x — x(, entonces, 1 & 0, sucede
u
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4) Cerca del punto X0 un campo escalar tiene igual signo que su
limite en xp.
Si L>0 es el limite de "f" en x0, como cerca de x¢ el valor de f(x) difiere
de "L" en menos que "L", cerca de x( es f(x)>0.
Analogamente, si 1. <0 resulta que cerca de x0 es f(x) <0.

5) Si L es el limite del campo escalar "f* en el punto xo y L<k
(L > k), cerca de x¢ es f(x) <k (f(x) >k).
Si L<k, tomando 0<€<k —L, cerca de x( es |f(§)—L‘<k—L; o sea:
—(k—L) <f(x) -L <k -L O+ (k 2.LX f(xX k.

Si L>k, tomando 0<€<L —k, cerca de x( es |f(§)—L| <L —k; o sea:
—(L-k)<f(x) -L <L -k Ol f(x¥X 2I- k.

6) Si los campos escalares "f* y "g" tienendistinto limite en X0, el
de mayor limite supera al otro cerca de Xo«
SiLy L* (L >1L* son los respectivos limitcsde ™8 v "g" en x0, siendo "k" un
nimero comprendido entre L*y L (o €4, el*<k <L), cerca de x0 es
o(x) <k y f(x) >k. En consecuencia, cef@ade x0 es f(x)>g(x).

7) Si cerca de Xo es f(x) > g(x) ¥{i6s campos escalares "f" y "g"

tienen limite en xp, es lim. f(x)="lim. g(x).
X - X0 X X

Por reduccién al absurdo:segan 1a propiedad anterior, si fuera

iy, F(x) < _lim.  g(x)
X=X 0 X - X()
cerca de x0 serfa f(x) <g(xX)4lo que va contra la hipotesis.

Observa: no se exclufgla posibilidad de que los limites sean iguales, a pesar
de que cerca de x( sea, fifx) > g(x).

8) Si cerca de xg'un’ campo escalar esta comprendido entre dos
campos que tienen el mismo limite en xg, tiene este mismo limi-
te en xo.

Si los campostgscalares "u" y "v" tienen limite L en el punto x0, cerca de x(
es:

L-g<u(x)<L +€&; L —€ <v(x) <L +¢€
Si cerca de x( es u(x)< f(x) < v(x), cerca de x( es:
L-g<u(x)<f(x)Sv(x)<L +e [
O €& fx kK & |[fx) 4|
U lim. f(5 L

X - X()
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2.8 LIMITES REITERADOS
DE UN CAMPO ESCALAR EN UN PUNTO

Sea el campo £:D 1] 2 H3  y ug =(a;b) DAc.(D).

Sean f1:0J ] vy fJ: B> las funciones de una variable tales que
fi(x) = lim f(x,y); f2(y) = lim f(x,y)

y — X — a
Ay A |
\'L(X;Y) g << (x3y)
\f |
|
I N
i i
ell » X 2'1 > X
Manteniendo "x" constan- Manteniendo "y" constante,
te, hacemos que y — b hacemos que x — a

Los limites reiterados de "f" en el punto ugg=,(a%b) son:

lim fj(x)= lim (limbf(x;y)) ;lim fHr(y)= lim (lim f(x;y))
y - b

X - a X > a\y - ¥ - b X > a
Ik RS IR
y \’
b v ¥
1 < < b —
| |
all > X all » x
Propiedades

1) Si existen las fitfigiones f; y fo y "f" tiene limite "L" en ug = (a;b), existen los
limites reitetados’de "f"' y su valor también es "L".

2) Si existenies limites reiterados y son distintos, entonces "f"' carece de limite en
ug =(a;b). Tal es el caso de f(x;y)=(2.x +3.y)/(7.x +5.y); para ella, en el
punto ug = (0;0), es:

- _2x _2

2.x +3. sSixXZ2(Q| === ==

fi(x) = lim f(x,y) = lim 7X—+5y: 7.x 37
y - 0 y - 0 .X .y ix=0l= lim '_Y:Q
vy 02y O
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Por tanto: lim f1(x)= 11 % :%

Es:
, _3y _3
2.x +3, s1y7’—'0 - - =
f2(y) = lim f(x,y) = T+5y { Y g >
x -0 X"O y siy=0]= lim == =2
Por tanto: y~0 7
. —_ . 3 3
lim fr(y) = l1m 57%

3) Pueden existir los limites reiterados y ser iguales sin que nga limite en
uo =(a;b). Tal es el caso de f(x;y) = x.y/(x2 +y2); a, en el punto

ug =(0;0), es:

c | ] . sixZ0[|=0
x)= lim f(x, im
109= lim fGy) = yﬁoxuy\ — _

Por tanto: lim f1(x) = hm %

X — - 0

Es: siy#0(=0
B = lim f(x,y) = lim ﬁ:{
x - 0 x - 0 2 51y=O =0
Por tanto: lim f5( 0=0

Sin embargo "f" carece de limite e

l1m f(x;m.x) = hgl

X —
4) Puede existir el limite de 0 = (a;b) sin que existan los limites reiterados

en dicho punto. Tal es e el campo escalar "f"" definido como

2 y.sen (l/x) six#0

six =0

Para €, en el pu =(0;0), es:

1 siy=0|=0

f2(y) = (x,y) = lim Z2.y.sen— =—|:

X x - 0 X sty #0|=no existe

1 o
@s sucede que sen — carece de limite cuando x — 0
X

y no existiendo f5(y), no existe el limite reiterado lim f5(y).
y b
Sin embargo "f' tiene limite 0 en el punto ug =(0;0), pues la condicion

‘f (x3y) — O‘ <€ se cumple trivialmente en todo punto (0;y), ya que "f"' toma

el valor 0 en esos puntos. En los puntos (x;y) en que x # 0, sucede que:
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‘f(x;y) —O‘ =‘2.y.sen§‘ =2.‘y‘.

SZ.‘y‘

1
sen —
X

pues [sen (I/x)| <1,0 0

Asi, la condicion ‘ t(x;y) - O‘ <€ se cumple siempre que ‘ y‘ <g/2.

2.9 PROPIEDADES DE LOS LIMITES

A continuaciéon demostramos propiedades que hemos usado muchasweces.

1) Limite de una constante por una funcidn

Si "c" es una constante y el campo £:D 1] nHE  tiegeylimite "L" en el

punto xo OAc.(D), entonces _lim c.f(x)=c.L.

X — X()
En efecto, si "f" tiene limite "L." en el punto x¢ A gDy cerca de x0 sucede

que ‘f(g) —L‘ < 8/‘c , & 0;asi, cerca de x(, Stiecde’que

lcf(x) —cL|=|c.(fx) ~L)| =|c|| LY | <‘c‘.‘% =¢

lo que demuestra que _lim  c.f(x)=c.L.
X — X()

2) Limite de una suma de funciones
Si Ly es el limite de £:D (1] n #8 “em.el punto xo OAc.(D) y L, es el li-
mite de g:D 1] nH3  en x0, enfofices _lim (f(x) + g(x)) =L; +L,.

X — X()
n"n.n

En efecto, siendo Ly Ly losgfespéctivos limites de "f"' y "g" en el punto
x0 OAc. (D), cerca de x( sudede que

[f(x)-Li| <&, 0% 0 ;

g(x Lok g/20 2 0
Por tanto, cerca de x( sf€ed€ que

|(F(x) + g m(Ty +Lo)| =[(F(x) —Ly) +g(x) —Ly)| <
€ | €

SR - Ly [ +|g() ~Lo | =5 45 =¢
lo que demuestra'qud¥ lim  (f(x) + g(x)) =L; +L,
X - X()
/ ;Y pata de- Taruguilllo ... sia —g la ilarnas
mostrar que "h" (cuyo limite .3 en x0 es
L1 =Ly esel /. [ —Lj),entonces f —g =f +h,y
limite de ( ‘ luego demuestras que f + h tiene
"t —g" enel limite L.y + L3, que es lo mismo
\ punto x0? que L1 — Lo, pues L3 = —Lj,
\ como queda dicho /
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3) Limite de un producto de funciones
Si f:DII] 0+ tiene limite Ly en el punto xg OAc.(D) y g:D [1J n +&

tiene limite Ly en dicho punto, entonces _lim  f(x).g(x)=1Ly.L,
X - X()

En efecto, siendo L1 el limite de "f" en el punto x0, cerca de x( es

, e 0
Como "f" tiene limite en x(, estd acotada en dicho punto; ei&, existe un

nimero positivo "k" tal que cerca de x( es ‘f (g)‘ <k.Si el limite de
"g" en el punto x0, cerca de x0 es |g(x) —Ly| < 8/(2.k),® 0. Asi, cerca
de x0 es:
| £(x).g(x) = Li.Ly | =| f(x).g(x) =Ly.f(x) +L&F() ~Li.Ly | =
=[£()-(g(x) ~Lg) +La.(£(x <
<[£(x).(g(x) = Lo)| +|Lo.(f D] =

=|f(x)]|g(x) = Lo| +[ Lo f(x) —L@ HLo| |L | ¢
lo que demuestra que _lim  f(x).g(x)) = @
X - X()

4) Limite de un comente nciones
Demostremos primero que si g tiene limite Lo #0 en el
punto xo JAc.(D), entonces @/g( —1/L2
En efecto, si "g" tiene limitc" 0 en x(, existe un numero pos1t1vo "k" tal
que cerca de x( es ‘g(x){ emas, por ser L2 el limite de "g" en xq, cer-
cade x0 es ‘g(x) LZ‘
& —8()| _ ‘ g(x)~La| _
Lz L2 g(x) | | L2.g(x)
- 6 -1 ‘—‘—skL =¢
T s -ral gl L | Lerir
lg(x)[>k O \1/g(x><j: 1/k
Si £:D H3  tiene limite 1.y en el punto xo 00 n y g:D 1] n +H
tiene limiteT.» # 0 en dicho punto, entonces _lim  f(x)/g(x) =L /L.
X — X()

En efecto,si _lim g(x)=L, #0,es _lim 1/g(x)=1/L,,y asf:

f I,
lim () lim f(x)— =L =1
x-x0 &%) Xox0 g(X) Ly Ly
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2.10 LIMITE DE UN CAMPO
VECTORIAL EN UN PUNTO

El limite del campo vectorial £:D 1] ot m en el punto xo OAc.(D) es

L0 ™ sisea cual el nimero positivo € que se elija, es posible encontrar otro
nimero r >0 tal que en todo punto x 0D del entorno reducido de centro en
x( y radio "t" sucede que H f(x) - EH <g:
Oe 002 0/|f(xy Lf €si& |x xof r, £ILD
%/_J

$

distancia entre los puntos f(x) y L. de (™

distancia entre los puntos x y x( de L0

O sea, cerca de x( sucede que H f(x) - EH <g, Ue 0.

El campo £:D [1J nHd m tiene limite en el puntoyxvJ Ac.(D) sélo si tienen

"" campos escalares que forman "f"'. Por ejemplo, cl

limite en dicho punto los "m
campo f:[02 H1 4 tal que f(x)= (X1X% ; X F9.X0 5 sen (x1 —2); Ln x1.x9)
tiene limite en el punto (2;3), pues todos losteampos escalares que forman "f"
tienen limite en (2;3):

lim  f(x) =W8,;%;0;Ln0)

Clim xq.x3=2.32 =18 g i xq +2.xp =2 +5.3 =17
_lim  sen (xq —=2)=sen0&0% _ lIim Lnxq.xp =Ln2.3=Ln6
X - (2;3) X —(2;3)

Por ejemplo, carece de limité®en (0;0) el campo vectorial f:[12 —1 4 tal que

x1 +5.x9

f(x) = (X1X% ; gsenN(x1 —2); Ln x1.x5), pues el segundo de los cam-

x1 +x»
pos escalares que formait’ ‘carece de limite en (0;0):

X1 +5.m.x1 — 1 +5'm

liay, OF5 (x15x2) = lim
., o 2(x15%2) x; -0 X1 +tm.xy 1+m
X2=m.X1
iEstoy hart@
V4 H '
de limites! /Pues atn quedan, por-\

que para analizar la
'- ’. X continuidad de un
campo "f" en un punto

"Pepe" deberas compa-
rar el limite de "f" en

\ "Pepe" con f(Pepe) /
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